Mathematische Optimierung I

Dieter Rautenbach
Wintersemester 2004 /2005

! Dieses vorlsufige Skript enstand parallel zur Vorlesung und enthélt fast keine Beweise. Diese finden
sich in der zitierten Literatur und werden in einer spiteren Fassung des Skriptes ausgearbeitet.
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0 Formalitaten

Vorlesungen
Jeweils Dienstags und Freitags 14:15 Uhr bis 15:45 Uhr.

Ubungen
Jeweils Freitags 16:15 Uhr bis 17:45 Uhr.
Die Ubungen leitet Jens Mafiberg (massberg@or.uni-bonn.de).

Sprechstunden
Nach Vereinbarung.

Scheinkriterien

Jeweils 50% der erreichbaren Punkte in den Ubungen vor bzw. nach den Weihnachtsferien.
Die Ubungen konnen in Kleingruppen von bis zu 3 Personen bearbeitet werden.

Aktive Mitarbeit in den Ubungen.

Ggf. Programmieraufgaben.



1 Einleitung

In beiden Teilen der Vorlesung geht es um Optimierungsprobleme der Form
inf f(z) = inf{(2) | 2 € X}. (1)

Typischerweise ist f hierbei eine konvexe Funktion und X eine konvexe Menge und wir
schreiben oft min{ f(z) | x € X} statt inf{f(z) | z € X}.

Im ersten Teil behandeln wir hauptsichlich sog. lineare Programme, d.h. Probleme des
Typs (1), fiir die f eine lineare Funktion ist und X durch ein System linearer Ungleichungen
beschrieben wird.

Beispiel 1.1 2-dimensionale lineare Optimierungsprobleme lassen sich noch konstruktiv
geometrisch losen (— Schule).
Fiir 3-dimensionale lineare Programme wie z.B.

max x-+Yy-+ 2z

s.th. z+ z < 6
y+z < 6
3y —z < 6
z < 3
T,Y, 2 > 0

st die nicht mehr maoglich.
Die Menge der zulissigen Punkte ist die “konvexe Hiille” der Punkte

E ={(0,0,0),(3,0,0),(3,2,0),(0,2,0),(3,0,3),(3,3,3),(0,3,3),(0,0,6) }

Alle Punkte fir die f(x,y,z) = x + y + 2z konstant ist, liegen auf Ebenen mit Normalen-
vektor (1,1,2). An einer Skizze erkennt man leicht, daf f(3,3,3) = 12 der optimale Wert
ist und (3,3, 3) der einzige Punkt ist, in dem dieser Wert angenommen wird.

Multiplizieren wir die ersten 4 Ungleichungen mit nicht-negativen Koeffizienten a, b, c,d >
0 und bilden die Summe der entstehenden Ungleichungen, so ergibt sich

(a+d)x+(b+3c)y+(a+b—c)z <6(a+b+c)+ 3d.

Konnen wir nun a, b, c,d > 0 so wdhlen, dafs

a+d > 1
b+ 3c > 1
a+b—c > 2

gilt, so erhalten wir 6(a + b + ¢) + 3d als obere Schranke fir den optimalen Wert von
f(z,y,2).

Die beste obere Schranke, die wir auf diese Weise erzeugen kiénnen ist offenbar die
optimale Losung von folgendem linearen Programm.
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min  6(a+b+c)+3d

s.th. a+d > 1
b+ 3c > 1
a+b—c > 2
a,b,c,d > 0

Dieses neue lineare Programm nennt man das zu obigem LP “duale lineare Programm”
und das obige LP nennt man das “primale lineare Programm”. In unserem Beispiel ergibt
a=b=1und c=d=0 sofort f(z,y,2) < 12, so daff 12 tatsichlich der optimale Wert
ist, d.h. die optimalen Werte von primalem und dualem LP sind identisch.

Aus obigem Beispiel ergibt sich, welche Themen wir genauer behandeln sollten, um solche
Probleme allgemein zu 16sen:

e Konvexe Mengen
e Systeme linearer Ungleichungen
e Allgemeine Aussagen iiber lineare Programme
e Polyeder
Nach diesen Themen wenden wir uns dann Verfahren zu, die lineare Programme 16sen
e Simplex-Verfahren (Dantzig 1947)
e Ellipsoid-Methode (Khachiyan 1979)

e Innere Punkt Methoden (Kamarkar 1984)

1.1 Beispiele linearer Programme

Beispiel 1.2 (Didtproblem) Eine Einheit des Nahrungsmittels i (Brot, Butter, Bana-
nen...) enthalte a; ; Einheiten vom Stoff j (Kalorien, Kohlenhydrate, Koffein,...) und koste
¢; (Dollar, Dinar, Dublonen,...). Wie muss man sich erniihren, um vom Stoff j jeweils min-
destens b; Einheiten zu bekommen und mdglichst wenig dafiir auszugeben? Nimmt man
vom Nahrungsmittels ¢ jeweils x; Einheiten zu sich, so erhilt man folgendes LP.

min Iz
s.th. Zz Q5 T4 2 bj VJ

Beispiel 1.3 (Chebyshev Zentrum eines Polyeders) Wir wollen die grofite n-dimensionale
euklidische Kugel

B={zeR" ||z -zl <r}={zc+u|llul <7}



bestimmen, die ganz in der Menge
P={zecR"|alz<B,i=12,..m}

(a; € R*, B; € R) enthalten ist.
Fiir alle 1 < < m muss a] (7. +u) < ; fiir alle v € R* mit ||u|| < r gelten. Da

a;

[lai|

sup{a; u | [[ul| <7} = air— = r[ai]

gilt, erhalten wir
max 7T
sth. alz, < B —r|la| Vi.

Beispiel 1.4 (Wirtschaftsplan) Fiir j € {1,2,...,n} (Aktivitdt) und ¢t € {1,2,..., N}
(Zeitperiode, Tag) messe z,(t) > 0 die Intensitdt der Aktivitét j in der Zeitperiode t.
Eine Einheit der Aktivitdt j erzeugt eine Menge a;; des Gutes 7 und verbraucht eine
Menge b; ; des Gutes i. In der Zeitperiode ¢ werden daher die Menge } . a; ;z;(t) = (Az(t))
an Gut 7 erzeut und die Menge ). b;;z;(t) = (Bz(t)); an Gut ¢ verbraucht. Zu Beginn
stehe eine Menge (go); an Gut 7 zur Verfiigung.
Es sollte moglichst gelten, dafl

s(0) = go— Bz(1)>0
s(t) = Az(t)—Bz(t+1)>0,t=1,2,..,.N—-1
s(N) = Az(N)>0

Maximieren méchte man den gewichteten Uberschuss
c"'s(0) +vet's(1) + ... + 4N el's(N).
Insgesamt erhilt man

max ¢’ s(0) +vc’s(1) + ... + YN cT's(N)

s.th. z(t) > OVt=1,..,N
s() > 0¥t=0,.., N
s(0) = go— Bx(1)
s(t) = Az(t) - Bz(t+1)Vt=1,.,.N—1
s(N) = Azx(N).

Beispiel 1.5 (Minimierung einer stiickweise linearen, konvexen Funktion)

_ T . n min ¢
flo) = max(e;o+B), e €R ~ o urey s < i



2 Konvexe Mengen
Definition 2.1 (i) Eine Menge M C R" ist genau dann konvex, wenn
M1+ (1 =Nz € M
fiir alle x1,29 € M und X € [0, 1] gilt.
(i1) Eine Menge M C R" ist genau dann ein Kegel, wenn
AxeM

fiir alle x € M und X\ € Ry gilt.

(iii) Eine Menge M C R" ist genau dann ein konvezer Kegel, wenn
/\1:161 + )\2.%2 eM
fiir alle x1,29 € M und A\, \ € Ry gilt.
Beispiel 2.2 (i) Fiir eine Indexmenge I, a; € R* und 5; € R firi € I ist M = {z |
al'r < B;,1 € I} konver.
(i1) Fir eine beliebige Norm || - ||2 auf R* ist M = {z | ||z||» < 1} konvez.

(iii) Fir eine symmetrische, positiv definite Matriz Q € R™™, a € R* und r > 0 ist
M={z|(z — a)'Q(z — a) < r?} konvez. (||z||q = /2T Qz definiert eine Norm.)
(iv) Ist M CR™, r > 0 und || - ||» eine beliebige Norm auf R", so ist

- i —yll, <
M, =1y | inf |lz —ylls <7}
konvez.
(v) Sind X, Y CR" konvez, a € R" und u € R, so sind auch

X+a = {z+a|zeX}
pX = {pz|zeX}
X+Y = {z4+ylreX,yeY}

konvez.

Bemerkung 2.3 Ist M C R" konver, 1, %2, ...,T; € M und Ay, Ag, ..., Ay > 0 mut Zzt.:l A =
1, dann gilt Zzt.:l Aix; € M.

Definition 2.4 Fiir eine Menge X C R" sind die lineare Hiille lin(X), die affine Hiille
aff(X), die konveze Hiille conv(X) und der durch X erzeugte konvexe Kegel cone(X) wie



folgt definiert

lin(X) = Z/\xz\tEZmundszXt ERfﬁrlgigt}

i=1

conv(X) =

t
aff(X) = {Z/\xz\tEZmundx,EXt eER furl <i<t mit Z’\izl}

=1

t
Zsz|t€Z>0und:cleXt eRzofdrlgigtmitZ)\izl}

cone(X) = {ZA,-:QHEZZO Und%iEX,tiERZO furlgzgt}

i=1
Satz 2.5 Fir eine Menge X C R" ist conv(X) die kleinste konvexe Menge, die X enthilt,
d.h. Y = conv(X) gilt genau dann, wenn folgende drei Eigenschaften erfiillt sind.

(1) Y ist konver.
(ii)) X C V.
(i1i) Y C Z fiir alle konvexen Mengen Z mit X C Y.

Satz 2.6 (i) Der Durchschnitt beliebig vieler konvexer Mengen ist konver.

(ii) Fir X CR" gilt
conv(X) = ﬂ Y.
Xxcvy konver
Definition 2.7 Seien x € R* und M C R".

(i) Die Euklidische Norm ||z|| von x = (21, ..., x,) ist definiert durch

n
2
E x5 -
=1

(i1) Fiir € > 0 ist die (offene) e-Umbegung U.(x) von x definiert durch
Udz) ={y e R" [ |lz —yl[ < ¢}.
(i1i) x ist genau dann ein innerer Punkt von M, falls U(x) C M fiir ein e > 0 gilt.

(iv) x ist genau dann ein Hiufungspunkt von M, falls (Uc(z) \{z})NM # 0 fiir alle e > 0
qgilt.

=]l =

(v) Der Abschluss M wvon M ist die Vereinigung von M mit allen Hiufungspunkten von
M.

(vi) Das Innere Inn(M) von M ist die Menge aller inneren Punkte von M.
(vii) Der Rand 6(M) von M ist die Menge M \ Inn(M).
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Satz 2.8 Ist M C R" konvex, so sind auch M und Inn(M) konvex.



2.1 Trennsitze

Definition 2.9 Fir a € R* und € R nennt man
H={zeR"|d"z =3}
eine Hyperebene und
H " ={zcR"|a"z > B}

bzw.
{z eR" | a"z > B}

einen abgeschlossenen bzw. offenen Halbraum.
Satz 2.10 Ist M C R" konvex, abgeschlossen und nicht-leer und 0 & M, so existiert ein

eindeutiges xy € M mit ||zo|| = min{||z|| | x € M}, d.h. die Projektion von 0 auf M
existiert und ist eindeutig bestimmd.

Satz 2.11 Ist M C R" konvez und 0 ¢ M, so existiert ein a € M mit aTx > aa > 0 fiir
allex € M.

Definition 2.12 Der Abstand d(X,Y') zweier nicht-leerer Mengen X, Y C R" ist definiert
durch
d(X,Y) =inf{llz —y|| [z € X,y eV},

Satz 2.13 Sind X, Y C R" konvex und nicht-leer und gilt d(X,Y) > 0, so existieren
a € R" und By, P2 € R mat
alz > B > By > aly

fir allex € X undy €Y.

Satz 2.14 Ist M C R" konvex und 0 € §(M), so existiert ein a € R* mit a”’z > 0 fiir alle
z € M.

Satz 2.15 Sind X,Y C R" konvex und nicht-leer und gilt 0 € 6(X —Y), so existieren
a €R" und B € R mita’xz > B fir allex € X und ¥y < B fir alley € Y.

Folgerung 2.16 Ist M C R" konvex und b € 6(M), so eristieren a € R* mit a"x > a”b
fiir alle x € M.

Definition 2.17 FEine Hypercbene H = {x € R* | a’x = [} heift Stitzhyperebene von
M C R" genau dann, wenn a*x > B fiir alle x € M gilt und ein xo € M mit 'z = 8
ezistiert.

Satz 2.18 Ist M C R" konvez, so gilt

M= N H™.
H 1st Stiitzhyperebene von M
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2.2 Ecken
Definition 2.19 Ist M C R" konver und x € M, so nennt man x eine Ecke von M, falls
aus t =AYy + (1 =Nz fir0 < A< 1 und y,z € M folgt, daff x =y = z gilt.

Bemerkung 2.20 Ist M C R" konvex und x € M, so ist x genau dann eine Ecke von
M, wenn

(i) ausx =Ay+ (1 =Nz fir 0 < A< 1undy,z € M mity # z folgt, daf§ A € {0,1} gilt.
(i1) aus x = %(y + 2) firy,z € M folgt, daff x =y = z gilt.

Satz 2.21 Sei M C R™ konvex und x € M. x genau dann eine Ecke von M, wenn M \{z}
konvez ist.

Satz 2.22 Jede nicht-leere, konvexe und kompakte Menge besitzt mindestens eine Ecke.

Satz 2.23 Jede Stitzhyperebene einer nicht-leeren, konvexen und kompakten Menge M
enthdlt mindestens eine Ecke von M.

Satz 2.24 (Krein und Milman) Jede nicht-leere, konvexe und kompakte Menge ist Ab-
schluss der konvexen Hille der Menge ihrer Ecken.

Gilt auch ohne Abschluss (vgl. Corollary 18.5.1 in [16]).
Satz 2.25 Ist M C R" und x eine Ecke von conv(M), so gilt x € M.

Definition 2.26 Die Vektoren xq, xo, ..., x; € R" heiflen affin unabhdingig, falls keine Zah-
len A1, ..., \; € R existieren, die nicht alle gleich 0 sind und

(i) 0=\, \iw; und
(i) 0= Y"' N gilt.

Bemerkung 2.27 Die Vektoren x1,%o,...,x; € R* sind genau dann affin unabhding:g,
wenn die Vektoren xo — x1, 13 — X1, ..., x; — x1 linear unabhdngig sind.

Satz 2.28 (Carathéodory 1911) Ist M C R", so lafst sich jedes x € conv(M) als Kon-
verkombination von affin unabhdingigen Vektoren aus M schreiben, d.h. es existieren affin
unabhdngige x1, ..., Ty, € M und Ay, ..., Ay, € Ryg mit

m
i=1

und
m

1=> A\

=1
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Folgerung 2.29 Ist M C R", so lafst sich jedes x € conv(M) als Konverkombination von
hdchstens n + 1 Vektoren aus M schreiben.

Satz 2.30 (Carathéodory 1911) Ist M C R™, so lafit sich jedes x € cone(M) als nicht-
negative Linearkombination von linear unabhdingigen Vektoren aus M schreiben, d.h. es
existieren linear unabhdngige 1, ...,xm € M und Ay, ..., \p, € R5q mit

m
=1

Folgerung 2.31 Ist M C R", so lGft sich jedes x € cone(M) als positive Linearkombina-
tion von héchstens n Vektoren aus M schreiben.

Satz 2.32 Ist M C R", so lifit sich jedes © € §(conv(M)) als Konvexkombination von
hdchstens n Vektoren aus M schreiben.

Satz 2.33 (Radon) Jede Menge X von mindestens n+2 Vektoren im R™ kann so in zwei
Teilmengen X1, Xy partitioniert werden (X = X; U X, X1 N Xy = (), dap conv(X;) N
conv(Xy) # 0 gilt.

Satz 2.34 (Helly) Sind M, M, ..., M, C R" konvex und haben jeweils n+1 der Mengen
einen nicht-leeren Schnitt, so gilt My N\ My N ... N M, # 0.
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3 Systeme linearer Ungleichungen

Satz 3.1 (Lemma von Farkas (1894, 1899)) Sind ai,as, ..., am,b € R" so gilt genau
eine der folgenden beiden Alternativen

(i) Es ezistiert ein v € R* mit aTx <0 fir 1 <1 <m und b'z > 0.

(ii) b € cone({a1, as, ..., am}).

Satz 3.2 (Motzkin) Fir m, € N und my, m, € Z>, seien a;,bj,c, € R* mit 1 <1i < my,,
1<j<mpundl <k <me Sei(P) das folgende System linearer Ungleichungen
aiTx < 0,1 <1< my,
bz < 0,1<j<my
Gz = 0,1<k<m,.
Es gilt genau eine der folgenden zwei Alternativen
(i) (P) has eine Lisung.

(ii) Es existieren Zahlen uy, ..., Um, € Rsq mit max{u1, ..., Upm, } > 0, v1, ..., U, € Rsg und

W1, ey Wiy, € R mit
Mq mp Me
0= E u;a; + E vib; + E W C-
i—1 j=1 k=1

Folgerung 3.3 (Lemma von Farkas, inhomogene Variante) Seien A € R™" b €
R™, ¢ € R™ und B € R. Es gilt genau eine der folgenden zwei Alternativen

(i) Es existiert ein x € R* mit Ax < c und bTz > .
(i) {y eER™ [y"A=0b",y"c < B,y >0} U{y e R™ |y"A =0,y"c < 0,y > 0} # 0.

Folgerung 3.4 (Lemma von Farkas, Variante) Sind A € R™" und b € R so gilt
genau eine der folgenden beiden Alternativen

(i) {z € R | Az < b} £ 0.
(i) {y e R™ | y"A =0,y > 0,y"b < 0} #0.

Folgerung 3.5 (Lemma von Farkas, Variante) Sind A € R™" und b € R so gilt
genau eine der folgenden beiden Alternativen

(i) {r e R" | Ax < b,x >0} £ 0.
(i) {y €R™ [yTA >0,y > 0,y7b < 0} # 0.

Folgerung 3.6 (Lemma von Farkas, Variante) Ist A € R™*" so gilt genau eine der
folgenden beiden Alternativen

(i) {x € R* | Az > 0, Az # 0} # 0.
(i) {y eR™ [yTA =0,y >0} #0.
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3.1 Fourier-Motzkin Elimination

(Fourier 1827, Dines 1918-19, Motzkin 1936) Zu einer gegebenen Matrix A € R™*™ und
einem Vektor b € R™ sei (P) folgendes System von Ungleichungen

(P): Az <b.

Multipliziert man die m Ungleichungen von (P) mit passenden Zahlen > 0 ergibt sich ein
dquivalente System (P') mit
(P')
ri+alr < Bl<i<m
—z1+ajr < Bym' +1<i<m”
<

al ' Bi,m"+1<i<m

wobei die a; passende Vektoren aus R*™! sind und z = (z1,2") gilt.
Da die ersten m” Ungleichungen von (P’) zu

T 1 . T 1
ma a; x — 3;) <z < min ; — Q; T
m'+1gém"( : Bi) <o < 1§i§m'(ﬁZ i)

dquivalent sind, kann man x; aus (P') eliminieren.
(P")
a?x'—ﬁj < Bi—ald 1<i<m' ,m'+1<j<m"
alr’ < Bym"+1<i<m.

(P") ist wiederum &quivalent zu (P") mit

(PIII)
(¢ +a:)"a" < Bi+B,1<i<m/ ,m'+1<j<m"
alz’ < Bym"+1<i<m.

Das System (P") besteht aus m/(m” — m’) + m — m" vielen Ungleichung fiir n — 1 viele
Variablen. Die Eliminierung von z; entspricht der Projektion von {x | Az < b} entlang der
z1-Achse.

Mit Hilfe der Fourier-Motzkin Elimination ist ein alternativer Beweis von Folgerung 3.4
moglich (vgl. [17], Seite 156).

Bemerkung 3.7 Die Fourier-Motzkin Elimination ist kein polynomielles Verfahren (vgl.
[17], Seite 156).
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3.2 Relaxierungs-Methode

(Agmon 1954, Motzkin und Schoenberg 1954) Zu einer gegebenen Matrix A € R™*" und
einem Vektor b € R™ sei (P) wieder folgendes System von Ungleichungen

(P): Az <b.

Die Methode bestimmt ausgehend von einem beliebigen Startpunkt 2° € R* und mittels
eines festen Parameters A > 0 eine Folge 2!, 22, ... von Punkten und terminiert genau dann
mit z', falls z* der erste Punkt ist, der alle Ungleichungen von (P) erfiillt.

Ist 2* fiir ein 4 > 0 bereits bestimmt und erfiillt 2* nicht alle Ungleichungen von (P), so
sei aTz < f3 eine verletzte Ungleichung und

2 =2 4\

T
HGHQ(ﬁ a' 2')a.

Fiir A = 1 ist 2**! die Projektion von z* auf die Hyperebene H = {z | a”x = 3} und
fir A = 2 ist 2**! die Spiegelung von 2* an H.

Satz 3.8 (Motzkin und Schoenberg 1954) Hat P = {z € R" | Az < b} ein nicht-

leeres Inneres und wihlt man zur Bestimmung von z'T! bei der Relazierungs-Methode \ =
T i

2 und jeweils eine verletzte Ungleichung, fiir die W mazimal ist, so terminiert die

Relazierungs-Methode fiir einen beliebigen Startpunkt 2°.

Satz 3.9 (Hoffman 1952, Goffin 1980, Jeroslow 1979) Ist P = {z € R* | Az <
b} nicht-leer, 0 < X < 2, 2° beliebig und wihlt man zur Bestimmung von z'T! bei der
Relazierungs-Methode jeweils eine verletzte Ungleichung, fir die “THZTZH_/B mazximal ist, so
terminiert die Relazierungs-Methode oder die Folge ', 22, ... konvergiert gegen einen Punkt

2* in 6(P) mit ||z — 2*|| < pb® fiir 4 >0 und 0 < 6 <1 und alle i € N.
Bemerkung 3.10 Wie schon die Fourier-Motzkin Elimination so ist auch die Relazierungs-

Methode kein polynomielles Verfahren. Dies sieht man an folgendem Beispiel von Goffin
(1982) und Todd (1979).
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4 Die Hauptsitze der linearen Programmierung
Zu einer Matrix A € R™*" und Vektoren b € R™ und c € R" sei
P={zeR"| Az < b}
und (P) das folgende Optimierungsproblem
(P) : max{c"z |z € P} = max{c'z | Az < b}.
Zu (P) betrachten wir das sogenannte “duale” Problem (D)
(D) : min{b"y | y € D} = min{b"y | y"A =",y > 0}.
mit
D={yeR"|y"A=c",y>0}.

Elemente von P bzw. D nennt man zuldssige Losungen fiir (P) bzw. (D). Elemente 2’ € P

bzw. 3" € D mit

'z’ = max{c'z | x € P}

bzw.
b"y' = min{b"y | y € D}

nennt man (optimale) Losungen.

Satz 4.1 (Dualitéitssatz der Linearen Optimierung, von Neumann 1947, Gale,
Kuhn und Tucker 1951) Sind P und D wie oben und beide Mengen nicht leer, so gilt

min{b’y | y € D} = max{c'z | x € P}.

Satz 4.2 Sind (P) und (D) wie oben so gilt genau eine der folgenden Mdéglichkeiten.

(i) (P) und (D) besitzen beide Lisungen (mit gleichem Wert nach Satz 4.1).

(ii) P =D = 0.

(iii) P = 0 und inf{bTy | y € D} = —c0.

(iv) D = 0 und sup{c’z | z € P} = cc.

Satz 4.3 (Charaktersierungssatz der Linearen Optimierung) Sei (P) wie oben. Ein

Vektor x € R* mit Az < b ist genau dann optimale Lisung von (P), wenn ein y € R™
existiert mit ¢’ = yT A, y > 0 und y* (Az — b) = 0.

Folgerung 4.4 (Satz von komplementiren Schlupf) Besitzt eines der Probleme (P)
und (D) wie oben eine optimale Lisung so auch das andere und es gilt fiir t € P undy € D,
daf © und y genau dann optimale Ldsungen von (P) und (D) sind, wenn y*(b— Az) =0
gilt.
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Satz 4.5 (Satz von (starken) komplementiren Schlupf) Es seien (P) und (D) wie
oben.

FEzistieren fir (P) und (D) zuldssige Lésungen, so existiert ein Paar z,y optimaler
Lisungen, so daf y; >0 < al'z =b; firl <i<m gilt.

Folgerung 4.6 (Affine Form des Lemma von Farkas, Haar 1918, Weyl 1935) Es
sei P wie oben und P # (). Erfiillen alle Elemente von P die Ungleichung ¢’z < 6, so exi-
stiert ein &' < § fiir das die Ungleichung ¢’z < § nicht-negative Linearkombination der
Ungleichungen Az < b ist.

Weitere Paare von dualen linearen Programmen fiir die obige Sdtze analog gelten sind

(P)) : max{c"z | Az < b,z > 0}

und
(D) : min{b"y | y"A > ",y > 0}.
oder
(Py) : min{c'z | Az > b,z > 0}
und

(Dy) : max{b"y | y"A < ",y > 0}.
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5 Polyeder

Die Menge der zuldssigen Losungen fiir die linearen Programme (P) und (D) aus dem
letzten Abschnitt nennt man Polyeder.

Definition 5.1 (i) Ist A € R™" und b € R™, so nennt man die Menge P = {x € R" |
Az < b} einen Polyeder.

(11) Die konveze Hiille endliche vieler Punkte des R™ nennt man Polytop.

Definition 5.2 (i) Ist A € R™*™, so nennt man die Menge P = {x € R* | Ax < 0} einen
polyhedralen Kegel.

(i1) Einen durch eine endliche Menge erzeugten konvezen Kegel nennt man endlich erzeug-
ten (konveren) Kegel.

Satz 5.3 (Farkas 1898, 1902, Minkowski 1896, Weyl 1935) Ein konvexer Kegel ist
genau dann polyhedral, wenn er endlich erzeugt ist.

Satz 5.4 (Fundamentalsatz iiber lineare Ungleichungen) Sindai,as, ..., am,b € R”,
so gilt genau eine der beiden folgenden Alternativen.

(i) b ist nicht-negative Linearkombination von linear unabhdngigen Vektoren in

{0,1, agy, ..., am}.

(ii) Es ezistiert eine Hyperebene {x | c''z =0}, die t — 1 linear unabhingige Vektoren aus
{a1, a9, .., a } enthilt, so daf c"b < 0 und c"a; > 0 fir 1 < i < m gilt. Dabei ist t der
Rang der Matriz [a1, ag, ...am, b].

Satz 5.5 (Motzkin 1936) Eine Menge P C R" ist genau dann ein Polyeder, wenn P =
Q + C fiir ein Polytop @ und einen polyhedralen Kegel C gilt.

Definition 5.6 FEs sei P = {x | Ax < b} ein nicht-leerer Polyeder mit A € R™ " und
be R™.

(i) Eine Ungleichung ¥z < 8 in Ax < b nennt man eine implizite Gleichung, wenn

a’z = B fiir alle x € P gilt.

(ii) Der charakteristische Kegel (engl.: characteristic cone, recession cone) char.cone(P)
von P ist definiert durch

char.cone(P) = {y |z +y € P fir alle z € P}.
(i1i) Der Linearititsraum (engl.: linearity space) lin.space(P) von P ist definiert durch
lin.space(P) = char.cone(P) N (—char.cone(P))

lin.space(P) ist ein Vektorraum. Gilt dim(lin.space(P)) = 0, so nennt man P spitz (engl.:
pointed,).
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(iv) Die Dimension von P ist die Dimension der affinen Hiille von P. Ist die Dimension
von P gleich n, so nennt man P volldimensional (engl.: full-dimensional).

(v) Eine Seitenfliche (engl.: face) von P ist der Schnitt von P mit einer Stitzhyperebene.
FEine inklusions-mazimale Seitenfiiche von P, die von P verschieden ist, nennt man Facette

(engl.: facet).
(vi) Man sagt, dafl eine Ungleichung cfx < § eine Facette von P definiert, falls ¢’z < §
fiir alle x € P gilt und {x € P | T’z = §} eine Facette von P ist.

Satz 5.7 Es sei P = {x | Ax < b} ein nicht-leerer Polyeder mit A € R™™ und b € R™.
Fir F C P sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) F ist eine Seitenfliche von P.
(11) Es ezistiert ein ¢ € R*, so dafi § = max{c'z | x € P} endlich ist und F = {x € P |
cl'z = 6}.

(ii) F ={x € P| Ax =V} fir ein Teilsystem A'x <V von Az <b.
Folgerung 5.8 (i) Die Menge der optimalen Lésungen von
(P) :max{c"z | v € P}

fiir einen nicht-leeren, beschrinkten Polyeder P und ein ¢ € R™ st eine Seitenfliche von
P.

(ii) Eine Seitenfliche F eines Polyeders P ist ein Polyeder. Eine Teilmenge von F ist
genau dann eine Seitenfliche von P, wenn sie eine Seitenfiiche von F' ist.

Satz 5.9 FEs sei P C {z | Az = b} ein nicht-leerer Polyeder der Dimension n — rang(A).
Sei A'z < b ein minimales Ungleichungssystem, so dafy P = {x | Ax = b, A’z < b'}.

Dann folgt, daf$ jede Ungleichung von A'x < b’ eine Facette von P definiert und jede
Facette von P von einer Ungleichung von A'x < ' definiert wird.

Satz 5.10 (Hoffman und Kruskal 1956) Es sei P = {x | Ax < b} ein Polyeder. Eine
nicht-leere Menge F' C P ist genau dann eine (inklusions-)minimale Seitenfliche von P,
wenn F = {x | Az = b'} fiir ein Teilsystem A’z < b von Az <b gilt.

Folgerung 5.11 Ist P = {x | Az < b} ein Polyeder so haben alle minimalen Seitenflichen
von P die Dimension n—rang(A). Alle minimalen Seitenflichen eines Polytops sind Ecken.

Satz 5.12 (Minkowski 1896) Ist C = {x | Az < 0} ein polyhedraler Kegel mit A €
R™*"™  so wird C' von einer Teilmenge der Ldsungen der Systeme My = b erzeugt, wo-
bei M aus n linear unabhdngigen Zeilen von [AT | IT]" besteht und b = xe; fir einen
FEinheitsvektor e; gilt.
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6 Das Simplexverfahren

Wir betrachten nun lineare Programme in der folgenden kanonischen Form.

min ¢’z
(P) sth. Az = b
T > 0

fiir eine Matrix 4 € R™*™ und Vektoren b € R™ und ¢ € R". O.B.d.A. kénnen wir
annehmen, dafl rang(A) = m < n gilt, da anderenfalls einige der Gleichungen in Az = b
redundant sind und entfernt werden konnen.

Bemerkung 6.1 Alle linearen Programme lassen sich in kanonischer Form schreiben,
denn aTx < B ist dquivalent zu o (z, —x ) +y=8 mit xy,x_,y >0,

Die Spalten von A bezeichnen wir mit a', a?, ..., a", d.h.
— [l 2 n
A=la |a®|...|a"].
Die Zeilen von A bezeichnen wir mit aq, as, ..., a,,, d.h.
_ (T T T
A=lay [ay [ ... |ay]"-

Sei
P={zeR" | Ax =b,z > 0}

der Polyeder der zuldssigen Losungen.
Zu einem z € P sei Z C {1,2,...,n} die Menge der Indizes i mit x; > 0. Man nennt
{a' | i € Z} die zu x gehdrende Spaltenmenge. Es gilt natiirlich ), , z;a’ = b.

Folgerung 6.2 Ist P # (), so besitzt P Ecken, d.h. insbesondere, daf alle minimalen
Seitenflichen Ecken sind.

Folgerung 6.3 FEin Element x € P ist genau dann Ecke von P, wenn die zu x gehdrende
Spaltenmenge linear unabhdngig ist.

Folgerung 6.4 Alle Ecken von P haben hichstens m positive Koordinaten.

Definition 6.5 FEine FEcke von P heifst nichtentartet, falls sie genau m positive Koordina-
ten besitzt. Anderenfalls heif$t sie entartet.

Zu einer Ecke x nennt man jede m-elementige Menge von linear unabhdngigen Spalten
von A, die die zu x gehdrende Spaltenmenge enthdlt, eine Basis. Die Menge der Spalten-
indizes nennt man Basisindermenge.

Folgerung 6.6 Die Menge der optimalen Lisungen von (P) ist ein Polyeder P,y. Die
Ecken von Py sind genau die Ecken von P, die in Py liegen.
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Folgerung 6.7 Besitzt (P) eine optimale Losung (ist also nicht unbeschrinkt), so existiert
eine optimale Lésung, die eine Ecke von P ist.

Bemerkung 6.8 Die obigen Sdtze liefern schon ein Verfahren zur Lésung von (P), falls
(P) beschrinkt ist: Man betrachtet alle (:)‘1) Untermatrizen A" von A, die aus m Spalten
von A bestehen. Besitzt A'x = b eine Lisung x, so ist x Ecke von P. Da auf diese Weise
alle Ecken entstehen und mindestens eine optimale Lisung unter diesen ist,...

Diese Verfahren ist natiirlich hoffnungslos ineffizient. Das Simplexverfahren modifiziert
diese Methode, indem es sicherstellt, daf$ die Zielfunktionswerte der nacheinander betrach-
teten Ecken niemals abnehmen.
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6.1 Ecken-Basis-Austausch

Wir beschreiben nun den wichtigsten Schritt des Simplexverfahrens, den Ubergang von
der Basis einer Ecke von P zu einer neuen Basis einer moglicherweise anderen Ecke von P,
deren Zielfunktionswert nicht kleiner als der der bisherigen Ecke ist.

Sei Z € P eine Ecke und Z eine Basisindexmenge zu Z. Sei NZ = {1,2,...,m} \ Z.
Durch umnummerieren der Indizes kénnen wir A, x,Z € A und ¢ wie folgt zerlegen:

A:[Az‘ANz],CU: (wz),i’: (mz),C: (CZ).
INZ 0 CNZ

Da Ay € R™*™ invertierbar ist, gilt weiter.

Tz

Az = [AZ | ANZ]( ) =Azx;+ Anzanz = b

INZ

und daher
—1
Tz = AZ (b—ANZfENZ),
T, = A;'b
T T T
CT = CzXz+CyzTNZ

T 41 T T 41
= cz A, b+ (g —czA, Anz)Tnz
T- T T 41
= CZ$Z -+ (CNZ — CZAZ ANZ)iL'NZ
Wir setzen
_ 41
Q = (gij)iczjenz = A, Anz

und
p=(cnz —cz A7 Anz)"
Bemerkung 6.9 Ist p > 0, so ist T eine optimale Lisung von (P).
(Es gilt sogar folgende Aussage: Eine Ecke T von P ist genau dann optimale Lisung
von (P), falls eine Basisindermenge Z zu T existiert, fir die p > 0 ist. Dieser stirkere
Satz wird spdter aus dem Satz tiber die Indexstrategie von Bland folgen.)

Wir beschreiben nun den Ecken-Basis-Austausch.
Ist Z noch keine optimale Losung von (P), so existiert ein j € NZ mit p; < 0. Zué > 0
betrachten wir z(J) mit

zj(6) = 0
z(6) = 0, (ke NZ\{j})
z;(0) = T, —0q;j, (1 € 2).
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Es folgt
Az(6) = Azxz+ Anzinz
= Az(x;—0¢%) + Anz0e;
= AzTz;— (5AZA§1ANZej + Anzde;
= b
e Ist ¢/ <0, so folgt z(§) € P fiir alle § > 0 und

lim ¢"z(0) = lim ¢’z + dp; = —o0,
d—00 d—00
d.h. (P) ist unbeschrinkt und besitzt also keine optimale Losung.
e Nun sei ¢; ; > 0 fiir mindestens ein ¢ € Z. Sei
T:
Omax = mMmin ——
1€2:q;,;>0 q;.j

und & = 2(0max). Sei 1 € Z mit g;; > 0 und Opmay = % und sei
2J
Z=(Z\{1})u{j}.
Es folgt 2, = x; — %ql,j =0 und
2]

A=+ OmaxPj > 'z

Behauptung Die Vektoren {a | i € Z} sind linear unabhiingig.

Beweis: Wir nehmen an, dafl

CI,j+ Z ﬁkakZO

keZ\{1}

gilt. Wegen ¢/ = Qe; = A, ' Axze; = A, gilt

o = Az’ = ZQk,jak-

keZ

Wir erhalten

Y aidt+ D B =quat+ D (gey+ Br)at.

keZ keZ\{1} keZ\{1}

Da Z eine Basisindexmenge ist, folgt der Widerspruch ¢;; = 0. O
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Wir erhalten damit, dafl Z eine Basisindexmenge zur Ecke 2 von P ist. Ist da > 0,
so gilt £ # T und der Zielfunktionswert ist gestiegen. Ist dpmax = 0, so gilt £ = z und
wir haben nur eine neue Basisindexmenge zu derselben Ecke von P gefunden. Um zu
verhindern, dafl der Simplexalgorithmus in einen Zykel geriit, kann man die Indizes j
und £ z.B. immer kleinstmoglich wéhlen (Indexstrategie von Bland, vgl. Beweis von
Satz 5.4).
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6.2 Simplexverfahrens in Tableauschreibweise
Wir betrachten das Starttableaux

cg ‘C%:,Z ‘0
AZ‘ANZ‘I).

Da Ay invertierbar ist, existiert A mit ¢, = AT A5. Es folgt
C’IZ\;Z — )\TANZ = C%Z — CgAElANZ =p

und
cgiz = )\TAZAglb = \I'p.

Daher erhalten wir durch elementare Zeilenumformungen das folgende Tableau

Beispiel 6.10 (Zwei Rechenbeispiele.)

Verfahren zur Bestimmung einer Startecke

Uberfiihrt man Az < b, z > 0 in die kanonische Form, [A | I] (z) = b, (z) > 0, so ist
(g) = (2) eine Ecke.
Im Allgemeinen betrachten wir zu Az = b, x > 0, rang(A) = m und O.B.d.A. (1) >0

folgendes Hilfsproblem

min 377, y;
sth. Az4+y = b
(HP) - > 0
(] > 0.

Fiir HP ist (;) eine Startecke. Sei nun (¥) eine optimale Lsung von (HP) und eine Ecke

{()ran(y) =n.(;) =0}

Ist § # 0, so gilt P =0. Ist § = 0, so ist Z eine Ecke von P (vgl. Folgerung 6.3).

<
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6.3 Indexstrategie von Bland

Indexstrategie von Bland: Wihle beim Simplexalgorithmus, den Index 7 € NZ, der
zur Basisindexmenge hinzugefiigt werden soll minimal, und wéhle auch den Index [ € Z,
der die Basisindexmenge verlassen soll minimal.

Satz 6.11 Bei Anwendung der Indexstrategie von Bland wird beim Simplexalgorithmus
keine Basis zweimal betrachtet.

Beweis: Wir nehmen an, dafl der Simplexalgorithmus bei Anwendung der Indexstrategie
von Bland eine Basis zweimal betrachtet. Dann luft er in einen Zykel 21, Zs, ..., Z;, Z1, Zs, ...
von Basen zu einer festen Ecke z.

Sei t der grofite Index, der wihrend des Zykels neu in die Basisindexmenge aufgenom-

men wird. Sei
o

AI bl
das vollstindige Tableau zu Beginn der Iteration des Zykels, in der ¢ in die aktuelle Basis-
indexmenge Z' aufgenommen wird. Hierbei seien die Spalten nicht so umgeordnet, daf§ die

Spalten, die Basisindizes entsprechen vorne stehen.
Es gilt fiir entsprechende definierte Vektoren (s.0.) und alle z > 0 mit Az = b, da8

T T - T T 4-1
cr=culy+ (cyy —CpAy ANz )TNy

Wihlt man M = ¢}, A} so folgt
CT.Z' = )\ITb+ (C%Z’ — )\’TANZ/)QTNZ/,

Dabher gilt fiir das obige Tableau
A=A A

v=-\N'bp=—("z.

(Beachte hierbei, daf§ die Eintriige von p'T, die Basisindizes entsprechen, durch diese Set-
zung gleich 0 sind.)

Sei weiter
nr n

P v
AII bll
das vollstdndige Tableau zu Beginn der Iteration des Zykels, in der ¢ die aktuelle Basis-
indexmenge Z” wieder verldflt und dafiir der Index k£ neu aufgenommen wird. Wegen der
Wahl von ¢ gilt k£ < t.
Sei a”* = (q1,q2, .-, qn)" die k-te Spalte von A”. Setze man y € R" mit y, = 1; y; = —q;,
falls j € Z" und a" = ¢; und y; = 0, sonst, so folgt

Ay = AZ/I (AE,I,Ay) = AznA”y =0
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und daher A(Z + y) = b und
(@ +y) =" + XA +y) =p T +pTy+ NTb=pTy —v.

Es gilt plyx = p}, > 0 aufgrund der Wahl von ¢.

Ist j € Z", j <tund z; = 0, so folgt y; > 0, sonst wiirde nach der Blandschen Regel ein
kleinerer Index als ¢ aus Z” entfernt (es wiire ¢; > 0 wobei a"/ = ¢; und bei der Definition
von Omax ginge der Quotient =L o =0 ein). Weiter folgt wegen j < ¢, daf p}; > 0.

Ist j € Z" und j >t oder y € Z" und j <t und Z; > 0, so ist j € Z' und daher p; = 0.

Es ergibt sich einerseits

Py =) pi+rue= Y. Pyi+tpw+ Y Dy +pive > piye > 0.
jez" JE€Z,j<t JE€Z" >t

Andererseits gilt fiir passende Vektoren

c@+y) = " +N"A) (T +y)
— )\/ITA.%_ + )\"TAy-i-p"Tx +p//Ty
)\IITb +pIITy — p y -

und somit
Py =" ply; + Pk = Pk < 0.
jezn

Zusammen ergibt sich der Widerspruch —v < ¢! (z+y) < —v und der Beweis ist vollstindig.
O
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6.4 Die Laufzeit des Simplexverfahrens

(Klee-Minty Beispiel) Fiir 0 < € < 3 betrachten wir folgendes lineare Programm.

min —z4
s.th. 1 — 441 €
T1 + Togy1 =1
P .
( ) Tj — €Xj—1 — Td+j =0 ] :2,3,...,d
xj+€$jfl+x2d+j =1 ] = 2,3,...,d
xj > 0 5=12,...,3d

(A € R24*34 mit rang(A) = 2d - die Variabeln z; fiir d+1 < j < 3d kann man frei wihlen.)

Lemma 6.12 Zu jeder Menge Z C {1,2,...,3d} mit {1,2,...,d} C Z und |{d+7,2d+j}N
Z| =1 fir1 < j <d existiert eine nicht entartete Ecke Tz von P = {z | Ax = b,z > 0},
deren Basisindezrmenge Z ist.

Beweis: Setze Tz ; = 0 fiir alle j € Z. Ist d+1 ¢ Z, so folgt 1 = €. Ist 2d+1 ¢ Z, so
folgt 7, = 1.
Es gelte nun fiirein 1 < j <d,daB0<x; < 1fiiralle1 <1< j. Ist d+7j & Z, so folgt

0< :Z‘Z,j == ei'Z,j—l S 1
und
fZ,Q(H_j =1- (-i'Z,j + 6.’fz,j,1) =1- 26.@2,]',1 >1—2e>0.
Ist 2d+ j & Z, so folgt
0< jZ,j =1- ejZ,j—l S 1
und
jZ,d—l—j = fzyj - GIEZ,j—l =1- ZEjZ,j—l Z 1—-2¢>0.

Es ergibt sich also Z; > 0 genau dann wenn, j € Z. Da alle Koordinaten von z eindeutig
bestimmt sind, sind die Spalten {a’ | j € Z} linear unabhingig und somit ist Z eine Ecke
und Z ihre Basisindexmenge. O

Lemma 6.13 Sind Z und Z' zwei Mengen wie in Lemma 6.12 und 2d € Z \ Z', so folgt
Q_TZ,d > i'Z’,d-
Gilt Z' = (Z \ {2d}) U {3d}, so folgt Tz g =1—Tz4.

Beweis: 2d € 7 = iﬁZ,gd =0= i'Z,d =1- sz,d,1 > %
3de 7' = Tz 04 = 0= Tzq=€Tzq 1< %
7' = (Z \ {Qd}) U {3d} = Tzg1=2Tz4-1- O

Lemma 6.14 Die Teilmengen von {1, 2, ...,3d} kénnen so angeordnet werden
Zl: ZQ: ey Z2d7

daf fir 1 < i < 2% die Menge Z;y, durch einen Ecken-Basis-Austausch aus Z; entsteht
und Tz,q < Tz,,,.q gilt.
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Beweis: (Induktion nach d.)
d=1: (0,1 —¢), (1,1 —¢0).
d — (d+1): Seien Zi, ..., Zoa entsprechend geordnet. Sei
Zl = {1,2,..,d+1}
U{j+1]d+1<j<2d,j€Z}
U{j+2|2d+1<j<3d,j€ Z}

U{3(d+1)}

und

z! = {1,2,...,d+1}

U{j+1]d+1<j<2d,j€ Z}
U{j+2|2d+1<j<3d,j€ Z}
u{2(d+1)}.

Es gilt
Tzldyl = €Tz 4 = €Tz, 4 < €

und

mZ{',d—l—l =1-— x'Z;,d—H > €.
Somie folgt
iZ{,d-H <. < jZ;d’d‘H < fZ;'d,d-H < ... < 'i‘Z{',d-H

und der Beweis ist vollstindig. O

Satz 6.15 Flir jedes d € N existiert ein kanonisches lineares Programm mit 2d Gleichun-
gen, 3d Unbekannten, ganzzahligen Koeffizienten und einem optimalen Wert < 4, fiir das
das Simplexverfahren ggf. 2¢ — 1 Austauschschritte bendtigt, um eine optimale Losung zu
finden.

Beweis: Wihle € = 1/4 und multipliziere alle Gleichungen mit 4. O
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6.5 Probabilistische Analyse des Simplexverfahrens

Wir haben gesehen, daf} die Laufzeit des Simplexalgorithmus exponentiell in der Dimension
des gegebenen Problems sein kann. Warum aber funktioniert der Simplexalgorithmus in
der Praxis so gut? Eine Antwort auf diese Frage liefert eine “Probabilistische Analyse”

seiner Laufzeit.
Wir betrachten LP’s der Form

max{c’z | Az < b}

mit A € R™*" b € R™ und ¢ € R"” und wenden eine spezielle Form des Simplexalgorithmus,
den sog. “Schatteneckenalgorithmus”, an.
Dazu benétigen wir neben dem LP noch eine Startecke 2y und einen Vektor ¢ € R" mit

¢’ ry = max{c’z | Az < b}.

Weiter nehmen wir an, daf§ A, b, c und ¢ zufillig gewahlt werden und daf} das entsprechende
Wahrscheinlichkeitsmaf} folgende Eigenschaften besitzt.

P, Dreht man fiir ein festes ¢ einige der Ungleichungen in Az < b um oder ersetzt ¢ durch
—c so, dafl der Wert des LP’s endlich bleibt, &ndert sich nicht die Wahrscheinlichkeit
der Wahl von A, b, c und c.

P, Die Wahrscheinlichkeit, A, b, c und ¢ so zu wihlen, dafl entweder < n linear abhéngige

CT

Zeilen in | " | existieren oder < (n+1) linear abhiingige Zeilen in [A | b] existieren

A
ist gleich 0.

Um den Schatteneckenalgorithmus zu beschreiben, miissen wir nur seine Pivotregel festle-
gen.

Pivotregel des Schatteneckenalgorithmus
Ist fiir ein A > 0 eine Ecke x; gegeben, die

(Ac+ )Tz, = max{(Ac+¢)Tz | Az < b}

und
c'zy, < max{c’z | Az < b}

erfiillt, so wihle entweder z;. 1 als zu z; adjazente Ecke (x,1 entsteht aus x; durch einen
Simplexschritt) mit

Ne+e) 'zpy1 = max{(Nc+¢)'z | Az < b}
fiir ein A’ > X oder finde ein y € R” mit Ay < 0 und
Ne+e)Ty>0

fiir ein \' > A
Der Algorithmus startet mit der Ecke zy = 2o und A = 0. Es ist moglich, obige Pivot-
regel als Schritt des Simplexalgorithmus zu interpretieren.
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Bemerkung 6.16 Mit Wahrscheinlichkeit 1 gilt

CTSL'k_H > CT.Tk

_T _
C Ty < C Tg
bzw.

dy > 0
ETy < 0.

Bemerkung 6.17 Geometrisch entspricht der Schatteneckenalgorithmus der Projektion
von P = {x | Az < b} auf den 2-dimensionalen Raum, der von ¢ und ¢ aufgespannt wird.

Der Algorithmus betrachtet nur die Ecken von P, die Ecken des projizierten Polyeders
Q entsprechen. Solche Ecken nennt man Schattenecken.

Satz 6.18 (Haimovich 1983) Zur Ldsung von entsprechend Py und P, gewdhlten li-
nearen Programmen bendtigt der Schatteneckenalgorithmus im Durchschnitt § viele (Pi-
vot)Schritte.
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7 Polynomielle Algorithmen

Fiir f,g: D — Ry schreibt man f = O(g) falls f(z) < ag(z) + 3 fiir geeignete o, 5 > 0
und alle z € D gilt. Ist f = O(g) und g = O(f), so schreibt man f = O(g).

Um die Laufzeit eines Algorithmus abzuschétzen, zihlen wir die “elementaren Ope-
rationen”, die der Algorithmus ausfiihrt. Beispiele fiir elementare Operationen sind ein-
fache arithmetische Operationen, Vergleiche, Setzungen, Zugriff,....

Die verschiedenen Probleme, die ein und derselbe Algorithmus bearbeiten kann, nennt
man Instanzen. Die Inputgréfle (Kodierungslinge,...) einer Instanz, die eine Liste
rationaler Zahlen ist, ist die Anzahl von Bits, die benétigt werden, um alle Zahlen der
Liste in bindrer Darstellung zu kodieren.

Man sagt, dafl ein Algorithmus, dessen Instanzen Listen rationaler Zahlen sind, eine
polynomielle Laufzeit besitzt, wenn ein k € N existiert, so daf} er fiir eine Instanz mit
InputgréBle n insgesamt O(n*) elementare Operationen ausfiihrt und alle Zahlen, die er als
Zwischenergebnisse erzeugt mit O(n¥) vielen Bits bespeichert werden kénnen.

Man sagt, dafl ein Algorithmus, dessen Instanzen Listen rationaler Zahlen sind, eine
streng polynomielle Laufzeit besitzt, wenn er polynomielle Laufzeit besitzt und ein
k € N existiert, so daf} er fiir eine Instanz, die eine Liste von n rationalen Zahlen ist
insgesamt O(n*) elementare Operationen ausfiihrt.

Definition 7.1 Wir setzen size(n) = 1+[log,(|n|+1)] fiir n € Z, size(r) = size(p)+size(q)
firr =L € Q mit ggt(p, q) = 1, size(z) = n+ size(z1) + ... +size(z,) fir z = (21, ..., 7,) €
Q" und size(A) = mn + 3, ;size(a; ;) fir A= (a;;) € Q™"

Lemma 7.2 Sind ri,ry,....,1, € Q, so gilt
size(rir...ry,) < size(ry) + ... + size(ry,)

und
size(ry + 19 + ... +1y,) < 2(size(ry) + ... + size(ry)).

Lemma 7.3 Sind x,y € Q", so gilt
size(z + y) < 2(size(x) + size(y))

und
size(z”y) < 2(size(x) + size(y)).

Lemma 7.4 Ist A € Q"*", so gilt size(det(A)) < 2size(A).

Satz 7.5 Besitzt das lineare Programm

(P)min{c"z | Az < b}
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mit A € Q" b e Q" ¢ € Q — solch ein lineare Programm nennt man auch ra-
tionales lineares Programm — eine optimale Liosung, so existiert eine optimale Liosung
z=(x1,...,Ty) € Q" mit

size(x;) < 4(size(A) + size(b))
und somit

size(x) < 4n(size(A) + size(b)).

Ist b entweder e; oder —e; fiir einen Einheitsvektor e;, so existiert eine regulire Teilmatriz
A" von A und eine optimale Losung x = (1, ..., x,) € Q" mit

size(x;) < 4size(A’)

und somit
size(z) < 4dnsize(A4").

Bemerkung 7.6 Gegeben sei ein System Ax < b rationaler Ungleichungen.

Ist Az < b léfbar, so existiert eine Ldsung, deren Kodierungslinge polynomiell be-
schrdnkt in der Kodierungslinge des Systems ist.

Ist Ax < b nicht lofbar, so existiert nach dem Lemma von Farkas ein Vektor y > 0
mit y' A = 0 aber y'b = —1. Nach Satz 7.5 kann y wieder so gewdhit werden, dass seine
Kodierungslinge polynomiell beschrinkt in der Kodierungslinge des Systems ist.

Es existiert also sowohl fiir die Existenz als auch fiir die Nichtexistenz einer Lidsung
von Ax < b ein “kurzer” Beweis. In einer solchen Situation sagt man, daf$ das Entschei-
dungsproblem “Hat Ax < b eine Lisung?” eine gute Charakterisierung besitzt.

Folgerung 7.7 Ist P C R™ ein rationales Polytop (=die konvexze Hiille endliche vieler
rationaler Vektoren) und gilt size(x) < T fiir alle Ecken x von P und ein T > 0, so gilt
P ={z | Az < b} fiir ein System Az < b von Ungleichungen, wobes fiir

size(a) + size(B) < 75n*T

jede Ungleichung a*z < B von Az < b gilt.

7.1 Beispiele polynomieller Algorithmen

Der Euklidische Algorithmus

Instanz: Zwei natiirliche Zahlen p,q € N

Ausgabe: Der grofite gemeinsame Teiler ggt(p, ¢) von p und gq.

1. Solange p,q > 0 gilt, setze ¢ = g — L%Jp falls p < ¢ gilt, sonst setze p = p — [%’Jq.
2. Gebe max{p, ¢} aus.

Satz 7.8 Der Euklidische Algorithmus arbeitet korrekt und bendtigt hochstens size(p) +
size(q) viele Wiederholungen von Schritt 1 (= Iterationen).

33



Kettenbruchentwicklung

Instanz: Eine rationale Zahl z = IE) eQ

Ausgabe: Eine Folge (z; = %)izo mit zo = z und z;4; = ﬁ fiir 7 > 0.

1. Setze i =0, po = p und ¢y = q.
Setze g o=0,9g.1=1,h_g=1und h_; = 0.

2. Solange ¢; # 0 setze

a; = L%J
9i = 0igi—1 + gi—2-
hi = a;hi—1 + hi_a.
qi+1 = Pi — @4G;.
Pit+1 = 4.
1=1+1.

Lemma 7.9 Fiir alle 1 > 0 gilt fiir die Kettenbruchentwicklung

(i) a; > 1 fiiri > 1.

(i1) h; > h;_1.

(iii) gi 1hi — gihi 1 = (—1)'

. _ Pig9i—11¢i9i—2
(ZU) = pihi—1+qih;_2

(v) x > L fir gerade i und x < ¥ fir ungerade i.

Satz 7.10 (Khintchine 1956) Es existiert ein Algorithmus mit polynomieller Laufzeit,
der zu o € Q und n € N eine Zahl 5 € Q bestimmt, deren Nenner hichstens n ist und die
unter dieser Bedingung |a — | minimiert.

(Die Laufzeit ist polynomiell in size(c) + size(n).)

Satz 7.11 (Edmonds 1967) Die Gaufische Elimination, die zu einer gegeben ratio-
nalen Matriz A = (a;;) € Q™" den Rang r von A, eine mazimale regulire Teilmatriz
A" = (row(i)col(j))1<ij<r von A und die Inverse von A’ erzeugt, bendtigt O(mnr) ele-
mentare Operationen und alle Zahlen, die als Zwischenergebnisse entstehen, konnen mit
O(m(m + n)size(A)) vielen Bits gespeichert werden.

Wir betrachten die folgenden Probleme.
(P1) Entscheide zu A € Q™" und b € Q™, ob Az < b eine Losung besitzt.

(P2) Entscheide zu A € Q™*™ und b € Q™, ob Az < b eine Losung besitzt und wenn ja
bestimme eine Losung.
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(P3) Entscheide zu A € Q™" und b € Q™, ob Az = b eine nicht-begative Losung besitzt
und wenn ja bestimme eine Losung.

(P4) Gegeben A € Q™" b € Q™ und ¢ € Q", entscheide ob (P)max{c’z | Ab < b}
entweder keine zuldssige Losung besitzt oder unbeschrinkt ist oder eine optimale
Losung besitzt.

Falls (P) eine optimale Losung besitzt, finde eine.
Falls (P) unbeschrénkt ist, finde einen Vektor z € Q* mit Az < 0 und ¢’z > 0.

Satz 7.12 Ist eines der Probleme (P1), (P2), (P3) oder (P4) in polynomieller Zeit lifbar,
so sind alle anderen Probleme auch in polynomieller Zeit l6fsbar.

Satz 7.13 Seien A € R™*"™ mit rang(A) = m, V', € R, ¢ € R* und A > 0 so, daff
(PYmax{clz | Az < ¥} und (P")max{cl'z | Az < "} endlich sind und die Betrige aller
Eintrdge der Inversen jeder reguldren Teilmatriz von A durch A beschrinkt sind.
Es existiert zu jeder optimalen Losung =’ von (P') eine optimale Lésung z" von (P")
mat
2" = 2|0 < nA[D = b"]]o.

Bemerkung 7.14 Der Faktor nA in Satz 7.13 ist best-mdaglich.

8 Die Ellipsoidmethode

Die Ellipsoidmethode geht urspriinglich auf Yudin und Nemirovskii (1976) und Shor (1977)
zuriick und wurde zur Losung konvexer ‘feasibility’-Probleme entwickelt, d.h. Fragen der
Form “Ist eine geg. konvexe Menge leer?” 1979 beobachtete Khachiyan, dafl man mit ihr
lineare Programme in polynomieller Zeit 16sen kann.

Definition 8.1 Eine Menge der Form E(A,z) = {z € R* | (z — )T A7 (2 — z) < 1} fiir
eine symmetrische positiv definite Matriz A € R*""™ und ein x € R* nennt man Ellipsoid.

Bemerkung 8.2 (Idee der Ellipsoidmethode) Man mdchte entscheiden, ob ein geg.
Ungleichungssystem A’z < ' eine Losung besitzt und betrachtet dazu eine Folge von Ellip-
soiden E(A,x), die jeweils alle zulissigen Lésungen enthalten.

Man wdhlt zundgchst eine Kugel, die grofi genug ist, um alle relevanten Punkte zu ent-
halten. Iterativ testet man dann jeweils den Mittelpunkt x eines Ellipsoiden E(A, x).

Ist x Ldsung von A'z < b, so ist Az < V' ldsbar und man hat sogar eine Ldsung
gefunden.

Ist x keine Ldsung von A'z <V, so geht man zu einem kleineren Ellipsoiden tiber.

Das Volumen eines Ellipsoiden E(A, z) ist gegeben durch ([3], 163)
volume(E (A4, z)) = /det(A)volume(B(0,1))
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Zu einem gegebenen Ellipsoiden E (A, ) und einer Hyperebene {z | a”z = a”z} durch das
Zentrum von E(A, x) gibt es einen eindeutigen kleinsten Ellipsoiden E(A’, z'), der

{z€ E(A,2) | a2 > "}

enthélt. Hierbei gilt

1 _ ’I'L2 2 T
4 _n2—1<A n+1bb )’

¥ =z+

n+1

und
1

valAa

Algorithmus 8.3 Die Ellipsoid Methode

Input: Einn € N, n > 2. Eine Zahl N € N. o € Q" und R € Q>¢, R > 2.

Ausgabe: Eine Folge von Ellipsoiden (E; = E(A;, %;))i=1,2,..N-

1) Setze p:= [6N + log(9n®)], A¢ := R*I und k := 0.

2) Wihle ein ar, € Q" \ {0} (spiter wird ay der Vektor sein, der eine im Mittelpunkt des
aktuellen Ellipsoiden verletzte Ungleichung beschreibt.)

b= Aa

3) Setze 1
by := mz‘lkak
Th41 1™~ Tpy1 = Tk + —Y 1bk
Apgr v Ay 1= 271227?3 (Ak - niﬂbka)

wober “~” Rundung auf die p-te Nachkommastelle in bindrer Darstellung der Zahlen ent-

spricht. Es werde so gerundet, daf§ A1 wieder symmetrisch ist.
4) Setze k :=k+ 1. Ist k < N, so gehe zu 2).

Wie bisher sei ||z|| die Euklidische Norm von xz € R*. Weiter sei
1Al = max{[[Az|| | ||| = 1}.

Fiir AT = A ist ||A|| der maximale Betrag eines Eigenwertes von A und
14]] = max{z" Az | ||| = 1}.

Lemma 8.4 (Grotschel, Lovasz, Schrijver 1981) Fir 0 < k < N ist die Matriz Ay
positiv definit,
llze|] < [lwol| + R2",

14kl < R*2*

und
14| < R724%,
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Bemerkung 8.5 Fliir die spiteren Abschdtzungen der Laufzeiten sind folgende Beobach-
tungen nitzlich.

p=0O(N +logn)
Da |n| < %25”‘*(")—1 sind die Betrige aller Komponenten der Vektoren x, durch O(257¢(z0) 4
R2YN) beschrinkt und daher

size(xy) = O(n(size(zo) + Nlog R + p)).
Fiir die Eintrige der Matrizen Ay = (a; ;) erhalten wir
laigl = lei Ares| < || Axll

und somit
size(Ag) = O(n®(Nlog R + p)).

Lemma 8.6 Fir0< k< N —1 gilt

{z € By |alx > alzp} NEy C Ejyy.

(Eo = {z | [lz — ol < R})

Bemerkung 8.7 Die Einschrinkung ‘NEy” in obigem Lemma wird im Wesentlichen nur
durch die Rundung :~ notig. Ohne Rundung konnte man sie weglassen.

Anschaulich bedeutet diese Bedingung, daff bei immer schmaler werdenden Ellipsoi-
den schon kleine Rundungen starken Einflufl auf die stirkste Ausdehnungsrichtung haben
kénnen.

Lemma 8.8 Fir 0 <k < N —1 gilt “2meliat) < c=a.
Lemma 8.9 (Khachiyan 1979, Gacs and Lovasz 1981) Sind A € Q" undb € Q™,
so hat das System Ax < b genau dann eine Lésung, wenn Ax < b+¢€l, —R1 <z < R1
eine Ldosung besitzt fiir

1 — 2n24(size(A)+size(b))

€

und
R=1+ 24(size(A)+size(b))'

Sind P und P’ die beiden Polyeder, die durch die zwei Ungleichungssysteme beschrieben
werden, so folgt aus P # (), daff volume(P’) > (L)n

n2size(A)
Ist P # (), so existiert ein x = (x1,...,x,) € P mit size(x;) < 4(size(A) + size(b)) und
damit (wegen size(n) = 1 + [log(|n| + 1)] = |n| < 25%(n) — 1)

1 . . 1 3
: < _24(s1ze(A)+51ze(b)) —_1=-R-Z%.
il < 3 27" 3
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Fiir z = (21, ..., 2,) mit |z < 6 sind die Betrige aller Komponenten von Az durch 25%¢(4)n§

beschriankt. Da nun
€ B 1 3
9size(A)y, ~ 99size(A) 94 (size(A)+size(b)) 2 < 9

folgt
€ /
{Z [ [z = 2|0 < 2size(A)n} cP

und somit volume(P') > (21", O

n2size(A)

Satz 8.10 (Khachiyan 1979) Es ezistiert ein Algorithmus mit polynomieller Laufzeit,
der rationale lineare Programme (6f5t, d.h. Zuldssigkeit und Beschrdnktheit entscheidet und
ggf. eine optimale Losung findet.

9 Separierung und Optimierung

Eine wichtige Eigenschaft der Ellipsoidmethode ist es, da} man mit ihr auch LP’s 16sen
kann, die exponentiell viele Restriktionen beinhalten. (Dies liegt daran, daff man immer
nur eine verlezte Restriktion finden muss.)

Problem 9.1 Separierungsproblem zum Polytop P
Gegeben: Fin Vektor y € Q".
Aufgabe: Entscheide, ob y € P liegt oder finde ein d € Q" mit d'y > d'z fiir alle x € P.

Problem 9.2 Schwaches Separierungsproblem zu einem Polytop P, einem Vek-
tor ¢ € Q" und einem ¢ > 0.

Gegeben: Ein Vektor y € Q".

Aufgabe: Finde entweder ein y' € P mit c'y < c'y' + € oder finde ein d € Q" mit
d'y > d''zx fiir alle x € P.

Problem 9.3 Schwaches Optimierungsproblem
Gegeben: Einn € N. Ein Vektor c € Q" und ein € > 0.
Ein Polytop P C R™ mittels eines Orakels fiir das schwache Separierungsproblem zu P,
c und 3.
Aufgabe: Finde einen Vektor y € P mit ¢T'y > max{c'z |z € P} —e.

Algorithmus 9.4 Grotschel-Lovasz-Schrijver Algorithmus
Gegeben: Einn € N, n > 2. Ein Vektor c € Q" und ein 0 < e < 1.
Ein Polytop P C R™ mittels eines Orakels fiir das schwache Separierungsproblem zu P,
c und 5.
Fin xy € Q" und r, R € Qs¢ mit B(zo,7) C R C B(xo, R).
Aufgabe: Ein Vektor y* € P mit ¢'y* > max{c"z |z € P} —e.

1) Setze R = maX{R, 2}’ r o= min{r,l}, v o= max{||c||,1}, N = 5n2 ’Vlog 4R2’7-‘ und

TE
*
Yy = Zo.
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2) Wende Algorithmus 8.3, die Ellipsoid Methode an wobei ay, in Schritt 2 wie folgt
bestimmt wird.
Frage das Orakel fiir das schwache Separierungsproblem zu P, c und 5 nach y = xy.
Liefert das Orakel ein y' € P mit 'y < cly' + 5, dann setze ap = c und, falls
cly' > cl'y*, setze y* == v/
Liefert das Orakel ein d mit d*z < dy fiir alle x € P, dann setze a, := —d.

Satz 9.5 Der Grotschel-Lovasz-Schrijver Algorithmus /st das schwache Optimie-
rungsproblem mit einer Laufzeit, die polynomiell in n, o := log (RT—?), size(zo) und

f (O(n*a? + nsize(z,)))

ist wobei f (size(y)) eine monotone obere Schranke fir die Laufzeit des Orakels fir das
schwachen Separierungsproblem zu P, c und € > 0 angewendet auf y ist.

Lemma 9.6 Es sei n € N und P C R” ein rationales Polytop. Sei xy € Q" ein innerer
Punkt von P. Sei T € N so, daff size(xo) < logT und size(x) < logT fiir alle Ecken x von
P gilt.

Dann folgt
B(zg,r) C P C B(xzo, R)
fiir
1 —379n2
r==T"°""
n
und
R =2nT.

Ist c € Z™ und
d=K'e+ (1,K,K? ..,K" 1)

fiir K = 27?1 so wird max{cTz | x € P} in genau einen z* € P angenommen. Es gilt
T (x* —y) > T 2 fiir alle Ecken y # x* von P und cTz* = max{c'z | z € P}.

Satz 9.7 Sein € N und ¢ € Z" (ist keine wesentliche Einschrinkung). Sei P C R" ein
rationales Polytop und xy ein innerer Punkt von P.
Sei T € N so, daf$ size(zy) < logT und size(x) < logT fiir alle Ecken x von P gilt.
Sind n, ¢, xy, T und ein Orakel polynomzeller Laufzeit fiir das Separierungsproblem
zum Polytop P gegeben, so kann man in einer Zeit, die polynomiell in n, logT und
size(c) beschrinkt ist, eine Ecke x* von P mit ¢cTx* = max{cTz | x € P} finden.

Bemerkung 9.8 Wir haben gesehen “Separieren = Optimieren”. Es gilt auch die Um-
kehrung.
Zu X CR" definiert man

X°={yeR"|2'y<1vz e X}.
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Ist P ein Polytop mit 0 € Inn(P), so ist auch P° ein Polytop mit 0 € Inn(P°) und
(P°)° = P. Es gilt
y € P° < max{y’z |z e P} <1.
Kann man dber P optimieren, so kann man tber P° separieren. Daher kann man auch
iiber P° optimieren und somit wieder iber (P°)° = P separieren.
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10 Das Verfahren von Karmarkar

Karmarkar (1984) betrachtet LP’s in der sog. Karmarkar Normalform (KNF)
(KNF)min{z, | Az = 0,e"z =n,z > 0}

wobei A € R™™ und z,e = (1,1,1,...,1) € R" sind und zusétzlich folgende Annahmen
gelten

(A1) Ae =0.
(A2) Der optimale Wert des LP ist 0.
Sei (Bild)

Ez{xER”|eTx=in=n,x20}

i=1
und sei B*(e, p) die (n — 1)-dimensionale Kugel in der affinen Hiille von ¥ mit Mittelpunkt
e € X und Radius p, d.h.
B'(e,p) ={z €R" | 'z =n, |lz -l < p}.
Seien
R=min{p | ¥ C B*(e,p)}

und
r =max{p | B*(e, p) C X}.

Sei ¥.° das relative Innere von 3, d.h.

E°:{xER"|in=n,x>0}.

i=1
Karmarkar’s Algorlthmus erzeugt eine Fol e 2@ 20 2@ von Punkten in X°. Fiir k > 0
sei D = diag(z®) = diag(z{",z{P, ...,

Algorithmus 10.1 Karmarkar’s Algom'thmus.
Geg.: Ein LP in (KNF). Ein a € (0,1) und ¢ € N.
Alg.: Setze 29 :=e, k:= 0.
Solange :ng) > 27P fiihre die folgenden drei Schritte aus

Schritt 1: Bestimme den eindeutigen Punkt
z € {x € B*(e,ar) | ADyz = 0},
der x; minimiert.

Schritt 2: Setze n

" :1:(1“)30Z

Dk+1 = Dkdiag(il, i‘g, ceey Iin)
Schritt 3: Setze k .=k + 1.
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Bemerkung 10.2 Geometrische Interpretation von Karmarkar’s Algorithmus.
Sei %) bereits bestimmt. Die Abbildung

. n I To Tn
Tk(iﬂ) - Zn (k) ( (k)axgk),...a (k))

i=1 Lik; Ty Tn

bildet ¥ wieder bijektiv auf X ab und thre Umkehrabbildung st
T, ' (y) = ﬁ (ylxgk), nygk), e ynxg“)> .
Fiihren wir den Koordinatenwechsel x — y = Ty (z) durch, so gilt
Az = 0= AT, '(y) = 0 = ADy = 0.
Da Ty,(z®)) = e, folgt ADye = 0.
Die zu minimierende Funktion x — x1 entspricht in y-Koordinaten der Funktion

m:gk) y
n k 1

Zi+1 yixz( )

die auf ¥ nicht-negativ ist und genau dann gleich 0 ist, wenn y; = 0 gilt.
Das urspriingliche LP ist daher dquivalent zu dem LP

Yy —

min{y, | ADyy = 0,e’y = n,y > 0}
wobei zusdtzlich folgende Annahmen gelten
(A1) ADye = 0.
(A2) Der optimale Wert des LP ist 0.

Insb. ist dieses LP wieder in (KNF). Der Punkt ¥ minimiert y, nicht iber {y | ADyy =
0,eTy = n,y > 0} sondern nur iber {y | ADyy = 0,y € B*(e,ar)}. Man setzt x*F+tD) =
T, '(%) und erhdlt

Dy = diag(a!
Zi—l—l Lyl
Satz 10.3 Fir a = % terminiert Karmarkar’s Algorithmus nach O(nq) vielen Schritten.
Lemma 10.4 Der optimale Punkt in Schritt 1 von Karmarkar’s Algorithmus ist

- v
IT=e—or—r-
[lo]]

wobei v die Orthogonalprojektion von e; = (1,0,0, ...,0) auf
U:={zx€R"| ADyz =0,e'z = 0}

1st.
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Sei f:3X° — R mit
xn
fz) = -

T1X2X3...Tp )

Es gilt fiir 2 € ¥°, daB z129...7, < (2F22F20)" — 1 und damit f(z) > 27.

Lemma 10.5 Fliir z,y € >° gilt

—2a

Lemma 10.6 Es gilt (mit obigen Bezeichnungen) f(Z) < §

—a

10.1 Uberfithrung eines LP in Karmarkar Normalform

Sei ein (rationales) LP (P) mit
(P)min{c’z | Az > b,z > 0}

gegeben. Indem man ggf. geeignete Ungleichungen der Form z; < 2poly(size(A)size(b)) hip_
zufiigt, kann man 0.B.d.A. annehmen, daf

{z | Az > b,z > 0}

beschrinkt ist und daher (P) entweder optimal l6sbar ist oder gar keine zuldssigen Losun-
gen besitzt. (Dabei bleibt die Kodierungsléinge polynomiell beschrinkt.)
Zu (P) konstruiert man mit Hilfe des Dualititssatzes ein LP (P') mit

(P"Ymin{z, | Az =b',2 > 0},

fir das e = (1,1,...,1) € R*"! eine zuliissige Losung und (P) genau dann (optimal) 16sbar
ist, wenn (P') den optimalen Wert 0 hat. (Vgl. [11]. Man wihle (1,%, 7,4, 7) = e. Nach
Konstruktion ist (P') immer optimal losbar.)

Wie oben kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, daf}

{z | Az =0,z >0}

beschriinkt ist. Insgesamt bleibt die Kodierungsldnge von (P’) polynomiell beschrénkt in
der Kodierungslinge von (P).
Nun fiihrt man mittels

n

n_1 (xlax%'“axnfl,]-)
i=1

(ylayQa ) yn) = T(xlamQ: "'axnfl) =
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neue Koordinaten ein. Die Abbildung T bildet dabei [0, 00)"~! bijektiv auf ¥y = {y |y €
Y, y, > 0} ab.
Es ergibt sich ein weiteres LP (P") mit

(P") min{y, | [A" [ by =0,y € X},

fiir das e = (1,1, ...,1) € R" eine zuléissige Losung ist. Dabei gilt, dafi (P’) genau dann den
optimalen Wert 0 hat, wenn (P") den optimalen Wert 0 hat.

Besitzt (P) keine zuléissigen Losungen, so ist der optimale Wert von (P’) von 0 verschieden.
Ist z nun eine optimale Lésung von (P'), so folgt

T 2 2_L

und
T2 -s3 Tp—1 S 2L
mit
L = poly(size(A), size(b))

fiir ein geeignetes Polynom. Damit folgt

nx n2~L
>

n—1 - n—1
1+ >z 14> 2
=1 =1

2

Y= > 2720,

Wendet man nun den Algorithmus von Karmarkar auf (P”) an und wiahlt ¢ = 2L, so kann
man die Losbarkeit von (P) wie folgt entscheiden: Liefert der Algorithmus von Karmarkar
einen Vektor y mit y; < 272L) so ist (P) losbar. Anderenfalls kann (A2) nicht erfiillt
gewesen sein und (P) ist nicht 16sbar.

Insgesamt ergibt sich, dafl man bel. rationale LPs mit Hilfe des Algorithmus von Kar-
markar in polynomieller Zeit l6sen kann.
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11 Beispiele fiir neuere Innere-Punkt-Verfahren

In diesem Abschnitt betrachten wir ein Innere-Punkt-Verfahren, das sich aus dem Newton-
Verfahren zur Bestimmung von Nullstellen motiviert

“f(z) ~ f@®) + Df(a®)(z — 2®) = 0= 2*+D .= 2®) — Df(z®) 71 ()"
Wir betrachten dazu folgendes duale Paar linearer Programme
(P)min{c"z | Az = b,z > 0}

und
(D) max{b"y | ATy +x =¢,s >0}

mit A € R™*" rang(A) = m, b € R™ und ¢ € R" und erzeugen eine Folge
(z®), y®) sBY € {(z,y,5) | Az =b,ATy +s=c,z> 0,5 >0}

“innerer” Punkte, die gegen optimale Lésungen konvergieren.
Da (schwache Dualitét)

0<als=a"(c—ATy) ="z — (Ax)Ty =Tz - by

sind nach dem Dualitétssatz die Vektoren (z,y, s) optimaler Losungen von (P) und (D)
genau die Losungen der nicht-linearen Gleichung

Ax —b 0
Uo(z,y,8) = | ATy+s—c | =1 0
Xs 0

wobei X = diag(z) und S = diag(s).

Lemma 11.1 Ist rang(A) = m und (z,s) > 0, so ist die Jacobi-Matriz DWy(z,y, s) von
Wy in Punkt (x,y,s) reguldr.

Beweis: Es gilt

A0 0
DVy(z,y,s)=| 0 AT I
S 0 X

Wir nehmen an, da8 DU (z,y, s)(u,v,w) = 0 gilt. Aus Au =0 und ATy + w folgt uTw =
—uT ATy = 0. Aus Su+ Xw = 0 folgt u = —S™' Xw und daher 0 = v'w = —w? XS~ 1w.
Wegen (z,s) > 0 impliziert dies w = 0 und u = 0. Wegen rang(A) = m folgt nun aus
ATy +w=ATv=0auch v =0. O
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Bemerkung 11.2 Typischerweise konvergiert das Newton-Verfahren schnell (quadratisch)
gegen eine Nullstelle, falls man die Iterationen in ausreichender Néihe dieser Nullstelle be-
ginnt und die Jacobi-Matriz in der Nullstelle reguldr ist. Dies ist hier nicht gegeben, da alle
optimalen Lisungen (x,vy,s) die Bedingung s = 0 erfiillen und daher DWy(z,y, s) nicht
requldr ist.

Daher betrachtet man statt

Yo(z,y,s) =0
das Problem
U, (z,y,s) =0
wobei
Ax — b
U, (z,y,8) = ATy+s—c
Xs — pe
fir ein u>0 und e = (1,1,...,1) gilt.
Wegen
D\Ilu(.I, Y, S) = D\Ifo(.’ﬂ, Y, 8)
und

Xs>0= (z,5) >0
st in den Losungen

(1), y(p), s(1))

von VU, (z,y,s) = 0 die Jacobi-Matriz DV, reguldr. Wenn man p bei jedem Schritt des
Newton-Verfahrens passend verkleinert, besteht die Hoffnung, dafs die entstehenden Punkte
gegen eine optimale Losung konvergieren.

Wir motivieren nun einen Newton-Schritt des Verfahrens. Dazu seien £ > 0,1y, s > 0 so
gegeben, dafl
Az =bATy+s=c

gilt. Es gilt

Az + AAx — b

U, (z+ Az,y+ Ay, s+ As) = ATy + ATAy+s+As—c
Xs+ XAs+ SAx + AXAs — pe
Az + AAx — b

ATy+ ATAy+s+As—c¢
Xs+ XAs+ SAx — e

Q

Wie beim Newton-Verfahren setzen wir den letzten Term = (. Dies fiihrt zu

A0 O Az 0
0 AT I Ay | =1 0
S 0 X As —r
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fiir
r=Xs— ue.

Lemma 11.3 Fiir D> = XS~ (beachte x,5 > 0) und g = DX~ 'r gilt

Ay = (AD*A")"'ADq
Az = D?ATAy — Dq
As = —D7'¢g— D ?Axz.

Beweis: Da X S~! eine Diagonalmatrix mit positiven Eintrigen auf der Diagonalen ist, ist
D wohldefiniert. Es gilt D> = XS™! = S7'X und r = XD~ 'q. Da rang(A) = m gilt, ist
die symmetrische Matrix AD? AT positiv definit und insb. invertierbar.

Es gilt ATAy + As = 0 und SAz + XAs = —r. Daraus folgt As = —ATAy und
Ax = —S1r — S71X As. Somit folgt mit AAz =0, daf

A(=S™'r + STIXATAY) = —AST'XD g+ ASTIXAT Ay
_ADq+ AD?ATAy =0

und daher Ay = (AD?*AT)~1ADjq.
Nun folgt
Az = —=S'r—S1'XAs
= —S'XD1'q+S'XATAy
= —Dg+ D?*ATAy

und

-D'q— DAz = —D7'q— D ?(—Dq+ D*A" Ay)
= —D ¢+ D lg+ ATAy
AT Ay
= As.

O

Lemma 11.4 Sind A € R™" mit rang(A) = m und D € R"™™ symmetrisch und reguldr,
so ist die Abbildung
z — gz

mit
[p := DAT(AD*A™)™'AD
die Orthogonalprojektion auf

R := Bild(DA") = {DATw | w € R™}.
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Mit obigen zwei Lemmata ergibt
DATAy = gq.

Sind
N :=Kern(AD) ={y e R" | ADy = 0}

und
z — Iz

die Orthogonalprojektion auf N, so gilt (LA 1)
HN - I - HR

und daher
Ax = D(Ilgq — q) = —DIlygq

und
As=-D"'(g+ D 'Az) = =D 'lgg.

Wir kommen nun zur Analyse des Newton-Schrittes

(z,y,8) = (z + Az, y + Ay, s + As).

Es gilt
7T = (X+AX)(s+ As) — ue
= Xs+ XAs+ SAz + AXAs — e
= Xs—r+AXAs—pe
= AXAs
AX A3
fiir
A% = —D Az =Tlyq
und

A5 := —DAs = llgq.

Lemma 11.5 (Seien alle Bezeichnungen wie oben.)

Sindz >0,y,s>0,u>0und S €l0,1] so, dag ||r|| < B gilt, dann folgt z+ Az > 0,
s+ As > 0 und ||F]| < fpu.

(Wie typisch beim Newton-Verfahren wird der relative Fehler
Schritt quadriert).

Xs— .
[1Xs—pell — Il pe; jedem
p n
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Beweis: Es folgt wegen
DX™'= (XS X' =(X'S)E = (R+pl)

fir R = diag(r) mit Xs = r + ue, daf

1 1
IDXTP =R+ pI||™ = a1 < oy
Nun folgt
B:=|lgl| = [|IDXr|| < 5\/%’
|| AZ|| = [ cosf
und 3
||A|| = Bsinb,

wobei 6 der Winkel zwischen ¢ und Ilygq ist.
Es ergibt sich

|I7]] IN\AXMII
(% cos 0 sin 0

/3?| cos B sin 6|
1-
5@’2\ sin(20)|

IN A

VAN

1 n2

§ﬂ
_HB
2(1-p)
1B,

IN

IN

Weiter folgt

X1 Ag| X DAZ||
X" D[||Az]]

|X~'D||

IAINA

1 K

W5 V15
bk
By

IN

IN I
==

was
z+Az >0
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impliziert. Analog folgt
s+ As > 0.

Wegen
17l <

folgt
(X +AX)(s+As) =pe—7>0

und somit £ + Az > 0 und s + As > 0. O

Algorithmus 11.6 Es seien (P) und (D) wie oben.
Es seien 9 > 0, y©, 50O > 0 und 4 > 0 so gegeben, dafs

Az©® = b ATYO 4 5O = ¢ 0 .= xO40) _ ,0),

und

0
o < 22

2
qilt.
Sei € > 0 gegeben.

(1) Setze k := 0.

(2) Setze
2®D = ) 4 Ag,

und
skt .— (k) L Ag

mit Az, Ay und As wie in Lemma 11.3.
(8) Setze p*+Y = pu® (1 — ﬁ)
(4) Setze k:=k + 1.
(5) Falls py, < £ gilt, terminiere mit (z,y, s) = (z®,y®), s®) sonst gehe zu Schritt 2.

Satz 11.7 Der Algorithmus 11.6 terminiert nach hdchstens

6v/nIn <n,u(0) )

€

vielen Iterationen mit einer strikt zulissigen Niherungslosung x zu (P) und (y, s) zu (D),
deren Dualitdtslicke
'z —bly < 2

erfillt.
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Beweis: Wir zeigen zunichst per Induktion, da8 ||r(®)|| < “  fiir alle k > 0 gilt. Fiir k=0
ist dies klar. Fiir £ > 1 folgt per Induktion und mit Lemma 11.5, daB

||7.(k+1)|| — HX(IH—I)S(IH—I) _ ,U(k+1)€||
D R N R Ry O R CE I

79+ () — D)e]

(k) (k
= I+ 2l
ul
< [[FO] + Ll
\/_
< o (L
- 4 6y/n
)
- (k)
2"
< 16+
— 2 .
Wegen Lemma 11.5 sind alle Iterierten (z(¥),y(*) s*)) strikt zulissige Losungen von (P)
und (D).
Da ) .
In(p®) =kln{1-—) +1 <———+1
n(,u ) n 6\/7_'1, + D(MO) = 6\/ﬁ+ n(MO)a
folgt aus

(0)
k>6fln( e )

daB p®) < £ gilt.
SchlieBlich gilt

'z = by =as =" (Xs) =€ (ne+7) < Vap+|Irl[y < Vop+n|lr||
woraus die letzte Abschéitzung der Aussage folgt. O

Bemerkung 11.8 Bricht man den Algorithmus 11.6 nicht ab, sondern erzeugt eine un-
endliche Folge von Iterierten, so entsprechen alle Hiufungspunkte dieser Folge optimale
Lésungen von (P) und (D).

Bemerkung 11.9 (Zentralpfad, analytisches Zentrum) [9] 75f.
Man nennt die Punktmenge

{(@(n),y(n), s(w)) [ n> 0}

auch zentraler Pfad. Zur Veranschaulichung der Bezeichnung als zentraler Pfad nehmen
wir an, dafl die Menge
D={y|ATy<c}
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beschankt ist und ein nicht-leeres Inneres
Inn(D) = {y | ATy < c}

besitzt. Wir betrachten die Punkte y(u) € Inn(D).
Seien aq, ..., a, die Spalten von A und cq, ..., c, die Komponenten von c. Sei

¢ :Inn(D) - R
mit .
o(y) == In(ci—ajy).
i=1
Es qgilt

11 .
—— | —In|¢— ;i ;Y;

. 1 ( Q; k >
oy \ci —aly

Q5 Q1

(Ci - az'Ty)z.

1 1
<0—yla—yk¢(y))kl

n
>

i1 (ci —aly)*

Daher hat die Hesse-Matrix

die Gestalt

Da D beschrinkt ist, existiert zu jedem Ay # 0 ein Index i mit al Ay # 0. Daraus folgt,
dafy die Hesse-Matriz positiv definit ist und somit ¢ in Inn(D) streng konvez ist, d.h. fir
alle y1,y2 € Inn(D) mit yy # yo und X € (0,1) gilt

d(Ay1 + (1 = N)y2) < Ad(y1) + (1 = A)o(va).

Weiter divergiert ¢ am Rand von D gegen oo, da einer der Terme c; — aly dort gegen 0
geht. Man nennt die Funktion ¢ auch Barrierefunktion fir D.

Es folgt, dafi ¢ in Inn(D) ein eindeutiges Minimum y besitzt, daff man analytisches
Zentrum von D nennt. -

Der Punkt § mazximiert das Produkt der Euklidischen Abstinde w von y zu den
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Hyperebenen, die durch die Nebenbedingungen gegeben sind, denn

Die Funktion

ist ebenfalls streng konvex und ihr eindeutiges Minimum in D stimmt mit y(u) dberein.
Dies sieht man leicht ein, indem man die Ableitung

n

>
T
G —a; Y

=1

gleich 0 setzt, z; := C'—l;Ty und s; := ¢; — aly setzt und U, (x,y, s) = 0 nachrechnet.

Geht nun p gegen 0, so wird der zweite Term in ¢(y) — I’TTy immer dominanter und y(u)
sollte gegen eine optimale Lisung von (D) konvergieren.
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12 Anwendung: Netzwerksimplex

In diesem Abschnitt beschreiben wir eine Variante des Simplexalgorithmus fiir das soge-
nannte “Min Cost Flow” Problem.

Definition 12.1 FEin gerichteter Graph D ist ein Paar (V, E) bestehend aus einer endli-
chen Menge V' (“Ecken”) und einer Menge E CV x V (“gerichtete Kanten”).

Sei D = (V, E) ein gerichteter Graph und sei P : vyvivse...v; eine endliche Folge von
Eckenv; € V mit (v;,v41) € E fiir0 < i <I—1. P ist ein gerichteter Weg der Linge [, falls
{vo, v1, ..., i }| = [+1 gilt. P ist ein gerichteter Kreis der Lingel , falls |{vo,v1,...,u_1}| =
[ und vy = v; gilt. Ungerichtete Wege und Kreise definiert man analog wobei die Bedingung
“vi,vip1) € E” durch “(vi,vi41) € E oder (viy1,v;) € E7 ersetzt wird.

D st stark zusammenhdngend, falls es in D zwischen je zwei Ecken einen gerichteten
Weg gibt.

D st zusammenhdngend, falls es in D zwischen je zwei Ecken einen ungerichteten Weg
qibt.

FEine Menge T C E ist ein spannender Baum, falls (V,T) zusammenhdingend ist und
keinen ungerichteten Kreis enthdlt. Eine Menge T C FE st ein gerichteter spannender
Baum mit Wurzel r € V, falls (V,T) keinen ungerichteten Kreis enthdlt und in (V,T) zu
jeder Ecke uw € V \ {r} ein gerichteter Weg von r nach u ezistiert.

Die Inzidenzmatriz A = (ay.e)veviecr € RV*F ist definiert durch

-1, e=(v,u) fir einu eV
e =13 1, e=(u,v) fireinueV
0, sonst

Lemma 12.2 Ist D = (V, E) ein gerichteter Graph mit Inzidenzmatriz A und F C E, so
enthdlt (V, F) genau dann keinen ungerichteten Kreis, wenn die Spalten von A mit Index
in F {a.. | e € F} linear unabhdingig sind.

Folgerung 12.3 Ist D = (V,E) ein zusammenhdngender, gerichteter Graph mit Inzi-
denzmatriz A so entsprechen die Basen des Spaltenraumes von A genau den spannenden
Bédumen von D.

Weiter gilt rang(A) = |V| — 1.

Sei D = (V, E) ein gerichteter Graph mit Inzidenzmatrix A. Sei ¢, u € RF mit u > 0. Seien
r,s €V, fe€Ry o und b € RE mit b, = —f, by, = f und b, =0 fiir u € V' \ {r, s}.
Das Min Cost Flow Problem ist folgendes LLP
(P)min{c"z |z € R, Az = b,0 < x < u}.

(Interpretieren) Wir machen folgende Annahmen.

e D besitzt einen gerichteten spannenden Baum 7" C E mit Wurzel 7.
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o ¢ =(r,s) € E mit u- = f und ¢, > ‘ZeeE\{e*} Ce

Eine zuldssige Losung x von (P) (Az = b und 0 < z < u) nennt man Baumldsung, falls
fiir
F={e€FE|0<z,<uc}

der gerichtete Graph (V,F') keine ungerichteten Kreise enthilt, d.h. F' kann zu einem
spannenden Baum Ty von D erweitert werden. Setzt man z.» = f und z, = 0 fiir e €
E\ {e*}, so ist x eine Baumlésung.

Lemma 12.4 Eine zulissige Lisung von (P) ist genau dann eine Ecke von {r | Az =
b,0 <z < u}, wenn sie eine Baumldsung ist.

Wir stellen das zu (P) duale LP auf.
c'r > y'(Az) — 2l = (ATy — 2)T2 > y'b— 2w (2)
(D)max{y"b — 2"Tu | yTA - 2" < 2> 0}.

Da u > 0, gilt fiir alle optimalen Losungen (y, z) von (D), da8 z. = max{0,yTA., — c.}.
Sei nun x € R¥ eine zulédssige Baumldsung. Sei 7' C E ein spannender Baum mit

F={ecE|0<z.<u}CT.
Es existiert ein eindeutiges y € RY mit 7, = 0 und
y A, =c
fiir alle e € T, i.e. Y = Yo + C(v,w) fiir (v,w) € T'. Setzt man
ze = max{0, yTA.,e — Ce}
fiir alle e € E, so folgt, daf (y, z) eine zuldssige Losung fiir (D) ist.

Lemma 12.5 Sind z, T und (y, z) wie oben, so sind x und (y,z) genau dann optimale
Lésungen von (P) und (D), wenn fiir alle e = (v,w) € E\T folgende zwei Bedingungen
gelten

(1) Yw > Yo + Clow) = Te = Ue.

(Z) Yw < Yo + C(11,'w) = T = 0.

Sei nun e = (v,w) € E\ T mit 4y, > Yy + Cow) und z, < u, (Fall 1) oder y,, < ¥y + Co,w)
und z, = 0 (Fall 2). In Fall 1 gilt ., = 0 und in Fall 2 gilt z. = u,.

Die Kante e liegt in genau einem Kreis C, dessen Kanten aus 7'U {e} stammen. Orien-
tiere C so, daf er die Kante e im Fall 1 (Fall 2) entsprechend (entgegen) ihrer Orientierung
durchlduft. Nun kann man z entlang C' um € > 0 erhchen (4 auf Vorwértskanten und —e
auf Riickwirtskanten) bis eine Kante h auf C' x, = 0 oder x, = uy, erfiillt.

Die neue zuliissige Losung 2’ ist wieder eine Baumlésung zum Baum 7" = (T\{h})U{e}.
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Algorithmus 12.6 (Netzwerk Simplex Algorithmus) Beginne mit der Baumldsung x mit
Ter = fund z, =0 fire € E\ {e*}.

Solange Kanten ezistieren, die die Bedingungen aus Lemma 12.5 verletzen, fiihre obige
Modifikationen aus.

Bemerkung 12.7 Wie dblich bei der Simplermethode kann man durch geschickte Wahl
der Kante e verhindern, daf$ der Algorithmus in einen Zyklus lduft.

Dies impliziert, daff der Algorithmus nach endlicher Zeit terminiert. Die erzeugte Lisung
st dann natirlich optinmal.

Bemerkung 12.8 Spezialfille und dhnliche Probleme: Assignment Problem, Min Cost
Path.
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