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Sei P C R" eine konvexe Menge. Sei M die Menge aller rationaler
Halbrdume H = {x € R" | ¢!x < 6} mit P C H. Definiere

P = () H.

HeM

Setze P() .= Pund PU+1) .= (PO fiir j e N\ {0}. P() ist die i-te
Gomory-Chvatal-Stutzung (Gomory-Chvatal-truncation) von P.

Beobachtung: Es gilt P > P1) D P() > ... D P, fir jedes rationale
Polyeder P.
Also: Falls P = P,,dann P = P’ = P,.
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Lemma

Sei H={x ¢ R" | ¢!x < §} ein rationaler Halbraum, sodass ¢
ganzzahlig ist und der ggT der Komponenten von ¢ 1 ist. Dann gilt
H=H ={xcR"|clx <|§]}.
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Sei P = {x € R" | Ax < b} ein rationales Polyeder. Dann gilt

P ={x e R" | u'Ax < |u'b] fir alle u > 0 mit u'A ganzzahlig}.
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Sei P = {x € R" | Ax < b} ein rationales Polyeder. Dann gilt

P ={x e R" | u'Ax < |u'b] fir alle u > 0 mit u'A ganzzahlig}.

Beweis: “C:" Flirjedes u > 0 gilt P C {x ¢ R" | u'Ax < u'b}.
Wenn auBerdem u!A ganzzahlig ist, folgt

P'C {x € R"| u'Ax < u'b}, C {x e R" | u'Ax < |u'b]}.
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Beweis (Fortsetzung):

“D:” O.B.d.A gelte

X :={x cR"| utAx < |u'b| fir alle u > 0 mit u’A ganzzahlig} # 0.
Dann gilt auch P = (.

Seiz € X.

Zu zeigen: z ist fir jeden Halbraum H = {x € R" | ¢'x < §} mit

cec Q" 6dcQundP C Hin H, enthalten.

Konnen annehmen: c ist ganzzahlig und der ggT seiner Eintrage ist 1.
Das LP max{c'x | Ax < b} ist zulassig und (durch §) beschréanki.
- max{ctx | Ax < b} = min{ub | Alu = ¢, u > 0}.
Sei u eine Optimallésung des Minimierungsproblems.

Weil U'A = ¢! ganzzahlig ist, folgt i'Az < |'b], also

clz=U'Az < |U'b| < |§].

Voriges Lemma: z € H,.
Dies gilt flr jeden Halbraum H, der P enthalt. = z € P'. O
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Sei Ax < bmit Ac Z""und b € Q™ ein TDI-System. Sei
P={xeR"| Ax < b}. Dannqilt P = {x € R" | Ax < | b]|}.
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Sei Ax < bmit Ac Z""und b € Q™ ein TDI-System. Sei
P={xeR"| Ax < b}. Dannqilt P = {x € R" | Ax < | b]|}.

Beweis: “P' C {x c R" | Ax < [b|}?”

Jede Gleichung in Ax < b liefert einen Halbraum H, und die
entsprechende Ungleichung in Ax < | b]| liefert einen Halbraum, der H;
und damit P’ enthalt.
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Beweis (Fortsetzung):

“PPO{xeR"| Ax < |b]}”

Kénnen annehmen: {x € R" | Ax < |b|} # 0.
Seix € {x c R"| Ax < |b|}, und sei u > 0, sodass u'A ganzzahlig ist.

Voriger Satz: Wir miissen zeigen, dass u!Ax < |u'b].

Das LP max{u'Ax | Ax < b} ist zulassig und (durch u'b) beschrénki.
- max{U'Ax | Ax < b} = min{bly | y > 0,y'A = u'Al.

Ax < bist TDI, u'A ganzzahlig = das Minimum wird von einem
ganzzahligen Vektor y angenommen. Daher

UA% = §IAX < §llbl < 7] < |u'bl.

= P D {xeR"| Ax < |b]}. O
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Wenn P ein rationales Polyeder ist, dann ist P’ ein Polyeder. l
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Wenn P ein rationales Polyeder ist, dann ist P’ ein Polyeder. \

Beweis: Folgt aus dem vorigen Theorem, weil jedes rationale

Polyeder durch ein TDI-System Ax > b mit A € Z*" geschrieben
werden kann. O
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Weitere Ergebnisse:

Fir jedes rationale Polyeder P gibt es eine Zahl t mit P(Y) = P,. \
Fir jedes Polytop P gibt es eine Zahl t mit PO = P, \

Fir eine Polyeder P heif3t die kleinste Zahl t mit P() = P, der
Chvatal-Rang von P.
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