Vollstandige Unimodularitat

Sei A € 2" eine Matrix mit Rang m. Dann gilt: A ist genau dann
unimodular, wenn flr jeden ganzzahligen Vektor b das Polyeder
{x e R"| Ax = b, x > 0} ganzzabhlig ist.

A\

Theorem (Hoffman und Kruskal)

Ein ganzzahlige Matrix A ist genau dann TU, wenn fUr jeden
ganzzahligen Vektor b das Polyeder {x € R" | Ax < b, x > 0}
ganzzahlig ist.

Q




Vollstandige Unimodularitat

Sei A € ™" eine Matrix mit Rang m. Dann gilt: A ist genau dann
unimodular, wenn flr jeden ganzzahligen Vektor b das Polyeder
{x e R"| Ax = b, x > 0} ganzzabhlig ist. O

A\

Theorem (Hoffman und Kruskal)

Ein ganzzahlige Matrix A ist genau dann TU, wenn fir jeden
ganzzahligen Vektor b das Polyeder {x € R" | Ax < b, x > 0}
ganzzahlig ist.
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Beweis: A ist genau dann TU, wenn |/ A| unimodular ist.

Sei b ein ganzzahliger Vektor.

= Die Ecken von {x € R" | Ax < b, x > 0} sind genau dann
ganzzahlig, wenn die Ecken von {z € R™"" | ||, A|z = b,z > 0}
ganzzahlig sind.

Die Aussage folgt aus dem vorigen Theorem. ]



Vollstandige Unimodularitat

Eine ganzzahlige Matrix A ist genau dann vollstandig unimodular,
wenn fur alle ganzzahligen Vektoren b und ¢ die Optima flr beide
Seiten der Dualitats-Gleichung

max{c'x | Ax < b,x >0} = min{b'y | Aly > c,y >0}

von ganzahligen Vektoren angenommen wird (wenn beide Optima
existieren).




Vollstandige Unimodularitat

Eine ganzzahlige Matrix A ist genau dann vollstandig unimodular,
wenn fur alle ganzzahligen Vektoren b und ¢ die Optima flr beide
Seiten der Dualitats-Gleichung

max{c'x | Ax < b,x >0} = min{b'y | Aly > c,y >0}

von ganzahligen Vektoren angenommen wird (wenn beide Optima
existieren).

Beweis: Folgt direkt aus Hoffmans and Kruskals Theorem.
Denn A ist genau dann TU, wenn A TU ist. O
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Ungleichungssystem Ax < b, x > 0 fur jeden Vektor b TDI ist.




Vollstandige Unimodularitat

Eine ganzzahlige Matrix A ist genau dann TU, wenn das
Ungleichungssystem Ax < b, x > 0 fur jeden Vektor b TDI ist.

Beweis:

“=:” Wenn A TU, dann ist A’ TU.

Hoffmans und Kruskals Theorem: min{b'y | Aly > ¢,y > 0} wird flr
jeden Vekor b und jeden ganzzahligen Vektor c, fur die das Minimum
endlich ist, von einem ganzzahligen Vektor angenommen.

= Ax < b, x > 0 ist flr jeden Vektor b TDI.



Vollstandige Unimodularitat

Eine ganzzahlige Matrix A ist genau dann TU, wenn das
Ungleichungssystem Ax < b, x > 0 fur jeden Vektor b TDI ist.

Beweis:

“=:” Wenn A TU, dann ist A’ TU.

Hoffmans und Kruskals Theorem: min{b'y | Aly > ¢,y > 0} wird flr
jeden Vekor b und jeden ganzzahligen Vektor c, fur die das Minimum
endlich ist, von einem ganzzahligen Vektor angenommen.

= Ax < b, x > 0 ist flr jeden Vektor b TDI.

“" Es sel Ax < b, x > 0 far jeden Vektor b TDI.

= Das Polyeder {x € R" | Ax < b, x > 0} ist flr jeden ganzzahligen
Vektor b ganzzahlig.

Mit Hoffmans und Kruskals Theorem folgt, dass A TU ist. O



Vollstandige Unimodularitat

Theorem (Ghoulia-Houri)

Ein Matrix A = (a,,), tm € 7™ ist genau dann TU, wenn fir es jede

.....

Menge R C {1,. n} Mengen Ry und R> mit R = R{UR> gibt, sodass
flr jedes / € {1, ., m} gilt:




Vollstandige Unimodularitat

Beispiele: Inzidenzmatrizen

Die Inzidenzmatrix eines ungerichteten Graphen G ist die Matrix

Ag = (av,e) vevey mit
ecE(G)

P 1, ifvee
YCT1 0, ifvde

Die Inzidenzmatrix eines gerichteten Graphen G ist die Matrix
Ag = (av,e) vev(g) Mit
ecE(G)
(1, ifv=x
Ay (x,y) = { 1, fv=y
L0, ifvg{x,y}




Vollstandige Unimodularitat

Die Inzidenzmatrix eines ungerichteten Graphen G ist genau dann TU,
wenn G bipartit ist.

Die Inzidenzmatrix eines gerichteten Graphen ist TU. \
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