Essei P={x € R” | Ax < b} ein Polyeder. Dann gibt es endliche
Mengen V, E C R", sodass P = conv(V) + cone(E).

Beweis: Der Kegel
C = {(i) XER”,)\ER,)\ZO,AX—)\bSO}

Ist polyedrisch.
= C wird von endlich vielen Vektoren (j{;), o (i’;) erzeugt.

x € P gilt genau dann, wenn ()1() e C, was genau dann der Fall ist,

wenn (%) € cone ({(j{:), . (’;f()})
Es gilt \; > 0, und nach Skalierung 0.B.d.A. \; € {0, 1} (i =1,... k).
Setze
Vi={x|ie{1,...,k},A\j=1}und
E={xi|ie{l,...,k},\i=0}.

= P = conv(V) + cone(E).
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Der Simplex-Algorithmus

e Erste Algorithmus zur Losung allgemeiner linearer Programme.
o Entwickelt von G. Dantzig [1951].

e Polynomielle Laufzeit kann nicht nachgewiesen werden, aber in
der Praxis ist er oft sehr schnell.

e Starte in eine Ecke des Losungpolyeders.

e Solange es noch Nachbarecken mit besserem Zielfunktionswert
gibt, lauf zu einer solchen.




Der Simplex-Algorithmus

Quelle: https://de.wikipedia.org/



Der Simplex-Algorithmus

Voraussetzungen:
e Wir brauchen ein spitzes Polyeder.
e Wir mussen ein Startlosung finden.

Um ein spitzes Losungspolyeder zu haben, betrachten wir LPs in
Standard-Gleichungsform

max clx
st Ax = b
x > 0

Das Finden einer Startlosung werden wir spater behandeln.



Der Simplex-Algorithmus

Wir wollen das folgende LP l16sen (mit A € R7*" b € R™):

max ¢! x
st Ax = b
x > 0

Konnen annehmen:
o rank(A) = m.
e Ax = b ist losbar.
o M < .



Teillmatrizen

Notation (zur vermeidung von Doppelindizes):
e Indexmenge der Spalten einer Matrix A € R™" mit {1,..., n}.
e FUr B C {1,...,n} bezeichne Ag die Teilmatrix von A aus den
Spalten mit Index in B.

e Ebenso bezeichnen wir flr einen Vektor x € R” mit xg den
Teilvektor x aus den Eintragen mit Index in B.

Man beachte: xg ist dann ein Vektor der Lange |B|, aber die Eintrage
sind nicht notwendigerweise von 1 bis |B| indiziert, sondern die Indizes

sind Element aus B.



Teillmatrizen

Beispiel:
(2
A(24O_31> v 0
1 32 1 5 ) 1
\ -1
B=1{1,3,4}:

3
> 0 -3
AB(1 > 1 ) XB(?)

Die Spalten von Ag und xg sind mit 1,3,4 indiziert, also

2 0 -3 3
ABXBX131—|—X3EI3—|—X4343°( . >—|-O< o >—|—1‘< 1 ) ( 4)7

wobel aq, a», as, as, as die Spalten von A seien.



Zulassige Basislosungen

Beispiel:
[ X
X2
X3
\ X4

e Fiir B= {1,2}: Ag — < . ) mit Basislésung (1.0, 0, 0), die

zulassig und degeneriert ist.
e Gleiche Basislésungen fur B = {1,3} und B = {1,4}.

1 (1) ) mit nicht zulassiger Basislosung

° FUI’B:{Z,S}: Apg = (
(0,2,—1,0).
. 1 0
o FUr B={24}: Ag = ( 19
Basislosung (0, 1,0, 1).

) mit zulassiger nicht-degenerierter
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Ubertragung auf Systeme der Form Ax < b, x > 0.

e Esseji Ac RMxN.

e Wir nennen einen Vektor x* € R” mit Ax* < bund x* > 0 eine
(zuIaSS|ge/degener|erte) Basislosung, falls x*, s* mit
— b — Ax* eine solche von Ax + [,s — b,x>0,s>0 (mit
n := n+ m Variablen) ist.
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Betrachte:
X1 + Xo <1
2X1 + Xo < 2
X , X2 > 0

Mit Slack-Variablen sy und s, flhrt diese zu:

Xy + Xo + S 1
2X1 + Xo + S = 2
X1 ’ X2 . S1 ? So 2 O

Die ist aquivalent zu dem schon betrachteten System

X1 + Xo + Xj 1
2X1 + Xo + X4 = 2
X1 , X2, X3 , X4 2 0

Es erlaubt eine geometrische Interpretation, wenn man sich auf die
ersten beiden Variablen beschrankt.
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Degenerierte Basislosung
/

Figure: Eine degenerierte Losung im R3.



Simplex Algorithm: Example |

max X1 + Xo
St. —Xx4 + Xo + X3 = 1
X1 + X3 = 3
Xo + X5 = 2
X1 , X2, X3 , X4 , X5 2 0
1 0 O
Initial basis: {3,4,5}. = Ag=| 0 1 0
0O 0 1
Simplex tableau:
X3 = 1 + X4 — X
X4 = 3 — X1
Xs = 2 —  Xo
zZ = X1 + Xo

Recent solution: (0,0,1,3,2)
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Simplex Algorithm: Example |

X3 = 1 + X4 — Xo
X4 = 3 — X 1

X5 = 2 —  Xo
zZ = X1 + Xo

Increase exactly one of the non-basic variables with positive coefficient
in the objective function.
We choose x». How much can we increase it?

Constraints:

x3 =1+ Xy — Xo. Xo cannot get larger than 1.
X4 = 3 — Xq . Nno constraint on x».

X5 = 2 — Xo.  Xo cannot get larger than 2.

Strictest constraint: x5 = 1 + xy — X
= Replace 3 by 2in B.
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Simplex Algorithm: Example |

First tableau:

X3 = 1 4+ X4 — X

X2 = 3 — Xq

X5 = 2 —  Xo
zZ = X1+ X0

Replace 3 by 2 in the basis B: B = {2,4,5}:
Xo =1+ X1 — Xa.

Second tableau:

X = 1 + X3 — X3
X4 = 3 — X 1

x5 = 1 — X3 + X3
z =1 + 2x4 — X3

Recent solution: (0,1,0,3,1)
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Simplex Algorithm: Example |

Second tableau:

X =1 + X3 — X3
Xg2 = 3 — X

Xs = 1 — X4 + X3
z =1 4+ 2x9 — X3

Only one candidate: xq
x5 =1 — Xy 4+ x3 is critical. Replace 5by 1in B: B={1,2,4}.
X1 =14 X3 — Xs.

Third tableau:
xx = 1 + X3 — Xs
Xo = 2 — X5
Xq2 = 2 — X3 + Xs
zZ = 3 + X3 — 2Xs

Recent solution: x = (1,2,0,2,0).
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Simplex Algorithm: Example |

Third tableau:
XX = 1 4+ X3 — Xg
Xo = 2 — X5
X2 = 2 — X3 4+ X
zZ = 3 + X3 — 2Xs

Only one candidate: x3

X4 = 2 — X3 + x5 is critical. Replace 4 by 3in B: B={1,2,3}.
X3 =2 — X4 + X5

Fourth tableau:

X1 = 3 — X4

Xo = 2 —  Xs
X3 = 2 — X4 + Xs
Z = 95 — X4 — X5

Recent solution: x = (3,2,2,0,0).
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Simplex Algorithm: Example |

Fourth tableau:

X1 = 3 — X4

Xo = 2 —  Xs
X3 = 2 — Xa + Xs
Z = 95 — X4 — X5

Recent solution: x = (3,2,2,0,0).

This is an optimum solution!
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