Lemma von Farkas

Theorem (Lemma von Farkas, allgemeinster Fall)

Fur Ac R™MxMm B e RM>x% Cc RM*M D e RM*%2 gcR™ und
b € R hat genau eines der beiden folgenden System eine Losung:
System 1:
Ax 4+ By < a
Cx + Dy = b
X > 0
System 2:
ulA + viCc > 0!
u'B + viD = 0!
u > 0
ula + vib < 0
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Lemma von Farkas

Corollary (Lemma von Farkas, Varianten)

Far A€ R™*7und b € R qilt:

(a) Es gibt genau dann einen Vektor x € R” mit x > 0 und Ax = b,
wenn es keinen Vektor v € R™ mit u’A > 0" und u'b < 0 gibt.

(b) Es gibt genau dann einen Vektor x € R” mit Ax = b, wenn es
keinen Vektor u € R™ mit u’A = 0" und u'b < 0 gibt.

Beweise: Beschranke das vorige Theorem auf ...
(a) die Matrix C und den Vektor b.
(b) die Matrix D und den Vektor b. O

Version (a) hat eine geometrische Interpretation.



Lemma von Farkas: lllustration:

L 2 3
Beispiel: A = ( T ),b1 = (g) und by, = (;)

e by € cone({(3), (3)})

y




Lemma von Farkas: lllustration:

L 2 3
Beispiel: A = ( T ),b1 = (g) und by, = (;)

e b, kann vom Kegel durch eine Hyperebene, die orthogonal zu
u = (_,) ist, getrennt werden.




Starke Dualitat




Theorem (Starke Dualitat)

FUr zwei lineare Programme
max c'x (P)

st. Ax < b

und
min b'y (D)
st. Ay = ¢
y =2 0

gilt genau eine der folgenden Aussagen:

© (P) und (D) sind beide unzulassig.
@ (P) ist unbeschrankt und (D) ist unzuléssig.
©® (P) ist unzulassig und (D) ist unbeschrankt.

@ (P) und (D) sind beide zulassig. Dann haben beide eine Optimallésung
und fir jede Optimallésung x von (P) und jede Optimallésung y von (D)

gilt




Korollar

Es seien A,B,C,D,E,F,G,H,K Matrizen und a,b,c,d,e,f Vektoren geeigneter
Dimensionen, sodass gilt:

d
( ) ist ein Vektor der Lange m und ( e ) ist ein Vektor der Lange n. Dann gilt
f

OO >
rmwm

C
F ) ist eine m x n-Matrix,
K

O T D

\

( Ax + By + Cz
Dx + Ey + Fz
max < dx+eéey+fz : Gx + Hy + Kz
X

IANINV IV LA
OO0 T

Z

/ Au + Div + Gw
Blu + E'vov + H'w
min { adu+bv+ew - Clu + Flv + Klw
u

ININVIN TV
OO -~ Q

\ w

vorausgesetzt, dass beide Mengen nicht-leer sind.
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Dualisieren

Primales LP| Duales LP

Variablen X1y s Xn | Vi, Vm
Matrix A Al
Rechte Seite b C
Zielfunktion max ¢l x min bly

n

ajxj < bi| yi=0
=
>oajxi>bi| yi<0
j=1
> aiXi=Dbi| yieR
Nebenbedingungen

m
xi >0 Z%a,-jy,-zcj
|—

m
Xxi <0 Z%a,-jy,-gcj
|—

m
Xj cR 231 a,-jy,- = Cj
|—
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