Modellierung von Optimierungsproblemen als LPs

Sei G ein gerichteter Graph mit Kapazitaten v : E(G) — R-g und
seien s und t Knoten von G. Ein zulassiger s-i-Fluss in (G, u) ist eine

Abbildung 7 : E(G) — R~ mit
o f(e) < u(e)furalle e c E(G) und
e Ai(v):= > f(e)— > f(e)=0furalleve V(G)\{s,t}.
ecis(v) eci; (v)
Der Wert eines s-f-Flusses £ ist val(f) = A¢(s). )




Modellierung von Optimierungsproblemen als LPs

MAXIMUM-FLOW-PROBLEM

Eingabe: Ein gerichteter Graph G, Kapazitaten u : E(G) — R,
Knoten s, t € V(G) mit s # {.

Aufgabe: Finde einen s-t-Fluss 7 : E(G) — R~ mit maximalem Wert.

LP-Formulierung:

max Yo Xe— Y. Xe

ecds(s) ecd (s)
s.t. Xe > 0 far e € E(G)
Xe < u(e) firee E(G)
Y Xe— > Xe = 0 farv e V(G) \ {s,t}

ecis(v) ecs (v)



Ganzzahlige Lineare Programmierung

Ganzzahlige LINEARE PROGRAMMIERUNG
Eingabe: Eine Matrix A ¢ R™*" Vektoren ¢ € R" und b € R™.

Aufgabe: Finde einen Vektor x € Z" mit Ax < b, der ¢'x maximiert.

Ganzzahlige Lineare Programme bezeichnen wir als ILPs (Integer
Lineare Programs).

Oft missen nur einige Variablen ganzzahlig sein =
GEMISCHT-GANZZAHLIGE PROGRAMMIERUNG (englisch MIXED
INTEGER LINEAR PROGRAMMING (MILP))

Wir werden sehen: Ganzzahligkeitsnebenbedingungen machen das
Problem (meist) viel schwerer.



Beispiel: VERTEX COVER

VERTEX-COVER-PROBLEM
Eingabe: Ein ungerichteter Graph G, Gewichte ¢ : V(G) — R-y.

Gesucht: Eine Menge X C V(G) mit {v,w} N X # 0 fir alle e =

{v,w} € E(G), sodass ) c(v) minimiert wird.
veX

Problem ist NP-schwer.
Formulierung als ILP:

min > xy,c(v)

veV(G) ;
s.t. Xy +xy > 1 fur {v, w} € E(G) (1)
x, € {0,1} fir v e V(G)

Wenn (xy),cv(c) Optimallésung von (1) ist, dann ist
X ={ve V(G) | x, =1} Optimallésung von VERTEX-COVER.
— (GANZZAHLIGE LINEARE PROGRAMMIERUNG ist selbst NP-schwer.



Beispiel: VERTEX COVER

min > xyc(Vv)
veV(G)
S.t. Xy + Xy > 1 far {v,w} € E(GQ)
xy € {0,1} far v € V(G)
Idee: Ignoriere Ganzahligkeitbedingungen (x, € {0, 1}):
min > xyc(Vv)
veV(G)
S.t. Xy + Xy > 1 far {v,w} € E(G)
xy >0 far v e V(QG)
Xy <1 far v e V(QG)

Dieses LP heif3t LP-Relaxierung des ILPs.
Es liefert 2-Approximation fur VERTEX COVER: Fir jede Losung x des
relaxierten Problems, erhalte ganzzahlige Lésung x durch

~ 1 XVE%
Xv = . 1
0 : XV<§

= Ergibt zulassige ILP-Lésung mit >~ Xx,c(v) <2 > x,c(v).
5 veV(G) veV(G)



Ganzzahlige Lineare Programmierung

e Bei Minimierungsproblemen, nennt man den Quotienten aus
optimalem Losungswert von ILP und seiner LP-Relaxierung
Ganzahligkeitslicke (Integrality Gap).

e Bei VERTEX COVER ist er also (hochstens) 2.
e Es gibt ILPs mit beliebig gro3er Ganzzahligkeitsltcke.



Beispiel: STABLE SET

STABLE-SET-PROBLEM
Eingabe: Ein ungerichteter Graph G, Gewichte ¢ : V(G) — R-.

Gesucht: Eine Menge X C V(G) mit |[{v,w} N X| < 1 fur alle e =
{v,w} € E(G), sodass ), c(v) maximiert wird.

ILP-Formulierung:

max »  Xxyc(Vv)

veV(G)
st.  Xy+xw <1 far{v,w} € E(G)
xy € {0,1} far v e V(G)

LP-Relaxierung:

max »  Xxyc(V)

veV(G)
st.  XxXy+xy <1 far {v,w} € E(GQ)
xy, >0 far v e V(G)

Xy < 1 far v e V(G)



Beispiel: STABLE SET

ILP-Formulierung:

MaxXx ZVE V(G) ch(V)
st XxXy+ Xy <1 far {v,w} € E(GQ)
xy € {0,1} far v e V(@G)
LP-Relaxierung:

MaxXx ZVE V(G) Xvo( V)

sit.  Xxy+ Xy <1 far{v,w} € E(GQ)
xy >0 far v e V(G)
Xy < 1 far v e V(QG)

Wenn G vollstandiger Graph ist und c(v) = 1 fur alle v € V(G) gilt,
dann ergibt x, = 5 (fir alle v € V(G)) eine LP-Lésung mit Wert 7.
Optimaler ganzzahliger Losungswert ist 1.

= Ganzzabhligkeitslicke ist (mindestens) 7.



Dualitat



Dualitat: Beispiel

(P) max 12x;y + 10xo
s.d. 4x1 + 2Xo < b
8x1 + 12x% < 7
2x1 — 3xo < 1

Ziel: Finde eine obere Schranke fur den Wert einer Optimalldsung.
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Dualitat: Beispiel

11

(P) max 12x;y + 10xo
s.d. 4xy + 2Xo < B
8x; + 12x < 7
2X-| — 3X2 < 1

Allgemeiner Ansatz: Finde Zahlen uy, up, us € R~ (, sodass

12x1 + 10X = Uy - (4X1 + 2X2) + Uo - (8X1 -+ 12X2) + U3 - (2X1 — 3X2).

= 5uq + 7U» + us ist eine obere Schranke fur den Wert von jeder
Losung von (P).

= Wahle uy, u», us so, dass 5uy + 7u»> + Uz minimiert wird.



