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Theorem (Lemma von Farkas, allgemeinster Fall)

Far Ac R™MxMm B e RM>xM2 Cc R™*M e RM*2 gc R™ und
b € R hat genau eines der beiden folgenden System eine LOsung:
System 1:

Ax + By < a B)/é o
Cx + Dy = b
X > 0
System 2:
ulA + viC > 0 e
B + viD = o “t S=o
ula + vib < 0 wECa<o
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Starke Dualitat
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Theorem (Sarke Dualitat)

FUr zwei lineare Programme
max C'x (P)

st. Ax < b

und
min b'y (D)
st. Ay = ¢
y > 0

gilt genau eine der folgenden Aussagen:
© (P) und (D) sind beide unzulassig.
@ (P) ist unbeschrankt und (D) ist unzuléssig.
@ (P) ist unzulassig und (D) ist unbeschréankt.

@ (P) und (D) sind beide zuladssig. Dann haben beide eine Optimallésung
und fir jede Optimallésung x von (P) und jede Optimallésung y von (D)

gilt
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Starke Dualitat
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Bemerkung: Aus der starken Dualitat folgt: Das Finden einer
Optimallosung des LPs (P) ist nur genauso schwer wie das Finden
einer zulassigen Losung der folgenden Ungleichungssystems:

st. Ax < b
Aly = ¢
cix > bly

y =2 0

=- Ein Algorithmus zum Finden einer zulassigen Losung reicht aus.
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Korollar

Es seien A,B,C,D,E,F,G,H,K Matrizen und a,b,c,d,e,f Vektoren geeigneter
Dimensionen, sodass qilt:

A B C
D E F |isteine m x n-Matrix,
G H K

a d
( b ) ist ein Vektor der Lange m und ( e ) ist ein Vektor der Lange n. Dann gilt
C f

\

( Ax + By + Cz

Dx + Ey + Fz

dx+ey+fz : Gx + Hy + Kz
X

7\

MmaXx

INTV IV LA
OO0 TN

/4

( Alu + Dlv + Gw
Blu + E'v. + H'w
min { au+bv+cw : Cu + Flv. + K'w
u

s

O O w0 Q

INIV AN IV

L w

o vorausgesetzt, dass beide Mengen nicht-leer sind.
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Dualisieren

Primales LP| Duales LP

Variablen Xsnminm | Va:ess Vi
Matrix A Al
Rechte Seite b C
Zielfunktion max ¢ix min bly

n

ajxp < bj| yi=0
—
n

ajx; > bj| yi<0
—

n
: ajjXj = b,’ yi € R
Nebenbedingungen m
X; >0 Z ajjyi = Cj
/?71
Xi<0 > apyi<¢
/?71

XjER ga,-jy,-:cj
=

66



Dualisieren

Bemerkung: Welche LP als primales und welche als duales
angesehen wird, ist willklrlich. Dualisieren des dualen LPs ergibt
wieder das primale LP.
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Komplementarer Schlupf (Complementary slackness)

Theorem (Komplementarer Schlupf far Ungleichungen)

Seien max{cix | Ax < b} und min{b'y | Aly = ¢,y > 0} ein

primal-duales Paar von linearen Programmen. Dann sind flr x € R"

mit Ax < bund y € R™ mit A'ly = cund y > 0 die folgenden Aussagen

aquivalent:

(a) x ist eine Optimallésung von max{c'x | Ax < b} und y ist eine
Optimallésung von min{b'y | Aly = ¢,y > 0}.

(b) cix = bly.

(c) yi(b— Ax) = 0.

gé’u«..e;g'. (Cl) é———y/é)‘ g-l[q/ é( &‘,q/;zg-zz
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Theorem (Komplementarer Schlupf far Ungleichungen mit

nicht-negativen Variablen)

Sei max{cix | Ax < b,x > 0} und min{b'y | Aly > ¢,y > 0} ein

primal-duales Paar von linearen Programmen. Dann sind flr x € R"

mit Ax < bund x > 0und y € R™ mit Aly > cund y > 0 die folgenden

drei Aussagen aquivalent:

(a) x ist eine Optimallésung von max{c'x | Ax < b,x > 0} und y eine
Optimallésung von min{b'y | Aly > ¢,y > 0}.

(b) cix = bly.

(c) y!(b— Ax) =0und x{(A'y — ¢) = 0.

ISece s - (cx/@@) : ;’z/cff»ée Oc—a/."/o:l{.
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