Das Simplex-Tableau

Flr jede zulassige Basis B gibt es ein Simplex-Tableau 7(B).

Beweis: Setze
° D= A,§1 b,
® Q — _AE1AN=
o r=cn— (c5Az"An)!, und
e 2y = cLAL'D.

Dann gilt:
Xg = A§1b — AE1ANXN & Apxp=b—-Anxy & Ax =0Db.
AuB3erdem:
zZ = CtBAE1b - (C/tV — (CtBA§1AN))XN

= CtBAE1 (b— AnXxn) + C;\,XN — CtBA§1ABXB + CItVXN

= c5xg + ciyxy = c'x. O
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Optimalitatskriterium:

Sei T(B):
xg = p + Qxy
z = Zzy + rixy

ein Simplextableau flr eine zulassige Basis B. Falls r < 0, dann ist
die Basislosung zu B optimal.

Beweis: Sei x die Basislosung von B.
Wegen xy = 0 gilt ¢'x = zy(= cLA;'b).
Wenn x* irgendeine zulassige Lésung mit Wert z* = ¢!x* ist, dann
bilden x* und z* auch eine Losung von T(B), und es gilt (wegen r < 0
und x,, > 0):

z¥ =2y + r'xy < zp = clx.
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Das Erkennen unbeschrankter Instanzen

Sei T(B):
xg = p + Qxy
z = ZzZy + rixy

ein Simplextableau flr eine zulassige Basis B. Wenn es ein . € N mit
r., > 0 gibt, sodass die Spalte von Q mit Index o nur nicht-negative
Eintrage enthalt, dann ist das zugehorige LP unbeschrankt.
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Das Erkennen unbeschrankter Instanzen

Lemma

Sei T(B):
xg = p + Qxy
z = ZzZy + rixy

ein Simplextableau flr eine zulassige Basis B. Wenn es ein . € N mit
r., > 0 gibt, sodass die Spalte von Q mit Index o nur nicht-negative
Eintrage enthalt, dann ist das zugehorige LP unbeschrankt.

Beweis: Sei x die zulassige Basislosung fur B.
Sei K ¢ R mit K > c¢'x eine Konstante.
Definiere wie folgt eine neue zulassige Lésung Xx:

r K—ct woa
) racx fir i = «
=4 x firie N\ {a}

= X ist eine zuléssige Losung mit c'x > K.
= Das LP ist unbeschrankt. O



Austauschschritt

Sei T(B): A A
X = p + QXN
Z = Zy -+ 5 XN

/L/

ein Simplextableau flr eine zulassige Basis B. Sei a € N ein Index
mit r,, > 0 und 8 € B mit g, < 0und £ = max{£- | i, < 0,i € B}.

Oé

Dannist B = (BU {a})\ {3} ein zuIaSS|ge Basis.

@?44»6593 £.7Z. 74@‘ (st /"-‘"541(\?;/" ¢ et /t/;(
2 geberise Besis (esemg ST 2 /lissig,
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The Simplex Algorithm
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Algorithm 1: Simplex Algorithm

Input: Ac R™" beR™ and c € R"
Output: X ¢ {x € R" | Ax = b, x > 0} maximizing c'x or the message
that max{c'x | Ax = b, x > 0} is unbounded or infeasible
1 Compute a feasible basis B;
2 |f no such basis exists, stop with the message “INFEASIBLE”;
3 Set N=1{1,...,n}\ B and compute the feasible basic solution x for B;

4+ Compute the simplex tableau 2 — P QXN for B;
Z = 75 + r'xy

5 If r < 0 then
| return x = x;

6 Choose o € Nwith r,, > 0;

7 if g, > Oforall /i € B then
| return “UNBOUNDED?,

8 Choose 3 ¢ B with gz, < 0 and pﬁ = max{£- | gio < 0,/ € B};
9 Set B=(B\ {B8})u{al;

10 GOTO line 3;




The Simplex Algorithm

Algorithm 2: Simplex Algorithm

Input: Ac R™" beR™ and c € R”
Output: X € {x € R" | Ax = b, x > 0} maximizing c¢'x or the message
that max{c'x | Ax = b, x > 0} is unbounded or infeasible
1 Compute a feasible basis B;
2 |f no such basis exists, stop with the message “INFEASIBLE”;
3 Set N={1,...,n}\ B and compute the feasible basic solution x for B;

. Xg = X
4 Compute the simplex tableau —=2 P+ Q N_for B;
z = zy + rixy

5 If r <0 then
| return X = x;
6 Choose o« € N with r, > 0;
7 if gj, > Ofor all i € B then
| return “UNBOUNDED?,

8 Choose 3 € Bwith gg. < 0 and g~ = max{

9 Set B=(B\ {8})U{a};
10 GOTO line 3;

%\q,a<O/eB}
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The Simplex Algorithm

Algorithm 3: Simplex Algorithm

Input: Ac R™" beR™ and c € R”
Output: X € {x € R" | Ax = b, x > 0} maximizing c¢'x or the message
that max{c'x | Ax = b, x > 0} is unbounded or infeasible
1 Compute a feasible basis B;
2 |f no such basis exists, stop with the message “INFEASIBLE”;
3 Set N={1,...,n}\ B and compute the feasible basic solution x for B;

. Xg = X
4 Compute the simplex tableau —=2 P+ Q N_for B;
z = zy + rixy

5 If r <0 then
| return X = x;
6 Choose o € N with r, > 0;
7 if gj, > Ofor all i € B then
| return “UNBOUNDED?,

8 Choose € Bwith gga < 0 and g~ = max{

9 Set B=(B\ {8})U{a};
10 GOTO line 3;

%\q,a<O/eB}
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Berechnung einer Startlésung
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Idee: Wir berechnen die Startlosung des SIMPLEX-ALGORITHMUS mit
dem SIMPLEX-ALGORITHMUS selbst.

O.B.d.A.: b > 0 (sonst multiplizieren wir Gleichungen geeignet mit -1).
Setze A= (A| I), flge neue Variablen x,.1., . .., X,.m hinzu, und l18se
(mit X = (X4, ..., Xy,.m)) das folgende LP (P):

max j(Xn+1 + Xnp2 + -+ Xnim)
st. Ax=0>
x>0

Far (P)ist {n+1,...,n+ m} eine zulassige Basis.

= (P) kann mit dem SIMPLEX-ALGORITHMUS geldst werden.

Falls der Lésungswert von (P) negativ ist, hat das urspriingliche LP
keine zulassige Losung.

Andernfalls liefert der SIMPLEX-ALGORITHMUS ein Basislosung. Da in
ihr X, 1 = X0 = -+ = Xp-m = 0 gilt, kOnnen wir daraus leicht eine
zulassige Basislosung des urspringlichen LPs machen.



Regeln, die spezifizieren, welche Variablen in einem Austauschschritt
die Basis betreten bzw. verlassen, heil3en Pivotregeln.

o Largest coefficient rule: Wahle o so, das r, maximiert wird
(Dantzig ussprungliche Wahl).

o Largest increase rule: Wahle alle Variablen so, dass der Anstieg
der Zielfunktion maxinmiert wird (recht aufwendig zu Uberprufen).

o Steepest edge rule: Wahle « so, dass

Ct(XneW — Xold)
|| Xnew — Xoid||

maximiert wird, wobel X,y die aktuelle Basislosung und x,.,, die
neue Basislosung ist (auch recht zeitaufwendig, aber gut in der
Praxis).
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Terminierung

Finde Pivotregeln, die erzwingen, dass der SIMPLEX-ALGORITHMUS
terminiert.

Wenn der Algorithmus nicht terminiert, betrachtet er eine Basis B
zweimal (und damit auch unendlich oft). Das Verhalten hei3t Kreiseln.

Die Berechnung zwischen zwei Vorkommen von B nennen wir Krels.
Seien F C {1,...,n} die Indizes der Variablen, die wahrend ein
Kreises zur Basis hinzugeflgt (und dahr auch wieder entfernt werden).
Wir nnen xg die Kreisvariablen.
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Terminierung

Wenn SIMPLEX-ALGORITHMUS kreiselt, sind alle Basislosungen
wahrend des Kreiselns identisch und alle Kreisvariablen sind 0.
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Terminierung

Wenn SIMPLEX-ALGORITHMUS kreiselt, sind alle Basislosungen
wahrend des Kreiselns identisch und alle Kreisvariablen sind 0.

Beweis: Der Losungswert wird wahrend des Algorithmus nie kleiner.
= Wahrend des Kreiseln kann er auch nicht grof3er werden.

Sei B eine Basis wahrend des Kreiseln und (BU {a}) \ {3} die
nachste Basis.

Unter den Nicht-Basisvariablen konnte dabei hochstens x, grof3er
werden.

Aber: Wegen r, > 0 wlrde das den Losungswert erhohen.

=- Alle Nicht-Basisvariablen bleiben 0.

Die Nicht-Basisvariablen bestimmen die gesamte Losung.
= Alle Variablen bleiben unverandert. O
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Bland-Regel

Bland-Regel

e Den Variablenindex o € N, der die Basis betritt, wahlen wir aus
allen Elementen von N mit r,, > 0 so, dass o minimal ist.

e Den Variablenindex [, der die Basi verla3t, wahlen wir aus allen
Elementen von B mit g5, < 0 und 575 = max{£- | g, < 0,/ € B}
so, dass S minimal ist.

Keine besonders intelligente Wahl von o und 3, aber gut genug um
eine Terminierung zu erzwingen.
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Bland-Regel
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Mit den Bland-Regel als Pivotregel terminiert der
SIMPLEX-ALGORITHMUS nach endlich vielen Schritten.

Beweis: Annahme: Der Algorithmus kreiselt mit der Bland-Regel.
Sei F die Indexmenge der Kreiselvariablen.
Sei m = max(F), und sei B die Basis unmittelbar, bevor 7 sie betritt.

Sei T(B) wie folgt: 8= P+ X
z = Zzyg + rixy

Sei B’ die Basis unmittelbar, bevor = sie verlasst.

. / / ;
Sei T(B) wie folgt: X8 = P+ QX
Z = ZO + ' XN
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Nach der Bland-Regel wahlen wir stets den kleinsten moglichen Index.
= Wenn 7 = max(F) ausgesucht wird, ist 7= der einzige Kandidat in F,
der B betreten kann.
Also:

r->0undrp <O0farje Nn(F\{n}). (14)

Sei o der Index, der B’ betritt.
Bland-Rule = 7= = max(F) ist der einzige Kandidat aus F, der B’

verlassen kann. Wegen p; = 0 far alle j € B’ " F folgt:
0o <0und g, >0flrje B'n(F\{n}). (15)

Betrachte das folgende Hilfs-LP (P):

max clx
S.i. Ax = b
XF\rp 2 0
X- = 0
XN\F = 0

Beachte: Keine Bedingungen an die Vorzeichen der Variablen in xp\ .
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Behauptung 1: Das LP (P) hat eine Optimallésung.

Beweis von Behauptung 1: Sei x die zulassige Basislésung (des
ursprunglichen LPs) zur Basis B. i
Es gilt X, = 0. = X ist ein zulassige Losung von (P).

Die Kosten einer Lésung x von Ax = b sind ¢'x = zy + r'xy.
Flr jede Losung x von (P) qilt:

[ =0 ifjeF\{m
1 <0 ifj=n

W rx <ofuralleje F.

Wegen xy, = 0 folgt rixy < O fir jede Lésung x von (P).

~

= Der Wert jeder Losung von (P) ist hGchstens z;.

~

= X ist eine Optimallésung von (P).
= Behauptung 1
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Behauptung 2: Das LP (P) ist unbeschranki.

Beweis von Behauptung 2:

Wir haben beim Kreiseln immer dieselbe Basisldsung.

= Eine Basislésung X (des urspriinglichen LPs) zur Basis B ist auch
eine zulassige Basisldsung zur Basis B'.

Wahle K > 0 und setze x;, = K. Firj € N'\ {a} setze x; = X; = 0.
Und wir setzen xg = p’ + Q'xj,..

(13) Dies definiert eine zulassige Lésung von (P).

Weil « die Basis B’ betreten konnte, gilt r/, > 0.
= Wir haben ein Lésung mit Wert c'x’ = z + r''x}, = z), + K - r..

K kann beliebig gro3 gewahlt werden. = (P) ist unbeschrankt.
= Behauptung 2

Zusammen ergeben Behauptung 1 und 2 einen Widerspruch.



