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9 return “vol(K) < €”;

Algorithm 7: Ellipsoid Algorithm

Input: A separation oracle for a closed convex set K C R"”, a number
R > 0 with K C {x ¢ R" | x!x < R?}, and a number ¢ > 0

Output: An x € K or the message “vol(K) < €”.

Po = O, AO — R2ln;

fork=0,...,N(R,¢) := [8(n+1)(nIn(2R) +In(1))] do

if p, € K then

| return py;

Let 2 € R” be a vector with a'y > a'p, forall y € K;
by 1= 28 _

NETS
Pk+1 an approximation of p1 := px + 5 bx with maximum error
5 = (26(N(R,e)+1)16n3)_1;

A1 a symmetric approximation of

— N—

Axiq = (1 -+ 2n(1 >n2 1(Ak n+1 bkbt) with maximum error 6;

n—+1)




Flr eine kompakte konvexe Menge K C {x ¢ R" | x'x < R?}, die
durch ein Separationsorakel gegeben ist, findet die
ELLIPSOID-METHODE entweder einen Vektor x € K oder gibt die
Meldung “vol(K) < €” aus. Sie bendtigt O (n(nin R+ 1n (1)))
lterationen, und in jeder lteration werden ein Orakelaufruf, die
approximative Berechnung einer Quadratwurzel und O(n?)

arithmetische Operationen auf O (n (nin R+ In (1))) Bits ausgefhrt.
O
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Die Ellipsoid-Methode fur die Lineare
Programmierung
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SeiAc Q™" becQmund P={xcR"| Ax < b}. Fir
R — 1 + 24n(size(A)+size(b)) ynd ¢ — (2,724n(size(A)+size(b)))—1 o)
Pre={x € [-R,A]" | Ax < b+ etl}. Dann:

n
(b) Falls P # (), dann vol(Pgr.) > (ﬁ) .
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Zu einem gegebenen Polyeder P = {x ¢ R" | Ax < b} mit A € Q"
und b € Q™ kann man in polynomieller Zeit entscheiden, ob P leer ist.
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Zu einem gegebenen Polyeder P = {x ¢ R" | Ax < b} mit A € Q"""
und b € Q™ kann man in polynomieller Zeit entscheiden, ob P leer ist.

Beweis: Setze
e R =1+ 24n(size(A)+size(b))§

> o= (2n24n(size(A)+size(b)))_1 und

€ n
* &= (W)
Wende die ELLIPSOID-METHODE an (mit Startradius R = [\/nR’] und ¢ als

untere Schranke fur das Volumen), um zu testen, ob K = Pr . leer ist.
= Damit wird auch Uberprift, ob P leer ist.

Und: Wir brauchen N(R,¢’) = O(n(nin(R) + In())) lterationen
= Polynomielle Zahl von lterationen.
Und: Es reicht den absoluten Rundungsfehler auf einen Wert mit

, —1
5 < (26MAN16r°)  zu beschranken.
=- Polynomiell viele Bits in den Zahldarstellungen.



Es gibt einen Polynomzeit-Algorithmus, der zu einem gegebenen LP
max{cix | Ax < b} mit Ae Q™" c e Q"und b € Q™ eine
Optimallésung findet, wenn eine solche existiert.

~/
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Separation und Optimierung
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Problem: In manchen Fallen ist ein LP durch exponentiell viele
Nebenbedingungen gegeben.

Beispiel: Betrachte das MATCHING-PROBLEM: Gegeben sei ein
ungerichteter Graph G, gesucht ist eine Menge M C E(G) mit
og(v) N M| <1 flralle v e V(G).

=
ILP-Formulierung: q_g
- T
)

MaX ZGEE(G) Xe
D ecog(v) Xe < 1 veVG
xe € {0,1} ee€ E(G)

Bei der LP-Relaxierung darf man folgende Nebenbedingungen
einflgen:

> ecE(GIU) Xe < % U C V(G),|U| ungerade



= LP-Relaxierung des Matching-Problems kann so aussehen:

max ) eckg(G)Xe

D ecog(v) Xe < 1U 1 v e V(G)
DecE(GIU) Xe S o U C V(G), |U| ungerade
Xe = 0 e c E(G)
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Betrachte ab jetzt abgeschlossene konvexe Mengen K, fur die es
Zahlen rund R mit 0 < r < 3 gibt, sodass rB" C K C RB".
Solche Mengen hei3en r-R-sandwiched Mengen.

Wir betrachten das schwache Optimierungsproblem: Zu einer
gegebenen Menge K C R”, ¢ > 0 und einem Vektor ¢ € Q" suchen wir
ein x € K mit ¢!x > max{clz| zc K} —e.

Lemma

Sei K C R" eine r-R-sandwiched konvexe Menge, ¢ € R”,
§ = sup{c'x | x € K} und 0 < € < §. AuBerdem sei
U= {xec K|c'x>3—e}. Dann gilt:

voI(U)>< ‘ )n1r”11 .
— \2[c|A| n"2|cl| n

Boces = O‘é‘-g )
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Gegeben sei ein Separationsorakel fur eine r-H-sandwiched konvexe
Menge K C R" mit Laufzeit polynomiell in size(R), size(r) und size(x)
(wobei x der Eingabevektor fur das Orakel sei), eine Zahl ¢ > 0 und
ein Vektor c. Dann gibt es einen polynomiellen Algorithmus (bezlglich
size(R), size(r), size(c) und size(¢)), der einen Vektor v € K mit

clv > sup{cix | x € K} — e berechnet.

Becees - U e-ce ~ < e é;fr'fgoﬁ,:{; AcTZ(G(‘/;’
ceor oo sl 54 e Tes fc; S"/" o/;/:c-.q (e

é//cﬂ&v"/c‘ < A = éc,; &G&I'S.P étkr\%—»“‘

go'/a(—\{'.Cr‘/, C(C?SS' ('(6'5 &ér/&&\&\ (./ek /é""se
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Ein schwaches Separationsorakel fir eine konvexe Menge K C R”

ist ein Algorithmus, der zu gegebenem x € R” und n mit 0 < n < J
entweder “x € K” ausgibt oder einen Vektor v € R” findet mit viz < 1

furalle z ¢ Kund vix > 1 — .

Notation: Fir K C R"sei K* := {y ¢ R" | y'x < 1 fUr alle x € K}.
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Wenn es einen Algorithmus mit Laufzeit polynomiell in size(r) und
size(R) gibt, der lineare Zielfunktionen Uber einer abgeschlossenen
konvexen r-R-sandwiched Menge K C R"” maximiert, dann gibt es ein
schwaches Separationsorakel flr K, dessen Laufzeit polynomiell in
size(r), size(R) und size(n) ist.

Beweis: Behauptung: K** = K
Beweis des Behauptung:
“O" Flir x € K gilt: y'x < 1flralle y €¢ K*. = x ¢ K**.

“C” Seiz e R"\ K. Und sei w € K ein Vektor, sodass ||z — w|| minimal unter
allen Vektoren in K ist.

Sei u =z — w. Dann gilt u'x < u'w < u'z fir alle x € K.

Und, weil 0 € K, qilt u'w > 0.

Nach Skalierung von v kénnen wir t'z > 1 und u'x < 1 fir alle x € K
annehmen.

Daher gilt v € K* und v’z > 1

=z & K**.

= K** C K.

= Behauptung.
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