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Sei X C R fUr ein n &€ N.

(a) X heil3t Halbraum, wenn es einen Vektor a € R” \ {0} und eine
Zahl b € R mit X = {x € R" | a'x < b} gibt. Der Vektor a heift
dann Normalenvektor von X.

(b) X heil3t Hyperebene, wenn es einen Vektor a € R”\ {0} und eine
Zahl b ¢ Rmit X = {x € R" | a'x = b} gibt. Der Vektor a heif3t
dann Normalenvektor von X.

(c) X heiB3t Polyeder, wenn es eine Matrix A € R™*" und einen
Vektor b € R mit X = {x € R" | Ax < b} gibt.

(d) X hei3t Polytop, wenn es ein Polyeder ist und es eine Zahl K € R
gibt, sodass ||x|| < K fir alle x € X gilt.

4
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Beispiele:
e ) ={xcR"| 0'x < —1} ist ein Polytop.
e R7" = {x € R"|0'x < 0} ist ein Polyeder

Beobachtung: Polyeder sind konvex und abgeschlossen.

Lemma

Eine Menge X C R" ist genau dann ein Polyeder, wenn eine der
beiden folgenden Bedingungen qilt:

.X:Rn

e X ist der Schnitt von endlich vielen Halbraumen.
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Die Dimension einer Menge X C R” ist

dim(X) = n— max{rank(A) | A € R"*" with Ax = Ay fir alle x,y € X}.

Aquivalente Charakterisierung (Beweis: Ubung):
Die Dimension einer Menge X C R" ist das gré3te d, fir das X

Elemente vy, v, ..., vy enthalt, sodass die Vektoren vy — vy,
Vo — Vp, ..., Vg — Vg linear unabhangig sind.
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Definition

Eine Menge X C R" heif3t konvexer Kegel (convex cone), wenn
X # Qundfiralle x,y € Xund A\, u € Ry gilt: Ax + puy € X.

M Kee e e k.égﬂ/ => o &K
Beobachtung: Eine nichtleere Menge X C R" ist genau dann ein
konvexer Kegel, wenn X konvex ist und fur alle x € X und A € R~
auch \x € X qilt.

Definition

Eine Menge X C R" heif3t polyedrische Kegel (polyhedral cone),
wenn sie ein Polyeder und ein konvexer Kegel ist.
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Eine Menge X C R" ist genau dann ein polyedrischer Kegel, wenn es
eine Matrix A € R™*" gibt, sodass X = {x € R" | Ax < 0}.
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Es seien x4, ..., x, € R" Vektoren. Der von x4, ..., x,, erzeugte Kegel
ISt

cone({Xxy,...,Xm}) : {Z)\x,|>\1,...,>\m20}.

Ein konvexer Kegel C heif3t endlich erzeugt, wenn es endliche viele
Vektoren xq,...,xn € R" mit C = cone({xy,...,Xxn}) gibt.

Beobachtung: cone({xy, ..., xn}) ist tatsachlich ein konvexer Kegel.

Wir werden sehen: Ein konvexer Kegel ist genau dann polyedrisch,
wenn er endlich erzeugt ist.
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Dualitat



Dualitat: Beispiel

(P) max 12x; + 10x
s.d. 4xy + 2Xo < 5
8x1y + 12x0 < 7
2X1 — 3X2 < 1

Ziel: Finde eine obere Schranke flr den Wert einer Optimallosung.

T2 b, e, = 2(Ce €26, )F %/54/«1 7“/72"(2>
= 2-5 &~ 2. F = 735

-
12 &, 'f'/D/(Z': g(& ,(/,%/?Z Z’l)*g (2/"/,”/5!(1)
< 7 T 995
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Dualitat: Beispiel

(P) max 12x; + 10x
s.d. 4xy + 2Xo < b
8x1y + 12x0 < 7
2X1 — 3X2 < 1

Allgemeiner Ansatz: Finde Zahlen uy, uo, us € R, sodass

12x1 + 10X0 = Uq -(4X1 —|—2X2)—|—U2-(8X1 —|—12X2)—|—U3-(2X1 —3X2).
27 = e, €6 e, T e Ve = 24, 72 cay ~ S

= 5U4 + 7U> + U3 ist eine obere Schranke fur den Wert von jeder
LOosung von (P).

— Wahle vy, us, us so, dass 5uq + 7u»> + us minimiert wird.
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Dualitat: Beispiel

(P) max 12x; + 10x
S.1. 4xy + 2Xo < B
8x1y + 12x0 < 7
2X1 — 3X2 < 1

Bestimme u4, us, und us durch das folgende lineare Programm:

(D) min dSu;y + 77U + U3

st. 4u4 + 8w + 2u3 = 12
2u; + 12u» — 3us = 10

U1 > 0

Uo > 0

u3 > 0

= Jede zulassige Losung von (D) gibt eine obere Schranke far (P).
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Dualitat: Beispiel

(P) max 12x; + 10x
S.1. 4xy + 2Xo < B
8x1y + 12x0 < 7
2X1 — 3X2 < 1

Bestimme u4, us, und us durch das folgende lineare Programm:

(D) min dSu;y + 77U + U3

st. 4u4 + 8w + 2u3 = 12
2u; + 12u» — 3uz = 10

U1 > 0

Uo > 0

u3 > 0

= Jede zulassige Losung von (D) gibt eine obere Schranke far (P).
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Dualitat: Beispiel

(P) max 12x; + 10x
s.d. 4xy + 2Xo < 5
8xy + 12x0 < 7
2X1 — 3X2 < 1

Bestimme u4, us, und us durch das folgende lineare Programm:

(D) min Su;y + 7u + 1us

sd. 4uy + 8u + 2u3 = 12
2u; + 12u» — 3us = 10

U1 > 0

Uo > 0

u3 > 0

= Jede zulassige Losung von (D) gibt eine obere Schranke far (P).
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Dualitat: Beispiel

(P) max 12x; + 10x
S.1. 4x1 + 2Xo < B
8x1 + 12x0 < 7
2X1 — 3X2 < 1

Bestimme u4, us, und us durch das folgende lineare Programm:

(D) min dSu;y + 77U + U3

st. 4u4 + 8u + 2u3 = 12
2u; + 12u» — 3us = 10

U1 > 0

Uo > 0

u3 > 0

= Jede zulassige Losung von (D) gibt eine obere Schranke far (P).

38



Dualitat: Beispiel

(P) max 12x; + 10x

S.1. 4xy + 2Xo < b
8xy + 12x0 < 7
2X 1 — 3X2 < 1

Bestimme u4, us, und us durch das folgende lineare Programm:

(D) min dSu;y + 77U + U3

st. 4u4 + 8w + 2u3 = 12
2u; + 12u» — 3us = 10

U1 > 0

Uo = 0

u3 > 0

= Jede zulassige Losung von (D) gibt eine obere Schranke far (P).
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FOr das lineare Programm (P)

max ¢! x
st. Ax < b

in Standard-Ungleichungsform ist das duale lineare Programm (D)
definiert als

min bly
st. Aly = ¢
y =2 0

In diesem Zusammenhang heif3t (P) dann auch primales lineares
Programm.
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Fourier-Motzkin-Elimination |

Ziel: Entscheide zu einem gegebenen System von Ungleichungen, ob
es zulassig ist.

3x + 2y + 4z < 10
3X + 2z < 9
2X — Y < 5
—-X + 2y — z < 3
—2X < 4
2y + 2z < 7

Erster Schritt: Entferne die Variable x.
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Fourier-Motzkin-Elimination |l

3x + 2y + 4z < 10
3X + 2z < 9
2X — Y < 95
—-X + 2y — z < 3
—2X < 4
2y + 2z < 7
Ist aquivalent zu
x < ¥ -y - 4z
x < 3 — %7
X < 3 4 3y
x > -3 + 2y — Z
X > -2
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Fourier-Motzkin-Elimination ll|

—
o
N

4
X = 3 — 5 = 37
x < 3 ~ %7
5 1
X = 2 *+ 2y
x > -3 + 2y — Z
X > -2

2y + 2z < 7

Dieses System ist genau dann zulassig, wenn das folgende System
eine LOsung hat:

: 10 2 4 2 5 1
min{3 -3y —32 3-35z, 3+3V}

2y + 2z

max{—3+2y —z, -2}
7

IN TV
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Fourier-Motzkin-Elimination IV

- 10 2 4 2 ) 1
min{3 —3y—32 3-3Z 3+3/}

2y + 2z

max{—3+2y —z, -2}
7

IN TV

Dieses System kann folgendermaf3en umgeschrieben werden:

—
o

0 gy -4z > 3 42y -z
§ gz 2
3 - 2z > -3 4+ 2y — z
3 — 2z > -2
3 4+ 3y > -3 + 2y — Z
5 1
> t 3y > =2

2y + 2z < 7
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Fourier-Motzkin-Elimination V

Umwandlung in Standardform:

3V + 3z < 3
Y+ 5z < B
5y — z < 6

sz < 5
5y - z < 3
1 9
—5Y < 5
2y + 2z < 7

lteriere diese Schritte und entferne alle Variablen.



