Lemma (Halb-Ellipsoid-Lemma)

Sei E=p+{xcR"| x'Q "x <1} ein Ellipsoid und a € R"” mit
a'Qa = 1. Dann gilt

En{xcR"|ax>ap} CFE
mit

1 m 1 2
Qa+{xeR”| X' (Q‘1+ aat>x§1}.
n n—1

I __
E_p+n+1

Und: ‘\’/‘(’)'l((’g)) < e 25T

(= 4,:ﬁf ép‘(,sﬁlp-g¢ﬁl/\\5//:[>sc;¢(.

227



228

Beweis:
Sei M eine regulédre n x n-Matrix mit Q@ = MM'. O.B.d.A: a'M = €! und

somit Qa = MM'a = M(a'M)! = Mey (sonst multipliziere M mit einer
Rotationsmatrix, die a'M auf e, abbildet). Dann:

En{xeR"|a'x > a'p}
= (p+MB" ) Nn{x cR"|a'x > ap}
= p+(MB"n{xcR"|&(x+p)>ap})
= p+(MB"Nn{xcR"|ax>0})
= p+MB'NM {xecR"|ax>0})
— p+M(B"N{xeR"|aMx>0)})
= p+MB"N{xcR"|elx>0})

C p+ 1 Mey + M erRi”|n2_1xt Ih + . erel | x <1
SRR TS n2 "Tp—17) 7 =

n° — 1
2

n? — 1
2

’
— —M R"
p+n+1 e1+{xe |

(M~ 1x)! <In+ nf 1 e1e§> M~ x < 1}
1 n 4 —1 2 5

= p+——Qa+{xeR"| x| Q'+ aa' | x <1
n‘|_1 n_‘l




229

Beweis (Fortsetzung):
Wir kbnnen E’ in Standardform schreiben als

1

/: n t~—1 <
E p+—n+1Qa+{xe]R% | x'Q x_1}
mit :
~ n 2
Q= Q- ——Qad'qQl).
n° —1 n+ 1
Denn: €%
AL
2




Beweis (Fortsetzung):

I(E’ det(Q
= \\//%I((E)) - detgog' & =G -F)

Es gilt )

det(Q) 2 5
det(Q) det(n2—1 (I” n+1aaa>>

=
gspé_‘ C e /( L e I e = Q
2 Dl
D m R (e Ergeiiibton @) s

1/\-(—/'

Detov eriver o =l Foacle bl oo & Grocrmde
/(’ é@/cw #C;{/LS‘.C/

2 i n—1 &
det(Q) n?_\2 2 n i 2
— det(Q) S (n2—1) (1 — m) n+1 (n2_1) S e 2(n+1) Déo’t—\\a‘

| —
|
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Ein Separationsorakel fir eine konvexe Menge K C R” ist ein
Black-Box-Algorithmus, der zu gegebenem x € R"” entweder einen
Vektor a € R" mit a'y > alx fur alle y € K zurlckgibt oder ausgibt,

dass x € K qilt.

Beobachtung: Zu gegebenem A € Q" und b € Q, kann ein
Separationsorakel fir {x € R” | Ax < b} in O(mn) arithmetischen
Operationen implementiert werden.
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Algorithm 6: Idealized Ellipsoid Algorithm

Input: A separation oracle for a closed convex set K C R"”, a number
R > 0 with K C {x ¢ R" | x!x < R?}, and a number ¢ > 0.
Output: An x € K or the message “vol(K) < €”.
1 D = 0, AO L= R2ln;
2 for k=0,...,N(R,¢) = [2(n+1)(nIn(2R) + In(1))| do
3 if p, € K then

4 | return py;
5 | Letae R"”be avector with a'y > alp, forall y € K;
6 by = T, Ce
ValAca’ et = ,
— k 1 p,: rgﬁ;
7 Pk+1 = Pk + 777 Ok R
2
8 | Akt = 27 (Ak — mrbibi); o Ap =7




Zu einem durch eine Separationsorakel gegebenem K C R” ¢ > 0,
und R mit K C {x € R" | x!x < R?} kann man mit

O(n(nin(R) + In(1))) Iterationen des IDEALISIERTEN
ELLIPSOID-VERFAHRENS ein x € K berechnen oder (korrekterweise)
“vol(K') < ¢” ausgeben. Jede lteration benatigt einen Orakelaufruf,

O(n?) arithmetische Standardoperationen und die Berechnung einer
Quadratwurzel von einer reellen Zahl.

[EPMF;S: ?—6’55'9 T e de/eby /(4’«,—/,}//'-—‘— re, 7/

1 L-‘ -7
E llalf e - i P (e '.k(/f#_k{/?;
| I = {;;4.’op(,
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:l'(;y o/pe.. /bfé/(;aﬁl) ;A/z’% &t('&(‘/ﬁ (7/Cf§

6/(.:/(" é:(/;fs‘c/'C("ZfM’\b«_.C 0"/7[ Q" )44'

——

e

s

Ceiet - (_,c(((/ (//?L\T,(/{('S ?}'SW/([“P,fj>

/v J'((/(, /}/-Pac-./(/Fc/c_ e :o—C‘/ ’f/"is &e’é«_’- <e__

ce.  Ep ldas el gz e’ A S e e
@(/277?0/'4(7 e — L.-..’c._c/aq’l‘/ech = Ve €702



s )
& 2 (¢ 1 [/7’/';“5”2[

.

st

—_ ‘-/c/ (é'k) = Tzar;) Z‘_’/?//'

e
Be ﬂqé/t’ */;'r’év¢(/€§ ( ‘ﬁ,.?/




Fehler-Analyse
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Problem:

Axa

a die Wurzel nicht exakt ausrechnen.
a Aga

Wir kdnnen in by :=

= Wir mUssen mit gerundeten Zwischenlosungen rechnen.

0, und Ax: exakte Werte
Pk und Ag: gerundete Werte

Aber: p, und Z,; werden aus den gerundeten Werten p,_4 und Ay _ 1
berechnet.

E,; und E, seien die zugehorigen Ellipsoide

Sei o eine obere Schranke fur den absoluten Rundungsfehler, also
Hpk — EI;HOO < ound HAK - AkHoo < 9.

Beim Runden der Eintrage in Z,; sorgen wir dafur, dass die Matrix
symmetrisch bleibt.
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Letrk:Ak—Z;/(andAk:pk—b;.

Es sei || - || fur Vektoren die Euklidische Norm und fir Matrizen die
induzierte Operator-Norm.

Kdnnen annehmen:

Fir jedes x € K gilt (x — Be) Ax (X — ) < 1

FOr px und Ay muss das aber nicht gelten.

= VergroBere das Ellipsoid in jeder Iteration leicht durch Skalierung
von A, um den Faktor o = 1 + m

= Ersetze Z;; durch /ﬁl/{ (und nenne das Ergebnis wieder Z,/(!).

7

Dann: 5, ¢ < £ - R W
L e 1 2n° +2n 1
(X =Pk) A (X = Pi) = - 1 52 on T < T2



Esqilt #+ «<«#:

—1
(X —p) A (x—pk) = (x—pe)'Ac (x—px)+
P

(x — ) (A — A )(x — px).

Beschrankung der Summanden: ~. —
e K-t = (= F)~( Pl = Prc)
(x — pk)'Ax (X — Px)

S i S . 1
(x — pk)'Ac (X — px) J1r 2AL A (x — pr)| + ALAc A
|

< 1= 2 Akl 1A (R+ 1Bl + 1AKI2 - 1A
< 1 v 2yns [|Ac | (R+ 1Bl + no?| A |-
Und:
(x — p)U AT = A )(x — pr)
< lx—pel2- 1A - A
< (R+|pkl)? AE1(A/<—Z//<)Z//<_1H
< (R+ D2 1A - 1Ak - Tl
< (R+ D2 1A - 1A - no
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— 1 _ ~ 1
s > 2Vn6 A || (R+IIpkl) + no? A |
3 —~— 1

HR+ [pe)? 1AL - VA 1o
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Auswirkungen der Skalierung auf das Volumen

Ex.1 gehore zur skalierten Version von Ay:

VO|(E/(\+/1) A 1 - 1 1 9
< e 2+ [ 1 + < @ 2nt1) @4ntl) — @ 4(n+1) .
VO|(Ek) o \,%w .
Dann -

VOI(Ex41) VOl(Ek+1) VOI(Ex1) <e T \/det Ak+1Ak+1 1)

vol(Ex)  VOl(Ex) vol(Exyy)

Es qilt
—~ —1 —~— —~——1
det(Ak+1Akt1 ) = det (In + (Ak+1 — Akt1) Akt )
(*) .
< lh+ (Akpr — Ak )A1k+1 "
< (14 ITkpa]f - \|/14k+1 )"
< (4 m|Ag )
= e ol At I

wobei Ungleichung () daraus folgt, dass far eine n x n-Matrix A mit Spalten
ai,...,angilt: | det(A)| < I, |lai|l (siehe Ubungen).
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Daraus folgt:

P
VOI(Ex+1) = e_4(n1+1) .e%n25”Ak+1 I,
VO|(Ek) B

B . 1
= Wenn 30[|Ac1 | < 8(n1T)3 gilt, dann folgt nglf,’;-:;) < @ B

— 1
MNAk1 || < 707

< TP
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= Unser Ziel ist 6 so zu wahlen, dass die folgenden Ungleichungen

gelten:
—~ 1 _ ——1 B
. 2\@1 A Il (R+1lpkll) + no?| Ax [l + (R + [lpxlD? 1A
Ac lInd < 4
—~ 1
e 0[[Akr1 || < 4(,,1T)3
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Es sei in lteration k der ELLIPSOID-METHODE § < - gewahit. Dann
gilt:

(a) A ist positiv definit.

)
(b) [lpell < R2¥, IIBw]l < Rk,

©) Il < RR2, | Adl| < RR2K.

(d) A1 < R-24k, | A || < R-24k,
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Beweis:

Es qilt
Z\/_1 B n2 —11 A_-| n 2 éét \
SN P n—1 afAka
\pos. def. )
pOS. sem/def

— N —

= Ai1 Ist positiv definit
= Ak 1 = nz”: wu(Ax — n+1 bkbl,) ist positiv definit.

Zeige induktiv: o
. " . 4 — —
o A ist positiv definit und I/,4k /> ;/:":/ | hm/{ LAL
o ||Ac|| < RT24K, N i
: 4 N
Es gilt: || 525 || = 22 < (min{x'Acx | x| = 1})7" < |47
Daher:

— —1 n° —11 23!
A < A, < -
e < Tt (1014 2 I ) <314
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