Vollstandige Unimodularitat
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Theorem (Hoffman und Kruskal)

Ein ganzzahlige Matrix A ist genau dann TU, wenn flr jeden
ganzzahligen Vektor b das Polyeder {x € R" | Ax < b, x > 0}
ganzzahlig ist.

Beweis: A ist genau dann TU, wenn |/, A| unimodular ist.

Sei b ein ganzzahliger Vektor.

= Die Eckenvon {x € R" | Ax < b, x > 0} sind genau dann
ganzzahlig, wenn die Ecken von {z € R™"" | ||, A|z = b,z > 0}
ganzzahlig sind.

Die Aussage folgt aus dem vorigen Theorem. ]



Vollstandige Unimodularitat

Eine ganzzahlige Matrix A ist genau dann vollstandig unimodular,
wenn fur alle ganzzahligen Vektoren b und ¢ die Optima fur beide
Seiten der Dualitats-Gleichung

max{c'x | Ax < b,x > 0} = min{b'y | Aly > ¢,y >0}

von ganzahligen Vektoren angenommen wird (wenn beide Optima
existieren).

Beweis: Folgt direkt aus Hoffmans and Kruskals Theorem.
Denn A ist genau dann TU, wenn A’ TU ist. O
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Vollstandige Unimodularitat

Eine ganzzahlige Matrix A ist genau dann TU, wenn das
Ungleichungssystem Ax < b, x > 0 fur jeden Vektor b TDI ist.
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Vollstandige Unimodularitat

Eine ganzzahlige Matrix A ist genau dann TU, wenn das
Ungleichungssystem Ax < b, x > 0 fur jeden Vektor b TDI ist.

Beweis:

“—:" Wenn A TU, dann ist A’ TU.

Hoffmans und Kruskals Theorem: min{b'y | A'ly > ¢,y > 0} wird flr
jeden Vekor b und jeden ganzzahligen Vektor c, fur die das Minimum
endlich ist, von einem ganzzahligen Vektor angenommen.

= Ax < b, x > 0 ist flr jeden Vektor b TDI.
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Vollstandige Unimodularitat

Eine ganzzahlige Matrix A ist genau dann TU, wenn das
Ungleichungssystem Ax < b, x > 0 fur jeden Vektor b TDI ist.

Beweis:

“—:" Wenn A TU, dann ist A’ TU.

Hoffmans und Kruskals Theorem: min{b'y | A'ly > ¢,y > 0} wird flr
jeden Vekor b und jeden ganzzahligen Vektor c, fur die das Minimum
endlich ist, von einem ganzzahligen Vektor angenommen.

= Ax < b, x > 0 ist flr jeden Vektor b TDI.

‘<" Es sel Ax < b, x > 0 far jeden Vektor b TDI.

= Das Polyeder {x € R" | Ax < b, x > 0} ist fir jeden ganzzahligen
Vektor b ganzzahlig.

Mit Hoffmans und Kruskals Theorem folgt, dass A TU ist. O
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Vollstandige Unimodularitat
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Theorem (Ghoulia-Houri)

Ein Matrix A = (a;)i=1,.m € Z"*" ist genau dann TU, wenn fir es jede

= n
Menge R C {1,...,n} Mengen R; und R, mit R = R{UR, gibt, sodass
far jedes i € {1,..., m} gilt:

Za,-j— Za,-je {—1,0,1}.

JER; JE€R:




Vollstandige Unimodularitat

Beweis:
“=:”8Sei ATUund R C {1,...,n}. Definiere d € {0,1}" durch

d — 1 forreR
"7 10 forrc{1,...,n}\R

A
Aist TU. = ( —A ) ist TU.

I
= Das Polytop

P {XER” | Ax < {%Adw JAX > {%AdJ X <d, x> O}

Ist ganzzahlig.
Wegen 1d € P gilt P + 0.

Sei z eine ganzzahlige Ecke von P.
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Vollstandige Unimodularitat

Beweis (Fortsetzung):

= Flrjedes/c {1,...,m} qilt
n _1 n | 1 1 n
2. 4% < |32 @%| <5+32 4
J=1 J=1 J=1

und
n 1 n 1 1 n
;aifZJZ E;aijdj z—§+§;aydf--

n
= —1< > ag;(d —2z) <1.
j=1
Definiere Ry . ={re R|z =0}und R :={re R| z =1}.
Far /e {1,..., m} folgt

n
Sa - aj = aid —2z) € {-1,0,1}

JER JERL =1
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Vollstandige Unimodularitat

Beweis (Fortsetzung):

“<~: Annahme: Fur jede Menge R C {1,...,n} gibt es Mengen

Ry, R> € R mit R = R{UR, wie im Theorem.

Zeige induktiv in k: Jede k x k-Untermatrix von A hat Determinante
—1, 0 oder 1.

Far k = 1 folgt das aus der Voraussetzung fur |R| = 1.

k) eine Untermatrix von A.

.....

O.B.d.A: B ist regular.
Cramersche Regel: Jeder Eintrag von B~ ist %E;tt((%)), wobei B’ aus B

entstehe, indem ein Spalte durch einen Einheitsvektor ersetzt wird.
Induktionsvoraussetzung: det(B’) € {—1,0,1}.

= Alle Eintrage von B* := (det(B))B~ " sind in{—1,0,1}.

Sei b* die erste Spalte von B*.

= Bb* = det(B)ey (e1: erster Einheitsvektor).

Definiere R := {j € {1,...,k} | bj # 0}.

Farie {2,...,k} gilt 0 = (Bb*); = }_ g bjb;, daher ist

[{j € R | b; # 0}| gerade.
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Vollstandige Unimodularitat

Beweis (Fortsetzung):

Se|{l—? R; U}Rg, sodass } icp, bj — > _icp, bj € {—1,0,1} fUr alle
I {1

= Flr/ e {2 k} gilt (weil |{j € R | b; # 0}| gerade ist):
ZjEl’:‘t’1 If Z €R, ’/ = 0.

Wenn auBerdem Zleﬁ1 bij — >_jep, b1j = 0 ware, dann waren die
Spalten von B nicht linear unabhangig.

wobei der Vektor x € {—1,0, 1}* definiert sei durch:

(1 for j € Ry
Xi=4q —1 forjec Ry
0 forje {1,...,k} \ R

\

= b* = det(B)B~'e; ¢ {det(B)x, —det(B)x}.
Aber b* und x sind Nicht-Null-Vektoren nur mit Eintragen —1,0,1.
= det(B) e {—1,1}. O
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Vollstandige Unimodularitat

Beispiele: Inzidenzmatrizen

Die Inzidenzmatrix eines ungerichteten Graphen G ist die Matrix

AG = (av,e) veV(G) mit
ecE(G)

- 1, ifvee
P10, ifvee

Die Inzidenzmatrix eines gerichteten Graphen G ist die Matrix
Ag = (av.e) vevia) mMit
ecE(G)
(1, ifv=x
av,(x,y) = < 1, if v = y
\ O’ If 4 Q/ {Xa .y}
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Vollstandige Unimodularitat

Die Inzidenzmatrix eines ungerichteten Graphen G ist genau dann TU,
wenn G bipartit ist.

Die Inzidenzmatrix eines gerichteten Graphen ist TU. \
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Schnittebenen-Verfahren
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Schnittebenen-Verfahren
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Schnittebenen-Verfahren

Sei P C R" eine konvexe Menge. Sei M die Menge aller rationaler
Halbrdume H = {x ¢ R" | ¢!x < §} mit P C H. Definiere

P = ﬂ H,.

HeM

Setze P(©) .= Pund P(+1) .= (PO fiir i e N\ {0}. PU) ist die i-te
Gomory-Chvatal-Stutzung (Gomory-Chvatal-truncation) von P.

pocacllecs - s o F2zp7e pP= 2 A

74.:/' j@cfps /»q(:ec a/e &/f/ez/@/ /O
Alse: Ftls PP, Ao FP=r'= P

=
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Schnittebenen-Verfahren
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Lemma

Sei H = {x ¢ R"| ¢'x < §} ein rationaler Halbraum, sodass die
Komponenten von c tetferfrentd sind. Dann gilt
Hi=H = {x € R"| c'x < [3]}.°\_
~N .
{( ¢ {"%{/(g_,\c/p 56"‘;**‘ 2‘*4/01_\
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Schnittebenen-Verfahren

Sei P = {x € R" | Ax < b} ein rationales Polyeder. Dann gilt

P = {x € R" | u'Ax < |u'b] firr alle u > 0 mit u'A ganzzahlig}.
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