Korollar

Wenn das lineare Programm max{c'x | Ax < b} zulassig und
beschrankt ist und das Polyeder P = {x € R" | Ax < b} spitz, dann
gibt es eine Ecke x’ von P, sodass c¢'x’ = max{cix | Ax < b}. [

~
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Kegel
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Theorem (Carathéodorys Theorem)

Wenn X C R” eine endliche Menge von Vektoren und ¢ € cone(X) ist,

dann gibt es linear unabhangige Vektoren a4, ..., ax € X, sodass
c e cone({ai,...,ax}).

Beweis: Sei {a1,...,ax} € X-emeinklusionweise minimal mit

c e cone({ai,...,ax}).

k
= d\,..., x>0:c= ) \a.

=1
Behauptung: Die Vektoren ay, ..., ax sind linear unabhangig.

k

Falls nicht, dann gibt es Zahlen ~4, ...,y mit > ~;a; = 0.
=1

Konnen annehmen: Wenigstens ein ~; ist positiv.

Wabhlte 0 maximal, sodass \; —ov; > Ofaralle i e {1,..., k}.
Dann qilt fir mindestens ein/ e {1,... k}: \j — o7, =0.
k

= Cc = » (A — o7j)a; ist eine Darstellung von ¢ mit weniger Vektoren.
=1
Widerspruch zur Minimalitat der Menge {a1, ..., ax}. O
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Theorem (Fundamentalsatz der linearen Ungleichungen)

Es seien a¢....,amn. c € R” Vektoren und ¢ die Dimension des
Unterraums von R”, der von den Vektoren a1, ..., a,, ¢ aufgespannt
wird (d.h. t ist der Rang der Matrix, deren Zeilen &., ..., a.,, ¢’ sind).
Dann gilt genau eine der folgenden Aussagen:

(a) ¢ kann als nicht-negative Kombination von linear unabhangigen
Vektoren aus a.. ..., a, geschrieben werden.

(b) Es gibt eine Hyperebene {x € R" | u'x = 0} (flr einen vom
Nullvektor verschiedenen Vektor u € R"), die t — 1 linear
unabhéngige Vektoren aus ay, ..., a, enthélt, sodass alu > 0 fur
ic{1,...,m}und clu < 0.
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Theorem (Farkas-Minkowski-Weyl Theorem)
Ein Kegel ist genau dann polyedrisch, wenn er endlich erzeugt ist.
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Polytope
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Polytope

Eine Menge X C R" ist genau dann ein Polytop, wenn es die konvexe
Hdlle von einer endlichen Menge von Vektoren in R” ist.

Beweis: ‘="
Sei X = {x € R" | Ax < b} # () ein Polytop.
Schreibe X als X = {x e R" | () € C} , wobei X
. )<<
c- {( ) c R ]AZO,AX—)\bgO}.
A A =
— C ist ein polyedrischer Kegel. Ke X A=

= C wird erzeugt von endlich vielen Vektoren (11),.... (). 77 =4 Gk oy=y
X ist beschrénkt = C kann keinen Vektor (%) mit(x 4 0 und \ < O)enthalten.

= Kénnen annehmen: alle )\; sind positiv (fir i € {1,..., k}). = CrdeeX
Mit Skalierung kdnnen wir annehmen: \; = 1 faralle i € {1,... k}. Ll ol s
= X X X

xeX& duy, ..., u >0 1) = H T Uk 1]

= X =conv({x1,...,Xk})-
102



