Essei P C {x € R" | Ax = b} ein nicht-leeres Polyeder der Dimension
n —rank(A). Es sei A'’x < b’ ein kleinstes Ungleichungssystem,
sodass P = {x € R" | Ax = b, A’x < b'}. Dann ist jede Ungleichung in
A'x < b’ facettenbestimmend fir P und jede Facette von P wird durch
eine Ungleichung von A'x < b’ gegeben.




Korollar

Sei P C R" ein Polyeder.

(a) Jede Flache F von P mit F # P ist der Schnitt von Facetten von
=

(b) Die Dimension jeder Facette von P ist dim(P) — 1. O
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Minimale Flachen




Minimale Flachen

Definition

Eine Flache F eines Polyeders P hei3t minimale Flache, wenn es
keine Flache F' von P mit " C F gibt.

Essei P = {x € R"| Ax < b} ein Polyeder. Eine nicht-leere Menge
F C P ist genau dann eine minimale Flache von P, wenn es ein
Teilsystem A'x < b/ von Ax < bmit F = {x € R" | A/x = b’} gibt.
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Minimale Flachen

92

Essei P = {x € R"| Ax < b} ein Polyeder. Dann haben die
minimalen Flachen von P Dimension n — rank(A).

Beweis: Sei F eine minimale Flache von P = {x € R" | Ax < b}.

= Fkannals F = {x ¢ R" | AAx = b’} geschrieben werden (flr ein
Teilsystem A'x < b/ of Ax < b). Keeseeo occeeli ol " leice
Ciglerclng "'~ ALZE ' F teclopele .

Annahme: rank(A") < rank(A).

= Man kann eine weitere Nebenbedingung a'x < 3 aus Ax < b zu

A x < b’ hinzufligen, sodass a' von den Zeilen in A’ lin. unabhangig ist.
Dannist {x ¢ R" | Ax = b/, a'x = 3} C F eine Flache von F und
somit auch eine von P. Widerspruch zur Minimalitat von F.

= rank(A’) = rank(A).
= dim(F) = n—rank(A") = n — rank(A). O
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Proposition

Essei P={x € R" | Ax < b} ein Polyeder und x’ € P. Dann sind die
folgenden Aussagen aquivalent:
(a) x’ ist eine Ecke von P.

(b) Es gibt ein Teilsystem A'x < b’ von Ax < b aus n Ungleichungen,
sodass die Zeilen von A’ linear unabhangig sind und
{xX'} ={x e P| Ax =b'} gil.

(c) x’ kann nicht als Konvexkombination von Vektoren in P\ {x’}
geschrieben werden.

(d) Es gibt keinen vom Nullvektor verschiedenen Vector d € R"”, fur
den {x' + d,x’ — d} C P qilt.

Minimale Flachen
Propositon




EC"—V"‘S: (f(ce) @>(é)“ _EF : /‘;?[ "7pr_..a¢,4 [’/0(»;0-\

clme Eclbe e P, (ieeme e eie
Tels o s€ec. 46 =€ tee A=g .- &
E'h G e 25 Ao =88 lLiccee ofilix)
—c
ol des ogeicalecl 2. (&)
”/é/ — (C)I/ Se: A =€ e Telsysleen  acs
LA (/s—«g/e’ocﬁ 2 Lo~ /4/('féz eSS C‘/f'(
2ele~ Le~ A (i aea. oc«aéééms}% ¢ ol el

el = (e b A =6"%



/{L—-L—\Ové»l/»?-- ,e/ I(C.l--'-\ C‘;/S k’oé—\bf{[’cc\é/'gt‘(

s - 7
Z /Z‘. /k(') C y-e/(((c(,e’—.. /(( >é /({/(/’5
(=

Sesef e ‘el e tireclen (olee A, > o A e, €]
K .

oz,c/ Z /Z: = ) tp tq C.{A/(') < ﬂ 74:(/
iz A

(cqemdcine  Ungfeiebers, e =6 i Alese”

C/‘-a( ,.é 4/-'!/4; S?/((H W‘;I/(-('(( (Kaéﬂf—‘\ e b €

a‘,e’:%/z; &€ < f g

<«
= &V el AT =527 AL
e, Ky 74



e )=l )" e (o't £ - AR EP, e

' R D e )l K)) = 4 ke, e
e b€ nlome cee Lahione i Pice
3»5::-(;,}(—\ pcte., Kolls o= <
/’/C’/) =&, <. 47 <487 .. temexcioealss
les 5 5 e cee ALevL w7 A e’=p5’
Ao b e (. A" <ae <5 0l

(i ore UL_QKC\ZP\% ‘s e Pe-lodce Floves .

- £¢ g»é?/ P A V-eél/ck @(, ('(e& Oaﬂcgﬁ‘\é/
R e c«//?g ?f./f&-. eC —~ /4/ 91/6(7(



=3 Fle jedes £ > o€ Feecd)

= A'Ce'—el) = &'
Tov jede Cigleilecg T e £, e
Ax =& abec wicld o A e=g7 (iegH,

i,(?( Q%X "< é
4
-—_— -E;",, AI/‘/\,-e.’c(,e b\o/ /(/(me( ¢ 6’711.“/%"—'

/(,“f’ {C/ QAC/ £ r— ga/ Cn,("( 6}//( /‘ﬁpgp

OL—S/qv'C(l/‘-g-(‘« ) — (/(’ :f c:///(//h E'o/{g /"
7



Minimale Flachen

Definition

Ein Polyeder heif3t spitz (pointed), wenn es leer ist oder alle seine
minimalen Flachen Dimension 0 haben.
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Korollar

Wenn das lineare Programm max{c'x | Ax < b} zulassig und
beschrankt ist und das Polyeder P = {x € R" | Ax < b} spitz, dann
gibt es eine Ecke x’ von P, sodass c¢'x’ = max{cix | Ax < b}. [
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