TDI-Systeme

Sei P={xecR"| Ax < b} mitAc Q""" und b e Q". Dann sind die
folgenden Aussagen aquivalent:

(a) P ist ganzzahlig.
(b) Jede Flache von P enthalt mindestens einen ganzzahligen Vektor.

(c) Jede minimale Flache von P enthalt mindestens einen
ganzzahligen Vektor.

(d) Jede Stutzhyperebene von P enthalt mindestens einen
ganzzahligen Vektor.

(e) Jede rationale Stutzhyperebene von P enthalt mindestens einen
ganzzahligen Vektor.

(f) max{c'x | x € P} wird fir jeden ganzzahligen Vektor c, fir den
das Maximum endlich ist, von einem ganzzahligen Vektor
angenommen.

(g) max{c'x | x € P} ist fUr jeden ganzzahligen Vektor c, fir den das
Maximum endlich ist, ganzzahlig.
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XL A\

Definition:

Ein Ungleichungssystem Ax < b heif3t vollstandig dual ganzzahlig
(totally dual integral, TDI), wenn das LP min{b'y | Aly = ¢,y > 0}
fir jeden ganzzahligen Vektor c, fur den das LP zulassig und
beschrankt ist, eine ganzzahlige Optimallésung hat.
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Seien Ac Q™ "7und b € Z", sodass Ax < b TDI ist. Dann ist das
Polyeder P = {x € R" | Ax < b} ganzzabhlig.
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Seien Ac Q™ "7und b € Z", sodass Ax < b TDI ist. Dann ist das
Polyeder P = {x € R" | Ax < b} ganzzabhlig.

Beweis: Ax < b TDI = min{b'y | Aly = ¢,y > 0} ist fiir jeden
ganzzahligen Vektor c, far den das Minimum endlich ist, eine ganze
Zahl.

Pl hax{clx | Ax < b} ist fir jeden ganzzahligen Vektor c, fiir den

das Maximum endlich ist, eine ganze Zahl.

Wegen “(g) = (a)” aus dem vorigen Theorem folgt: P ist ganzzahlig. O
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Wenn Ax < b TDI ist und a’x < 3 firr jedes x € R” mit Ax < b erfillt
ist, dann ist das System Ax < b, a'x < 3 auch TDI.
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Wenn Ax < b TDI ist und a’x < 3 firr jedes x € R” mit Ax < b erfillt
ist, dann ist das System Ax < b, a'x < 3 auch TDI.

Beweis: Sei Ax < b TDlund a‘x < /3 wie im Satz.

Sei ¢ ein ganzzahliger Vektor, fir den das LP
min{bly + B~ | Aly +~va=c,y > 0, > 0} zuldssig und beschrankt ist.

—
min{b'y + 8~ | Ay +va=c,y >0,y > 0}
= max{cix | Ax < b,a'x < g}
= max{c'x | Ax < b}
= min{b'y | Ay =c,y >0}
Das letzte LP hat eine ganzzahlige Optimallosung y*. Zusammen mit

v* = 0 liefert das eine ganzzahlige Optimallosung des ersten LPs. O
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Wenn Ax < b, alx < 3 TDI ist und a ganzzahlig, dann ist
Ax < b, alx = 8 TDI.
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Wenn Ax < b, alx < 3 TDI ist und a ganzzahlig, dann ist
Ax < b, alx = 8 TDI.

Beweis:
Sei ¢ ein ganzzahliger Vektor, flr den

max{cix | Ax < b, a'x = 3}

— min{bly + B —p) | y =0, Au=0,Ay + (A\—pma=c}

endlich ist.
Seien x*, y*, \*, u* primale und duale Optimallésungen. Sei ¢ := c+ [p*]a.
—

max{Cix | Ax < b, a'x < 3}

— min{bly + B\|y >0,)A>0,Aly + \a= ¢} (18)

Ist endlich, weil x* eines zulassige Losung der Maximierungsproblems und
y und \* + [ | — u* eine zulassige Losung des Minimierungsproblems sind.
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Beweis (Fortsetzung):
Ax < b,a'x < (ist TDI = das letzte Minimierungsproblem hat eine
ganzzahlige Optimallésung y, A.

= y =y, )=\, u:= [p*] ist eine ganzzahlige Optimalldsung fiir das
Minimierungsproblem in (17), denn:
Die LOsung ist offenbar zulassig, und ihre Kosten sind:

b'y + B\ —[u*]) = b'y+8A—B[u
< by + B+ [p*] = p*) = Blw"

/: bty*—l—ﬁ()\*—/i*).
*: 2*19 Q\—r’_’ =< ;qY €, 70/4;‘\3 g'.S'{ (9—;;‘5

v T 5 ¢
c(gg A s enn €0'¢/\~S§ pkeﬁkf Fam (/_)8 ) C o7 y/ ,? 5/
e —e 0/7?/« O ﬁ/s e 5 .
= Das Minimierungsproblem in (17) hat ganzzahlige Optimallésung.

= Ax < b, a'x = Bist TDI. O
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TDI-Systeme

Eine endliche Menge {vy. ..., v;} von Vektoren heil3t Hilbert-Basis,
wenn jeder ganzzahlige Vektor cone({vy, ..., v;}) als nicht-negative
ganzzahlige Linearkombination von vy, ..., v; geschrieben werden
kann.
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TDI-Systeme

Jeder rationale polyedrische Kegel wird durch eine ganzzahlige
Hilbert-Basis erzeugt.

285



TDI-Systeme

286

Jeder rationale polyedrische Kegel wird durch eine ganzzahlige
Hilbert-Basis erzeugt.

Beweis:

Sei C ein rationaler polyedrische Kegel.

= C wird von rationalen Vektoren by, ..., by erzeugt.
Konnen annehmen: die Vektoren by, ..., by sind ganzzahlig.

H bestehe aus allen ganzzahligen Vektoren in

k
P:{Z)\,-b,-\Og)\,-§1fori€{1,...,k}}.

=1

= H ist endlich.
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Beweis (Fortsetzung):
Behauptung: H ist eine Hilbert-Basis, die C erzeugt.

Denn: Wegen {by,.... b} C H C C gilt C = cone(H).
Sei b ein ganzzahliger Vektor in C.
= Es gibt nichtnegative Zahlen i1, ..., ux mit b = ZL 1ibj, also

K K
b= (Z i) bi> + > (i — L) )b
=

=1 =
Sanz Zc((r.\-’

[m :‘/i(ﬂi — LM/J)%Q #

b— | > Luilb;
=1
Ist ganzzahlig und eine Element von P.
= b kann als nicht-negative ganzzahlige Linearkombination von
Elements aus H geschrieben werden.
=- H ist eine Hilbert-Basis. O

= Der Vektor
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Notation: FUr ein Ungleichungssystem Ax < b und eine Flache F von
{x € R" | Ax < b}, heil3t eine Zeile von A aktiv, wenn die zugehorige
Ungleichung in Ax < b von allen Vektoren x € F mit Gleichheit erfullt
Ist.

Theorem:

Ein zulassiges Ungleichungssystem Ax < b ist genau dann TDI, wenn
fir jede minimale Flache F von P := {x € R" | Ax < b} die Zeilen von
A%, die in F aktiv sind, eine Hilbert-Basis bilden.

/-\

I 7
/(////A/}

288



TDI-Systeme

289

Beweis:

“=:" Sei Ax < b TDI. Sei F eine minimale Flache von P, und seien
ai,...,a; die Zeilen von A, die fur F aktiv sind.

Zu zeigen: {ay, ..., a;} ist eine Hilbert-Basis.

Sei ¢ ein ganzzahliger Vektor in cone({ay, ..., a:}).

Das Maximum in der Gleichung

max{c'x | Ax < b} = min{b'y | Aly = ¢,y > 0} (19)

wird von jedem Vektor x in /£ angenommen.

Ax < b TDI = das duale Problem hat eine ganzzahlige Optimallosung
y.

Komplementarer Schlupf: Die Eintrage von y, die zu Zeilen von A
gehoren, die fur F nicht aktiv sind, sind 0.

= C Ist ganzzahlige nicht-negative Linearkombination von ay, ..., a;.
= a4, ..., a; Ist Hiloert-Basis.
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Beweis (Fortsetzung):

‘<" Annahme: Fur jede minimale Flache F von P bilden die fur F
aktiven Zeilen von A eine Hilbert-Basis.

Sei ¢ ein ganzzahliger Vektor, fir den die Optima in (19) endlich sind.
Zu zeigen: Das Minimum wird von einem ganzzahligen Vektor
angenommen.

Sei F eine minimale Flache von P, sodass von jedem Vektor in F das
Maximum in (19) angenommen wird.

Es seien ay, ..., a; die in F aktiven Zeilen von A.

Komplementarer Schlupf: ¢ € cone({ay,...,a:}).

ai,...,as ist Hiloert-Basis = ¢ = 5_/_, \;a; firr geeignete
nicht-negative ganze Zahlen A\, ... \;.

(A, ..., A¢) kann mit Nullen zu einem Vektor y € Z™ mit y > 0,

Aly = cund bly = x!Aly = ¢! x flr alle x € F erweitert werden.

= y ist eine ganzzahlige duakOptimalldésung. O
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Eine rationales Ungleichungssystem Ax < 0 ist genau dann TDI, wenn
die Zeilen von A eine Hilbert-Basis bilden.
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