Komplementarer Schlupf (Complementary slackness)
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Theorem (Komplementarer Schlupf fur Ungleichungen)

Seien max{cix | Ax < b} und min{b'y | Aly = ¢,y > 0} ein
primal-duales Paar von linearen Programmen. Dann sind fur x € R”

mit Ax < bund y € R™ mit Aly = cund y > 0 die folgenden Aussagen

aquivalent:

(a) x ist eine Optimallésung von max{c'x | Ax < b} und y ist eine
Optimallésung von min{b'y | Aly = ¢,y > 0}.

(b) cix = bly.

(c) yi(b— Ax)=0.
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Theorem (Komplementarer Schlupf far Ungleichungen mit

nicht-negativen Variablen)

Sei max{cix | Ax < b,x > 0} und min{b'y | Aly > ¢,y > 0} ein

primal-duales Paar von linearen Programmen. Dann sind flr x € R"

mit Ax < bund x > 0und y € R™ mit Aly > cund y > 0 die folgenden

drei Aussagen aquivalent:

(a) x ist eine Optimallésung von max{c'x | Ax < b,x > 0} und y eine
Optimallésung von min{b'y | Aly > ¢,y > 0}.

(b) cix = bly.

(c) y!(b— Ax) =0und x{(A'y — ¢) = 0.




Korollar

Ein zulassiges lineares Programm max{c'x | Ax < b} ist genau dann
beschrankt, wenn ¢ im konvexen Kegel ist, der von den Zeilen von A

erzeugt wird.
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Verscharfung durch komplementaren Schlupf:

Korollar

Es sei x eine Optimallésung des LPs max{c'x | Ax < b} und

v =(y1,...,¥m) eine Optimallosung des dualen LPs

min{b'y | Aly = c,y > 0}. Es seien &, ..., a, die Zeilenvektoren von
A. Dann liegt ¢ in dem Kegel, der von den Zeilen a; von A erzeugt
wird, fir die aix = b gilt.

Beweis: Es gilt

m
C= ZYIai = Z Yiéi,
=1

ie{1,....m}:alx#b,

da y; =0, falls alx < b; (far i € {1,...,m}). O
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Theorem (Starker Komplementarer Schlupf, Strict Complementary

Slackness)

Seien max{c'x | Ax < b} und min{b'y | Aly = ¢,y > 0} ein
primal-duales Paar von linearer Programmen, die beide zulassig sind.
Dann gilt fiir jede Ungleichung alx < b; in Ax < b genau eine der
folgenden Aussagen:

(a) Das primale LP max{c'x | Ax < b} hat eine Optimallosung x* mit
él;X>l< < b;.

(b) Das duale LP min{b'y | Aly = ¢,y > 0} hat eine Optimallésung
y* mit y* > 0.
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Seien max{c'x | Ax < b} und min{b'y | Aly = ¢,y > 0} ein
primal-duales Paar von LPs, die beide zulassig sind. Dann gibt es
Optimalldsungen x* und y* der LPs, sodass fir jede Ungleichung
alx < bjin Ax < b entweder a'x* < b; oder y* > 0 gilt.
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Anwendung: Das Max-Flow-Problem

MAXIMUM-FLOW-PROBLEM

Eingabe: Ein gerichteter Graph G, Kapazitaten v : E(G) — R,
Knoten s, t € V(G) mit s # 1.

Aufgabe: Finde einen s-t-Fluss f : E(G) — R~ mit maximalem Wert.

LP-Formulierung:

max Yo Xe— Y., Xe

ecds(s) ech (s)
s.t. Xe > 0 far e € E(G)
Xe < u(e) furee E(G)
Yo Xe— Y Xe = 0 farv e V(Q) \ {s, t}

ecis(v) eci (v)
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Das Max-Flow-Problem

Annahme: Keine Kanten eingehenden Kanten nach s oder
ausgehende Kanten aus t.

LP-Formulierung:

max > Xe
ecds(s)
s.d. Xe > 0 for e € E(G)
Xe < u(e) forec E(G)
Yo Xe— Y. Xe = 0 forve V(G)\ {s,t}
ecis(v) ecd (V)

Duales LP:

min >, u(e)ye
ecE(G)
s.d. Ye > 0 foree E(G)
Ye+zy,—2zw > 0 fore=(v,w)e E(G),{s, t}n{v,w} =10
Ye+2z, > 0 fore=(v,t)e E(G),v#s
Ye—2w > 1 fore=(s,w)ec E(G),w#t
Ye > 1 fore=(s,t)e E(G)




Das Max-Flow-Problem

Annahme: Keine Kanten eingehenden Kanten nach s oder
ausgehende Kanten aus t.

LP-Formulierung:

max >, Xe
ecds(s)
s.d. Xe > 0 for e € E(G)
Xe < u(e) forec E(G)
Yo Xe— Y. Xe = 0 forve V(G)\ {s,t}
ecis(v) eci (v)

Duales LP (vereinfacht):

min > u(e)ye
ecE(G)
s.t. YVe > 0 foree E(G)
Yet2zy—2zypy > 0 fore=(v,w)e E(G)
Zs = —1
Zt = 0




Das Max-Flow Problem

Annahme: Keine Kanten eingehenden Kanten nach s oder
ausgehende Kanten aus t.

LP-Formulierung:

max >, Xe
ecds(s)
s.d. Xe > 0 for e € E(G)
Xe < u(e) forec E(G)
Yo Xe— Y. Xe = 0 forve V(G)\ {s,t}
ecis(v) eci (v)

Duales LP:

min > u(e)ye

0 forec E(G)

0 fore=(v,w)e E(G)
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Das Max-Flow Problem

CDOD

(Max-Flow-Min-Cut-Theorem)

Sei G ein gerichteter Graphmit Kantenkapazitaten v : E(G) — R..
Es seien s, € V(@) zwie verschieden Knoten. Dann ist die minimale
Kapazitat aller s-i-Schnitte gleich dem maximalen Wert eines
s-t-Flusses.
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Die Struktur der Polyeder



Seien A € R™("K) ynd b € R™. Dann ist die Menge

P:{XER”HyeRk:AC/)gb}

ein Polyeder.

Beweis: Ubungsaufgabe O

Die Menge P = {x € R" [ 3y € R* : A(]) < b} heiBt Projektion von
{z e RMK| Az < b} auf R”.




Bilder von affin linearen Abbildungen

Korollar

Es seien A € R™", b e R™, D e RF*"und d € R¥. Dann ist
{yeRf|3xeR": Ax < band y = Dx + d}

ein Polyeder.

Beweis: Es qilt:

,

N\

yeRk|3xeR”:Ax§bandy:Dx+d}

) ) A 0 7 b
yeR|3Ix R D —I =1 @
! D Kk )V d /|

Die Aussage folgt damit aus der vorigen Proposition. O

_/\
N
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Sei P = {x € R" | Ax < b} ein nicht-leeres Polyeder und ¢ € R" \ {0}.
(@) FUrd := max{cix | x € P} < oo heiBt {x € R" | ¢'x = 6}
Stutzhyperebene (supporting hyperplane) von P.

(b) Eine Menge X C R" heif3t Flache (face) von P, falls X = P oder
falls es eine Stltzhyperebene H von P mit X = P N H gibit.

(c) Falls {x’} eine Flache von P ist, heil3t x’ Ecke (vertex) von P oder
Basislosung (basic solution) des Systems Ax < b.
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