Nachstes Ziel: Finde ein Zertifikat, das zeigt, dass ein
Gleichungssystem keine ganzzahlige Losung hat.

Eine m x n-Matrix A ist in Hermitescher Normalform, wenn sie in der
Form A = |B0| geschrieben werden kann, wobei B eine regulare
nicht-negative untere Dreiecksmatrix ist, sodass in jeder Zeile von B
der Diagonaleintrag der grof3te Eintrag ist.

Die folgenden Modifikationen von Matrizen hei3en elementare
unimodulare Spaltenoperationen:

o \ertausche zwei Spalten.
e Multipliziere eine Spalte mit —1.

e Addiere ein ganzzahligen Vielfaches eines Spalte zu einer
anderen Spalte.
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Jede Matrix A € Q<" mit Rang m kann duch eine Folge von
unimodularen Spaltenoperationen in eine Matrix in Hermitescher
Normalform gebracht werden.
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Korollar

Sei Ac Q™" "und b € Q™. Dann hat Ax = b genau dann eine
ganzzahlige Lésung x, wenn b’y fiir jedes y € Q, fiir das A'y
ganzzahlig ist, ganzzahlig ist.

A
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Beweis (Fortsetzung): “<”:
Es sei b'y ganzzabhlig fir jedes y € Q™, fur das A’y ganzzahlig ist.

= Ax = b muss zulassig sein, denn sonst gabe es nach Farkas einen
Vektor y € Q™ mit y'’A=0und y'b = —3.

= KOnnen annehmen: A hat Rang m.

Beobachtung: Die Aussage des Korollars gilt genau dann fur A, wenn
sie flr eine Matrix A qilt, die aus A durch Anwendung von elementaren
unimodularen Spaltenoperationen hervorgeht.

= Wir nehmen an, dass A in Hermitescher Normalform A = [B0] ist.
j@% B~1[B0] = [/, 0] ist eine ganzzahlige Matrix.

= Nach Voraussetzung (angewandt auf die Zeilen von B~ ") ist B~ b
ganzzabhlig.

—1 1
Wegen [B 0] < BO b ) = b ist der Vektor x := < BO b ) eine

ganzzahlige Losung von [B0O| x = b. O



TDI-Systeme

Sei P={xeR" Ax < b} mitAc Q™" und b € Q™. Dann sind die
folgenden Aussagen aquivalent:

) Pist ganzzahlig. 7=7%
Jede Flache von P enthalt mindestens einen ganzzahligen Vektor.

Jede minimale Flache von P enthalt mindestens einen
ganzzahligen Vektor.

Jede Stutzhyperebene von P enthalt mindestens einen
ganzzahligen Vektor.

Jede rationale Stutzhyperebene von P enthalt mindestens einen
ganzzahligen Vektor. 277.,\

max{c’x | x € P} wird far jeden Vektor c, fiir den das Maximum
endlich ist, von einem ganzzahligen Vektor angenommen.

(g) max{cix | x € P} ist flr jeden Vektor c,efl'Jr den das Maximum
endlich ist, ganzzabhlig.
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