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e aktive Beteiligung an den Ubungen

0.1 Wiederholung und Einfiihrung

0.1.1 Was geschah in Math Opt 1?7
AeQm™ " beQ™ceQm

e max{cT'z|A -z < b} Lineare Programme

e P={z|A -2 <b}

e Lemma von Farkas
= Dualitétssatz der Linearen Programmierung
max{c’ z|A -z < b} min b’ y|ATy = ¢,y >0

primales LP duales LP

Simplex-Algorithmus

e Ellipsoid-Methode, Karnakar Algorithmus

Praktische Probleme lassen sich oft durch lineare Programme modellieren
e LP

o Ganzzahligkeitsbedingungen

~> Ganzzahlige lineare Programm (engl. integer linear program (ILP))
max{clx|A -z < bx € Z"}

BEMERKUNG 0.1.1
Seien A,b,c wie oben. Die beiden Probleme max{c'z|A -z < b,x € Z"} und

max{cTz|A -z =b,x > 0,7 € Z"} sind polynomiell dquivalent. (sieche Ubung)

BEMERKUNG 0.1.2

Ist y € Q™ mity >0 und ATy = ¢, so gilt "'z = yT Az < yTb = by Daraus
folgt ,schwache Dualitit“max{c’ z|Az < b,z € Z"} < min{bTy|ATy = ¢,y >
0,y eZm™}

BEMERKUNG 0.1.3
Sidn A, b, c nicht rational, so existiert max{c’z|Ax < b,z € Z"} nicht linear.

BEMERKUNG 0.1.4
Das Lemma von Farkas legt die Aquivalenz der folgenden beiden Aussagen
nahe.

1. Az = b hat eine nicht-negative ganzzahlige Losung.

2. Ist yT A nicht-negativ und ganzzahlig, so ist auch y*b nicht-negativ und
ganzzahlig fiir alle y € Q™.

Dies ist aber i.a. falsch. Gegenbeispiel: A = (2,3),b = (1) Az = b &
(23)(z1,23) = 221 +329 = 1 hat keine nicht-negative Losung. y© A = (2y, 3y)2y, 3y €

No=y€eNoy==%="L3k=2)



Kapitel 1

Es geht los

1.1 Beispiele fiir ILP

BEISPIEL 1.1.1 (FARBUNGEN VON GRAPHEN)

(In der Vorlesung: Beispiel 1.1.1)

Menge von Aufgaben (Jobs). Zwischen ausgezeichneten Paaren von Jobs gibt
es die Beziehung, dass diese nicht gleichzeitig ausgefiihrt werden kénnen. Frage:
Wieviele Runden werden ,benétigt* um alle Aufgaben zu erledigen?

Sei G = (V,E) mit V = 1,2,...,n und E C (V,2)T ein ungerichteter Graph.
Eine Abb. f:V — 1,...,k mit f(u) # f(v)Vu,v € V mit u,v € FE nennt man
eine k-Fiarbung von G. Man interessiert sich fiir das kleinste k, fiir das G eine
k-farbung besitzt.

z; 1 = Ecke 7 hat Farbe k y, = Die Farbe k wird verwendet.

mind p_1 Yk >opey Tik = 1V1 < i <n (,jede Ecke ist gefirbt®) x; , — yp <
0v1 < i,k < n (,man farbt nur mit verwendeten Farben“) x4, k+x;, < V1 < i <
j<ni,j € ENL<k<n(,f(i)# f(j)Vi,j € B0 < ipyr < V1 <ik<n
ik, Y € ZV1 < i,k < n Lisst man nun die Bedingung ... wegfallen, so hat das
entstehende LP den optimalen Wert 1. (z;x = =,y = 1Vi, k)

BEISPIEL 1.1.2 (TRAVELING SALESMAN PROBLEM)

(In der Vorlesung: Beispiel 1.1.2)

Sei K,, = (V, E) der vollstindige Graph, d.h. V =1,2,...,n und E = (V,2)T.

Seic: E — R .. Gesucht wird eine Permutation w € Sy, so dass Z?:_ll e(m(i), (i 4+ 1))+
e(m(n),m(1)) minimal ist.

BeispieL 1.1.3 (MaxiMuM CLIQUE)

(In der Vorlesung: Beispiel 1.1.3)

Sei K,, = (V, E) wie in Bsp.[1.1.2.

Seic:V—->R,yundd: E—R,.

Gesucht wird eine Menge C C V, fiir die ¢(C) + d({e = {i,j}le € E,i,j € C})
maximal wird, wobei



und

d(E) = ZeEE c(e).
max{cT:v—&—dTy,cERLdeRf}
Ye—x; <OVi€ee e F
Ti+xj—Ye <1Ve={i,j} € E
0<z—4,y. <1
T,y €7Z

VieV,ee E
23.04.2004

1.2 Ganzzahlige Polyeder

DEFINITION 1.2.1 (GANZZAHLIGE HULLE)

(In der Vorlesung: Definition 1.2.1)

Seien A € R™*"™ b€ R™ und sei P = {x € R"|Azx < yb}. (P ist Polyeder)
Die ganzzahlige Hiille P; von P ist die konvexe Hiille aller ganzzahligen Vektoren
in Py, d.h.

Pr =conv({x € Plz € Z"})
Ist P = Pr, so nennt man P einen ganzzahligen Polyeder.

PROPOSITION 1.2.1

(In der Vorlesung: Proposition 1.2.2)

Seien A€ QM " beQ™,c€ Q™ und P = {z € R"|Ax < b}. Sei P; # 0.
Es gilt max{c’z|z € P} ist genau dann unbeschrénkt,

wenn max{c! z|r € Pr} unbeschrénkt ist.

BEWEIS PROPOSITION 1.2.1
=

< Sei max{c'x|Ax < b} unbeschrénkt.
= (Dualitéitssatz) Das duale Problem min{bTyly > 0, ATy = c} besitzt
keine zulédssige Lésung.
= (Farkas) 32 € Q" : cT2 < 0,42 > 0.
= oBdA z€Z".
Seiye Pr=y—k-z€ PIVk € Ny
> (y—k-2)=c"y—k- 'z —po 00
=0
= max{cTx|r € P;} unbeschrinkt.

SATZ 1.2.2

(In der Vorlesung: Satz 1.2.3)

Es sei P ein raionales Polyeder, d.h. P = {x ¢ R"|Az <b},Ae Q™" beQ™
Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. P ist ganzzahlig, d.h. P = P;



2. Jeder Schnitt einer Stiitzhyperebene von P mit P enthdlt ganzzahlige
Vektoren.

3. max{c'z|r € P} hat eine ganzzahlige Lisung fiir alle c, fiir die das Ma-
ximum endlich ist.

BEWEIS SaTz 1.2.1

1= 2 Sei H eine Stiitzhyperebene von P, d.h. H = {x € R"|a’x = 3} fiir ein
a€R™ BER mit HONP # () und aTx < gz € P.
Sei x € HN P. Da P = Py gilt, ist x eine Konvexkombination ganzzahliger
Elemente von Pj.
= Alle diese Elemente liegen in HNP = 1.)

2.) = 3.) Folgt sofort, da H = {# € R"|cT% = max{c’z|r € P}} eine Stiitzhy-
perebene von P ist = die Behauptung.

3.) = 1.) Da Pr konvex und abgeschlossen Ja, 3 : aTy > 3,a’x < 8Vx € Py.
= max{a’z|z € p} > max{aTz|x € P}
Widerspruch = Behauptung.

DEFINITION 1.2.3 (CHARAKTERISTISCHER KEGEL)

(In der Vorlesung: Definition 1.2.4)

Fiir einen nicht-leeren Polyeder P = {x € R™|Ax < b} sei der charakteristische
Kegel definiert durch

char cone(P) = {y € R"|z +y € PVx € P}

BEMERKUNG 1.2.4

(In der Vorlesung: Bemerkung 1.2.5)

Es gilt char cone(P) = {y € R"|Ay < 0}

Weiterhin gilt: Ist P = Q + C fiir Q = conv({x1,...,2})
und C = cone({y1,...,yx}), so folgt C = char cone(P).

BeEwEis BEMERKUNG 1.2.1
Wir zeigen char cone(P) = {y|Ay < 0}

L% Ist y € R™, 50 dass Ay < 0. Sei x € P.
= Alz+y)=Ar+Ay< Az <b=z+yeP
=y € charcone(P)

,C“ Sei y € charcone(P) mit Ay £ 0.Sei x € P.
=>x+yeP=ux+kyec PVkeNy
= A(z + ky) = Az + kAy £ b fiir k gofs genug.
= Behauptung.

Sarz 1.2.5 (MEYER 1974)

(In der Vorlesung: Satz 1.2.6)

Sei P = {x € R™| Az < b} ein rationaler Polyeder, d.h. A € Q™*™ b e Q™. So
folgt, dass Py ein Polyeder ist und charcone(P) = charcone(Pr).

Ubung: Dies gilt i.a. nicht fiir nicht rationale Polyeder.



BEwEIs SATZ 1.2.2
Sei P =Q + C wobei Q = conv({z1,...,2%}) und C = cone({y1,...,ys})-

C= {y|Ay§O} %Eyla-“ays e@n gyh-“vys eL".

Beh.: P; = (Q+B)1 +C

Da (Q + B) beschréankt ist, ist (Q + B); ein Polyeder und diese Behauptung
impliziert den Satz.

Beweis der Behauptung:

Zundchst: P C (Q + B); + C': Sei p ein ganzzahliger Vektor aus P.
=p=q+cqeQ,ceC’

c=b+c firbeBundcd €C,c e Z™.

(Tst e = 5o A = D Ll w30 = )we)

i=1

(S —
=c’ =b
=p=(q+
=q+b=p—C eZ”:>q+be(Q+B)
p=((1+ b)+ce(@+B)+C
2(Q+ B)+C%EBsgilt C =C; (Q+B); +C C P +C =P +C; C
( C)r=Fr

SaTz 1.2.6 (GORDAN 1873)

(In der Vorlesung: Satz 1.2.7)

Zu jedem rationalen polyhedralen Kegel C = {z|Axz > 0}, A € Q™*"™ existiert
eine Menge von ganzzahligen Vektoren {ay,...,a;}, so dass jeder ganzzahlige
Vektor in C eine nicht-negative ganzzahlige Linearkombination der Vektoren a;
ist.

(Eine solche Menge nennt man auch Hilbert Basis von C)

BEwEIS SATZ 1.2.3

Sei C' = cone({bs,...,b;}) mit by,...,b, € Z™.

Seien ay, ..., a; alle ganzzahligen Vektoren in {\1b1+- -4+ A\pbg|0 < A < 1V1 <
1 <k}

= cone({a,...,at}) =C

Sei b € C ganzzahlig = b = p1b1 + -+ - + pgbg fir py, ..., ux >0

= b =[] by + -+ (] b+ (2 — L2 ))or + - + (e + L] )b

und der Bektor b — |p1| by — - — |pg) bk = (1 — [pa] b1 + - + (g — | Ok
ist einer der Vektoren a1, ..., ax.

{b17--.,bk} Q{al,...,at}

= Behauptung
Ubung: Minimale Hilbertbasen sind eindeutig.

Lemma von Farkas A€ R™*" becR™

Ja: Az < b <= (y> 0,57 400 = y'b > 0)

Satz von Caratheodery Ist X CR"™ und z € cone(X)
=z € cone({z1,...,24}),1,...,24 € X linear unabhingig.



PRrROPOSITION 1.2.2

(In der Vorlesung: Proposition 1.2.8)

Hat das System Ax < b keine Ldsung, so existiert ein Teilsystem A'x < V' mit
héchstens n + 1 Ungleichungen, das keine Lésung besitzt.

BEwWEIS PROPOSITION 1.2.2

Ax < b hat keine Losung = 3y > 0,47 A= 0,y7b <0

= (0,0,...,0,47b) € cone({(al’,b;)]1 <i <m})wobei A = (——al——, ..., ——
ap, ——=)"

= (0,0,...,0,y7b) € cone({(al,b;)|i € {i1,...,i1}}), 1 <n+1

= Ax < b hat keine Losung.

SaTz 1.2.7 (BELL UND SCARF 1977)

(In der Vorlesung: Satz 1.2.9)

Seien ay,...,a, € R™ und by,...,b, € R. Hat das System alz < b;V1 <
1 < m keine ganzzahlige Ldsung, dann existiert ein Teilsystem mit hdchstens 2™
Ungleichungen, das ebenfalls keine ganzzahlige Losung besitzt.

BEWEIS Sarz 1.2.4

Wir nehmen an, dass das System a?w < b;V1 < i < m keine ganzzahlige Lésung
hat und minimal ist beziiglich dieser Eigenschaft.

=V1<j<mdzx; €Z" mita?xj <HVI<i<m,i#j

Wir nehmen an, dass m > 2"

Sei Z =Z™ Nconv(z,...,Tm)

Wir wéhlen v1,...,vm € R, so dass

1 v > min{asz|z € Z und asz > B IV1< f<m
2. Das System a?x < ;V1 < j < m hat keine Lésung in Z.

3. Die Zahlen ; sind geméf 1.) und 2.) so gewdhlt, dass Z;nzl v; maximal
ist.

Die Zahlen y; sind wohldefiniert.
— > Setzt man v; = min{ajzz cZ: LLJTZ > 6;1V1 < j < m so hat das System
aij < V1 < 5 < m so folgt Ijo:

Def, .
a};x > bj, (:i) a%x > v, Widerspruch

—>V1§j§mgilt7j§a?xj

Falls v; > ajrxj fiir ein 1 < j < m so folgt a;fpmj < ... = Die Menge aller
Vektoren (71, ...,vm) die 1.) und 2.) erfiillen ist # () und abgeschlossen.

Da i + - -+ + Y maximal ist, existiert V1 < j < m ein y; € Z mit a] y; = v,
und

aly; < V1 <i<myi#j

Dam > 2" gibt es 1 < k <1 <m mit y;, = y;( mod 2)
= 3(yx + w) € Z und af (3 (yx + w1)) = Widerspruch zu 2.) bei der Wahl der
Yi-

27.04.2004



FoLGErRUNG 1.2.1

(In der Vorlesung: Folgerung 1.2.10)

Sei ACR™*" h e R™ ¢ € R™

Ist max{cTz|Ax < b,z € Z"} endlich, so existiert ein Teilsystem A’z <V’ mit
héchstens 2" — 1 Ungleichungen, so dass

1.3

max{cTz|Az < b,z € Z"} = max{cT z|A'z <V x € Z"}

Einige Abschitzungen

LEMMA 1.3.1 (MINKOWSKI 1896)

(In der Vorlesung: Lemma 1.3.1)

Ist C = {z € R"|Az < 0} mit A € R™*" ein polyedraler Kegel, dann wird
C von einer Teilmenge Y der Menge aller Losungen der Systeme My = U

erzeugt, wobei M aus n linear unabhingigen Zeilen der Matrix <A) besteht

1

und V' = +e; fiir einen Einheitsvektor e; gilt. (C' = core(Y))

BEWEIS LEMMA 1.3.1
SeiY = {wy1,...,y.} die Menge aller Losungen der Systeme Mx = V' die zu C
gehéren.

(IA.) Fall I:

Ind. Schritt

C ={z e R"|Ax = 0}, d.h. C ist linearer Teilraum.
Sei C = {x € R"| A’z = 0} wobei A’ aus einer maximalen Anzahl linear
unabhéngiger Zeilen von A gebildet wird.

/

Sei I' eine Matrix die aus Zeilen von I besteht, so dass (I’

) eine reguldre

Matrix ist.

. .. A 0\ .. )
C wird erzeugt von den Lésungen von )T =1 fir b = *e;,j =
1,...,dimC

C ist kein linearer Raum. Sei a eine Zeile von A und A’ eine Teilmatrix
I

von A, so dass die Zeilen von ol linear unabhéngig sind und {z €

R Az =0,aTx <0} CC

N <s<t:Ay,=0undaTy, = -1
Sei z € C' beliebig. Seien ay, ..., a,, die Zeilen von A und setze:
T
= max{ 4 2 11 <i<m,aly, <0}

aT

i Ys

T
w=0.Seike{a,...,m} mit ;f; =p (afys <0)
Sei 2/ = 2z — pys. = 2/ € ' = {x € Clalxz = 0}

(aF2' = alz—palys =0). Seij € {1,...,m}\{k}. afz’ = a?z—,uafys =
= Fallunterscheidung
Per Induktion iiber die Dimension von C = C'" = cone(Y)



t
Z/ = Z)\iy,’ fiir )\i Z 0
i=1

=
¢
Npi= XA 20,0 =X > 000 #5) s 2= 2"+ pys :Z)\gyi
i=1
=
z € cone(Y) = C' = cone(Y)
SATZ 1.3.2

(In der Vorlesung: Satz 1.3.2)
Sei P = {x|Ax <b},A € Z™ ™ be Z™ und sei A der maximale Betrag einer
Teildeterminante von [Ab]. Dann gilt:

Pr =conv({xy,...,2:}) +cone({y1,...,ys})

wobei die Vektoren x1,...,%,,Y;,...,Ys ganzzahlig sind und alle ihre Kompo-
nenten maximalen Betrag (n + 1)A haben.

BEWEIS Sarz 1.3.1
Ist Pr # 0 = Behauptung
Sei

Pr #0,= core({y1,...,ys}) = charcone(P)
= {z|Az <0}

= (Lem [1.3.1l + Cramersche Regel) Jyi,...,ys € Z™ mit {z|Az < 0} =

core({ys, ..., ys})
und alle Komponenten der Vektoren y1,...,ys haben maximalen Betrag A.

Es gilt:

P =conv({z1,...,2k}) + core({y1,-..,ys})

wobel 21, ...,z Vektoren sind, deren Komponenten Quotienten von Teildeter-
minanten von [Ab] sind. Insbesondere haben alle Komponenten der z; maximalen
Betrag A.

Seien 1, ...,x: die ganzzahligen Vektoren in

conv({z1,...,2k}) + {Z wiyi0 < pyp < 1V1 <i < s}
i=1
und héchstens n der Zahlen 1, . .., pus sind von 0 verschieden.

Alle Komponenten der x; haben maximalen Betrag (14 n)A.
Wir zeigen: Pr = conv({x1,...,2¢}) + cone({y1,...,Ys})
Sei H : a¥x = b eine Stiitzhyperebene von P;(a’y < bVy € Pr, H N P; # ()
Es geniigt zu zeigen, dass H einen der Vektoren x1,...,x; enthdlt.



= H N Pr enthilt einen ganzzahligen Vektor x* € Z™.
Daz* € P:ax*0Aiz1 4+ -+ Apzi + payn + -+ + UsYs
WDl A1, ..oy Ay fl1, -+ s = 0,50 Ay = 1

und hiochstens n der p; # o sind.

Es gilt:

Sei & =Mz + -+ Aeze + (01— [pa])yr + - + (s — Lps])ys
=3 HNP; ze{ay, ...z}
= Behauptung
30.04.2004

Sarz 1.3.3

(In der Vorlesung: Satz 1.3.2)

Sei P = {x|Azx <b}, A€ Z™ " beZ™, A[Ab].
Dann gilt:

Pr = conv({xy,..., 2y} +cone({y1,...,¥s})
|cone({y1,...,ys})| < (n+ 1A
Ti,Y; € 7"

BEwEIs SaTz 1.3.2
Wird noch nachgetragen...

SaTZ 1.3.4 (CoOK, GERHARDS, SCHRIJVER, TARDOS 1986)

(In der Vorlesung: Satz 1.3.3)

Sei A € Z™*™ so dass jede Teildeterminante von A maximal den Betrag A hat.
Seibe R™ und c € R™,

Sind sowohl

1. max{cTz|Az < b} als auch
2. max{cTx|Arx < b,z € Z"}
endlich, so folgt

1. Zu jeder optimalen Losung y von (1) existiert eine optimale Losung z von
(2) mit der Eigenschaft
ly — 2l <nA

2. Zu jeder optimalen Lisung z von (2) existiert eine optimale Lésung y von
(1) mit der Eigenschaft
Iy — 2l <nA

BEwWEIS SAaTz 1.3.3

Wird noch nachgetragen...
04.05.2004
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Sarz 1.3.5 (WOLSEY 1981, COOK ET AL. 1986)

(In der Vorlesung: Satz 1.3.8)

Sei A € Z™*™, so dass jede Teildeterminante von A maximal den Batrag A
hat. Es existiert eine ganzzahlige Matrix M, deren Eintrdge alle maximal den
Betrag n®" - A™ haben, so dass zu jedem b € Q™ ein d existiert mit

{zr e R"Az <b}; ={z e R"|Mz < d}
Wichtig: Die Matrix M hédngt nur von A ab.

BEWEIs SaTz 1.3.4
Wir benutzen folgende Eigenschaft (folgt aus dem Beweis von Satz 2.19 aus
MOI)

cone({ay,...,am}) = {m|bjT:1c <OVl <j<s}
& cone({by,...,bs}) = {zlalz <OV1<i<m}
—aT—
Wir nehmen an, dass A # 0. Sei A = und sei C' = cone({aq, ...,am}).
T
—al -

Sei L={z€Z"||z| <nA}

Fiir jede Menge K C L sei Cxx = C N {y|zTy < 0Vz € K}.

Mit der obigen Bemerkung und Lemma [1.3.1) folgt, dass Cx = {y|Uy < 0} fiir
eine Matrix U deren Elntrége alle den maximalen Betrag n/AA haben.

L3 0y wird erzeugt durch eine endliche Menge G(K) genzzahliger Vektoren,

deren Komponenten alle maximal den Betrag n!(nA)™ < n™ - n™ . A"
haben.

Sei M die Matrix mit den Zeilen |Jxc; G(K). Da Cy = C (K = 0), sind
al,... al, oBdA Zeilen von M.

' m

Sei b€ Q" beliebig.

— Hat Ax < b keine Lisung, ergdnzen wir den Vektor b beliebig zu einem
Vektor d und erhalten {z|Mx < d} C {z|Az < b} =0

— Das System Az < b hat eine Losung aber besitzt keine ganzzahlige Lo-
sung.
Setze b = b — A'I, wobei A’ aus A durch bilden der Betrige aller Kom-
ponenten entsteht und I = (1,...,1)7.

Anmerkung: Az <V hat eine Lisung. Sei 7 : Az <V = Az +A'I<b
= Entsteht T durch Aufrunden aller Komponenten von &, so gilt AT <b
Widerspuch!.

Az <V hat keine Losung = ...
— Az < b hat eine ganzzahlige Losung. Fiir y € C sei 6, := max{y’ z|Azx <
bx € Z"}.

11



Beh.1:

{zAz <b}; = {z|ly"z <,y € U G(K)}
KCL

Dazu: ,,C“ sofort klar mit Def. von ¢,

DH

n=

oy

Beh.2:

Dazu:

4oy

Sei c ein beliebiger Vektor, fiir den max{c’z|Ax < b,z € Z"} be-
schrinkt ist und sei x* eine optimale Losung. Wir zeigen:
o<z ¥V z:yTa< Oy
v oye |J G(K)
KCL
Es folgt: max{Ax < b} ist beschrénkt.

Das duale LP min{bTy|ATy = c*',y > 0} besitzt eine zulissige Lo-
sung.

Jy>0:c=y"A=cecone({a;}) =C

Sei K ={z € L|A(z* + z) < b}

Tz<0Vze K

ce€Cr=3IN,>0,yeGK):c= 2yeG(R) MY

x* ist optimale Lésung von max{yTz|Ax < b,x € Z"}Vy € G(K).
Anm: (Dies gilt nicht) = 3z € K : y"z > 0. Widerspruch zur Def.
von Cr, G(K)

Behauptung
Beh2 * * *
Z Ay Oy = Z )\nyx =( Z )\yy)Tx =cl'z
yeG(K) yEG(K) yeG(K)
Die Ungleichung ¢’z < cT'z* ist nicht-negative Linearkombination
der Ungleichung y"x < 6,y € G(K)
Beh.1

1.4 Komplexitidt und Algorithmen

BEISPIEL 1.4.1 (SATISFIABILITY)
?? Boole’sche Funktion f : {0,1}" — {0,1}

r1VxoeV---Vx, =
L1 NT2 N Nx)y =
f =
f@) = flenoz)=\/ @=y
yef~1(1)
= V (@1 =) A2 =12) A A (@ = Ym))
y=(y1,-yn)EF1(1)
(Uﬁl—yl) =
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= Jede boole’sche Funktion ldsst sich in ,,Disjunktiver Normalform‘schreiben,
(zVyY) AzVw)=(zAz)V(zAw)V(yAz)V (yAw)

= Jede boole’sche Funktion lisst sich in ,,Konjunktiver Normalenform®“schreiben

f(z) = \/(/\(@/xi))

[ 2]

z.B. f(l‘l,l’g,.rg) = (.131 V xo \/.fg/.rg) A\ (.231 \Y 532/%‘2 V .133) N (:El/xl V xo V .733)

Satisfiability Problem
Geg.: Eine Boole’sche Funktion f in konjunktiver Normalenform.

Frage: Ist f = 07 ,Das Satisfiability Problem ist NP-vollstindig“= Alle Entschei-
dungsprobleme in der Klasse NP lassen sich auf Satisfiability zuriickfiih-
ren.

I1+$2+(17I3)
oy 4 (1 —22) + 23
(1—$1)+LL‘2+1‘3

0 S X1,T2,T3

IN IV IV IV
[ T

T1,%2,23 € Z

Ganzzahliger Polyeder
Geg.: AeZ™* " beZ™

Frage: 3z € Z" : Ax <7
07.05.2004

SaTz 1.4.2 (KHINDIN’S FLATNESS THEOREM, LENSTRA 1983)

(In der Vorlesung: Satz 1.4.2)

Zun € N existiert ein f, mit der folgenden FEigenschaft:

Es existiert ein polynomieller Algorithmus, der fiir ein Ungleichungssystem Ax <
b mit A€ Z™" und b € Z™ entweder eine ganzzahlige Losung oder einen
Vektor c € Z™ \ {0} findet mit

max{c’ z|Az < b} — min{c"z|Az < b} < f,

BEWEIS SATZ 1.4.1
Nicht in dieser Vorlesung.

FOLGERUNG 1.4.1 (LENSTRA 1983)

(In der Vorlesung: Folgerung 1.4.3)

Sein € N fest.

Es existiert ein polynomieller Algorithmus, der fiir ein Ungleichungssystem Ax <
b,A e Z™ ™ beZ™ entweder eine ganzzahlige Lisung oder entscheidet, dass
keine solche Lésung existiert.

13



BEWEIS FOLGERUNG 1.4.1
Induktion:

n —1—n Wende auf Az < b den Algorithmus aus Satz1.4.2 an.
Findet dieser ein x € Z"™ mit Ax < b sind wir fertig. Anderenfalls findet
erein c € Z™\ {0} wie in Satz[1.4.2.
oBdA seic=(ci,...,c,)T mit ggT({c1,...,cn}) = 1.
Sei p = {x|Ax < b}. Sei p = min{cT2|X € P}. Beachte: ju kann in poly-
nomieller Zeit berechnet werden.
Sei P, ={z € P|lcTz =t} fiirt = [u],[u]+1,..., [+ fu]. Jeder Vektor
x € P liegt in einem der P;.

T

Ubung: 3/ € Z=D>" mit: Z) ist unimodular.

Eis solches U kann in polynomieller Zeit gefunden werden.
Sei p : R"— >R" 1o Ux

Sei
7\ —1
a=pera(y,) (1) <n
t=Tul,. s [+ fal
. I\ /T
szePNZ :>A<u> <u>x§b
Nt
() (4
:>Z/{$€Qt

LUy c 71

vewna=a((i) () <o= () ()en
“ () ()=

~» Wir erhalten ([pu+ f,] — [p]) viele Probleme im Z "~ *.
= Aussage folgt per Induktion.

FOLGERUNG 1.4.2 (LENSTRA 1983)
Sei n € N fest. Es existiert ein polynomieller Algorithmus, der ganzzahlige
lineare Programme

max{c’z|Az = b,z € Z",x > 0} (1.1)
fiir rationale n-Spalten Matrizen A und rationale b und c Iost.

BEWEIS FOLGERUNG 1.4.2

Satz 1.4.3 (EISENBRAND 2002)

Ein ganzzahliges lineares Programm in fester Dimension mit Kodierungslin-
ge s, das durch eine feste Anzahl von Ungleichungen gegeben ist, kann in O(s)
elementaren arithmetischen Operationen auf rationalen Zahlen mit Kodierungs-
linge O(s) gelost werden.

14



Dynamische Programmierung (Bellman 1956 + 57, Dantzig 1997)
Sei M e Zm*" beZ™, ce L™

Wir wollen
max{c’z|Mz < b,x € Z"}
16sen.
Sei S eine obere Schranke fiir die Betrige der Komponenten von M und b.
Sei M = [mymy...my]und ¢ = (y1,...,v)%.

Ist (1.1) endlich, so existiert nach Satz [1.3.3 eine optimale Lésung x, deren
Komponenten alle maximal den Betrag (n + 1)(mS)™ haben.

(A <mlS™ < (mS)™)

Sei U = (n+ 1)S(mS)™.

Wir definieren einen gerichteten Graphen G = (V, A),|V| <00, ACV xV

V={0,...,n} x{-U,....U}
und

(4,07, (i,0") € A
—— N——
ev ev

& =7+ 10" =V +km,firein k € Z>g
Wir weisen dem Bogen ((j,b), (i,b")) die Liange —k-; zu.

LEMMA 1.4.4

Jede zulissige Losung © = (x1,...,x,)" von (1.1) deren Komponenten durch
(n+ 1)(mS)™ beschrénkt sind, entspricht ein-eindeutig einem gerichteten Weg
von (0,0) nach (n,b). Die Linge dieses Weges ist —c' x.

)T

BEwEIs LEMMA 1.4.1
miindl.

Satz 1.4.5 (PAPADIMITRIOU 1981)

(In der Vorlesung: Satz 1.4.7)

Seim € N fest.

Es existiert ein Algorithmus, der max{cTz|z > 0, Mz = b,x € Z"} fiir M €
27 b e Z™, ¢ € Z™ 16st und dessen Laufzeit polynomiell in n,size(c) und S
ist.

BEWEIS SATZ 1.4.2
miindl.

1.5 Total unimodulare Matrizen

DEFINITION 1.5.1 (UNIMODULAR)

(In der Vorlesung: Definition 1.5.1)

Eine Matrix A € Z™*™ ist unimodular, falls |det(A)| = 1.

Eine Matrix A ist total unimodular, falls jede Teildeterminante den Wert 0,1
oder —1 hat.

15



Sarz 1.5.2 (HOFFMAN UND KRUSKAL 1956)

(In der Vorlesung: Satz 1.5.2)

Eine ganzzahlige Matrix A ist ganau dann unimodular, wenn der Polyeder
{z|Az < b,x > 0} fiir alle ganzzahligen Vektoren b ganzzahlig ist.

FOLGERUNG 1.5.1

(In der Vorlesung: Folgerung 1.5.3)

Eine ganzzahlige Matrix A ist genau dann total unimodular, wenn fiir alle ganz-
zahligen Vektoren b und ¢ beide Optima in der Gleichung

max{c’ z|Az < b,z > 0} = min{b'y|ATy > c,y > 0}
in ganzzahligen Vektoren angenommen werden, falls sie endlich sind.

BEwEIS FOLGERUNG 1.5.1

miindl.
21.05.2004

1.6 Total Dual Integrality (TDI)

DEFINITION 1.6.1 (UNIMODULAR)
A € Z™*™ unimodular < det A € {+1,—1}.

Sein € N und p,q € {1,...,n} mit p # q.
Wir betrachten drei spezielle unimodulare Matrizen.
A = (aij)i<ij<n

o a;; =1Vi=j #p;a;; = —1,i=j = p;a;; = 0 sonst

o a;; =1Vi=j€{p,q}t;a;; =1{tir {i,5} = {p,¢};a;; = 0 sonst

o a;; = 1Vi = j;a;; = —1 fir (4,7) = (p, q); ai; = 0 sonst
Die Multiplikation einer Matrix mit einer dieser drei Matrizen von rechts ent-
spricht folgenden Operationen:

e Multipliziere die p-te Spalte mit —1

e Vertausche die p-te und die g-te Spalte

e Subtrahiere von der p-ten Spalte die g-te Spalte

Jede dieser drei Operationen nennt man unimodulare Transformation.

LeEMMA 1.6.2

(In der Vorlesung: Lemma 1.6.1)

Zu jeder rationalen Matrix A, deren Zeilen linear unabhéngig sind, existiert eine
unimodulare Matrix U, so dass AU = [BO0] fiir eine regulire Matrix B.

B 0
C D
regulire quadratische Matrix B. (U =1,D = A, B = C = leer)

Sei (91, ...,0x) die erste Zeile von D.

BEWEIS LEMMA 1.6.1
Ang. wir haben eine unimodulare Matrix U mit AU = (

) fiir eine

16



Wende unimodulare Transformationen so an, dass alle §; > 0 sind und Y°F_, §;
minimal ist.
OBdA gelte weiter 61 > -+ > 0.
= 01 > 0, sonst Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit der Zeilen von A.
= 52 =... 6k =0

0

Ersetze B durch B : unditeriere.

* ...k (51

LEMMA 1.6.3

(In der Vorlesung: Lemma 1.6.2)

Seien A € Q™*"™ und be Q™.

Das System Ax = b hat genau dann eine ganzzahlige Losung, wenn y'b ganz-
zahlig ist fiir alle y € Q™, fiir die yT A ganzzahlig ist.

BEwEIS LEMMA 1.6.2

DEFINITION 1.6.4 (FACE)

Es sei P = {z|Az < b} ein Polyeder.

Ein face von P ist entweder P selber oder der Schnitt von P mit einer Stiitzhy-
perebene, d.h. zu jedem face F von P mit P # F existiert ein ¢ mit F' = {z €
P|cTz = max{cTy|ly € P}}.

Ein face von P heifit minimal, falls es kein anderes face von P enthélt.

SaTz 1.6.5 (HOFFMANN UND KRUSKAL 1956)

(In der Vorlesung: Satz 1.6.3)

Sei P = {z|Az < b} ein Polyeder und () # F C P.

F ist genau dann ein minimales face von P, wenn F = {z|A’x = V'} fiir ein
Teilsystem A’z < b von Az < b.

BEWEIS SAaTz 1.6.1

Satz 1.6.6 (EDMONDS UND GILES 1977)
(In der Vorlesung: Satz 1.6.4)

Sei P ein rationaler Polyeder.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. P ist ganzzahlig
2. Jedes minimale face von P enthilt einen ganzzahligen Vektor
3. Jede Stiitzhyperebene von P enthilt einen ganzzahligen Vektor

4. Jede rationale (c € Q™) Stiitzhyperebene von P enthilt einen ganzzahli-
gen Vektor

5. max{c!z|x € P} ist ganzzahlig fiir alle ganzzahligen c, fiir die das Maxi-
mum endlich ist

17



BEWEIS SATZ 1.6.2

DEFINITION 1.6.7 (EDMONDS UND GILES 1977)

Ein System Az < b linearer Ungleichungen heifst total dual integral (TDI), falls
das Minumum in der Dualitéitsgleichung max{c’z|Az < b} = min{bTy|ATy =
¢,y > 0} eine ganzzahlige optimale Losung y besitzt fiir alle ganzzahligen Vek-
toren c, fiir die das Minimum endlich ist.

FOLGERUNG 1.6.1

(In der Vorlesung: Folgerung 1.6.6)

Sind A€ Qm*™ b e Z™ und Ax < b TDI, so ist der Polyeder P = {z|Ax < b}
ganzzahlig.

BEWEIS FOLGERUNG 1.6.1
1. & 2. aus Satz!1.6.6

BEISPIEL 1.6.8 (ANWENDUNG DER TDI SYSTEME)

Ein ungerichteter Graph G = (V, E) ist 2k-fach kantenzusammenhéngend, wenn
in jede echte Teilmenge von V mindestens 2k Kanten fiihren.

Ein gerichteter Graph D = (V, A) ist k-fach kantenzusammenhingend, wenn in
jeder echten Teilmenge U von V > k Bogen enden, die in U \ V' beginnen.

Satz 1.6.9 (NASH-WILLIAMS 1969)

(In der Vorlesung: Satz 1.6.11)

Die Kanten eines 2k-fach kantenzusammenhingenden ungerichteten Graphen
lassen sich so orientieren, dass der entstehhende gerichtete Graph k-fach kan-
tenzusammenhéngend ist.

BEWEIS SATZ 1.6.3
(Beweisskizze:)

e Orientiere die Kanten des sk-fach kantenzusammenhéngenden ungerichte-
ten Graphen G = (V, E) beliebig und erhalte einen gerichteten Graphen
D = (V, A).

e Sei P der polyeder in R4, der durch

0<z,<1lVac A

S wa— Y w0 -k AUGY
) )

acé— (U a€s+(U

definiert wird.
Es gilt P # (), denn z, = iVa € A liegt in P.

« Seil £UC V.
1 1
= Y T Y, w=g 5O -5 [TO)]<[5 )]~k
acé—(U) acs+(U)

& 2k < |0 (U)] + |6 (U)|
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Dies gilt, da G 2k-fach kantenzusammenhéngend ist.

Enthélt P einen ganzzahligen Vektor, so folgt die Behauptung.

Denn: (74)aca € ZANP

Drehe auf den Bégen mit x, = 1 die Orientierung um.

= 07 (U)] = Xaes- ) Ta + Laes+@) Ta 2 K

= Der verdnderte gerichtete Graph ist k-fach kantenzusammenhéngend.
Zeigt man nun, dass das Ungleichungssystem TDI ist (Frank 1980, Frank
und Tardos 1984), so folgt die Existenz eines ganzzahligen Vektors in P
und damit die Behauptung.

1.7 Cutting Plane Methode

DEFINITION 1.7.1 (GOMORY-CHVATAL SCHNITT)

(In der Vorlesung: Definition 1.7.1)

Fiir einen Polyeder P = {x|Ax < b} definieren wir P’ := (\pcy Hy, wobei der
Schnitt iiber alle rationalen affinen Halbrdume H = {z|c"z < &} gebildet wird,
die P enthalten.

Wir setzen P : P, PU+1) .= (PMY fiir i > 0.

PY nennt man den i-ten Gomory-Chvatal Schnitt von P.

Sarz 1.7.2
(In der Vorlesung: Satz 1.7.2)
Ist P = {xz| Az < b} ein rationaler Polyeder, so gilt

P = {zu” Az < LuTbJ Yu >0 mit u’ A € Z"}.

Bewels Sarz 1.7.1
Fiir jeden rationalen, affinen Halbraum H = {z|c'x < 3} mit c € Z" gilt

H' = H; C {z|c"2 < |8]}
Beh.: Ist ¢ = (c1,...,c,)T und ggT({c1,...,cn}) = 1, so gilt
H' = H; = {z|c"z < | 8]}

Bew.: Da ggT({c;}) = list, existiert ein yo € Z™ mit cTyo = 1 (Euklidischer
Algorithmus).

=JyeZn:Ty=|3|

Sei x € {z|cT2 < [B]} NQ™. Sei a € N, so dass ax € Z".

a—1
szr=—|arx—(a—ly | +—y
O | N —— «

A

x ist Konvexkombination ganzzahliger Punkte in H und daher selber Element
von H; = Beh.

Nun zum eigentlichen Beweis:

»C“Seiu>0= P C {z|ul Ar <u'b}

= PT C {zju” Az < [u"b|} falls u" A € Z™.
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22“Ist P=10,dh. Ar: Az <b= (Frarkas) 3x > 0:yTA=0,y"b < 0.

= Beh.

Sei P # (). Sei H = {z|cTx < 8} mit P C H rationaler affiner Halbraum.
=> max{cTz|Ax < b} = min{uTbjuT A =cT u>0}

Sei u* eine optimale Lisung des Minimierungsproblems.

= fiir alle z € {z|u” Az < [uTb|Vu >0,u" A€ Z"} C {z]u*T Az < {u*TbJ}
gilt

Tz=uwTAz < {u*TbJ < 18]

=>z€Hr=z2¢€P

Satz 1.7.3 (SCHRIJVER 1980)

(In der Vorlesung: Satz 1.7.3)

Seien P = {x|Az < b}, Ax < b TDI, A ganzzahlig und b rational.

Dann gilt P’ = {z|Ax < |b]}.

Insbesondere folgt, dass fiir alle rationalen Polyeder P die Menge P’ wieder ein
Polyeder ist.

BEWEIS SATZ 1.7.2
P =( = Beh. Sei P # 0.
= P’ C{z|Az < |b]}
Seiw >0 mituT AeZ".
Wegen Satz!1.7.2 geniigt es zu zeigen, dass u” Az < LuTbJ fiir alle x mit Az < |b|
gilt.
Es gilt
u’'b > max{u? Ar|Az < b} = min{y"bly > 0,y7 A = uT A}

Da Az < b TDI ist, existiert eine optimale Losung y* € Z" fiir das Minimie-
rungsproblem.
Es folgt nun aus Az < [b], dass

ul Az = y*TAx < y*T |b] Y < {y*TbJ < LuTbJ
= Beh.

LEMMA 1.7.4

(In der Vorlesung: Lemma 1.7.4)

Ist F ein face eines rationalen Polyeders P, so gilt F' = P' N F.

Weiter gilt F) = PO N F fiiri > 0.

BEwEkils LEMMA 1.7.1

Sei P = {x|Ax < b}, A ganzzahlig, B rational und Az <b TDI (Satz 7?).

Sei F = {z|Az < b,a”z = 3} wobei a”x < 3z € P und a, 3 ganzzahlig sind.
= (Lemma ??) Az < b,a”z < 3 TDL

= (Satz 7?) Az < b,a’x = 3 TDL

Da g € Z, folgt

PnF "L (g]Ax < |8],dTx = B}
{z|Az < |B],a"x < |B],—a"x < [-B]}

'L P’ = Beh. Der Rest folgt per Induktion.
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LEMMA 1.7.5

(In der Vorlesung: Lemma 1.7.5)

Seien P C R™ ein rationaler Polyeder und U € R™*"™ eine unimodulare Matrix.
FirY CR™ sei f(x) ={Uzx|z € X}.

1. f(P) ist Polyeder.
2. (f(P))" = f(P') und (f(P))1 = f(Pr).

BEWEIS LEMMA 1.7.2
f:R™ = R"™: 2z~ Ux ist Bij. Insb. (U) f|z» Bisj. von Z™.

(f(P)r = conv({x € Z"U 'z € P}) = conv({z € R"|U 'z € P;})
= [f(Pr)

Sei P = {x|Axz < b} wobei Ax < b TDI ist, A ganzzahlig und b rational ist.
= (Def.) AU 'z <b TDI
= (f(P)) = {=|AU™ 'z < b} = {z[AU™ 2w < [b]} = f(P)

SaTz 1.7.6 (SCHRIJVER 1980)
(In der Vorlesung: Satz 1.7.6)

Fiir jeden rationalen Polyeder P existiert ein t € N mit P(*) = P;.

BEWEIS SaTz 1.7.3

Sei P C R™ ein rationaler Polyeder. Wir beweisen den Satz mit Induktion iiber
n + dim(P), wobei fir Y CR"

dim(X) :=n — max{rg(4) < A e R™™", Az = AyVz,y € X}
Ist P =) oder dim(P) = 0, so folgt die Aussage sofort.

Fall 1 dim(P) <n
= 3 rationale Hyperebene K : P C K
Enthélt K keine ganzzahligen Vektoren, so gilt K = {z|a” 208} fiira € Z™
und
BeR\Z.
= P C{zx|la"x < |B],aTz > [3]} = P = 0.
Wir nehman an, dass K N Z"™ # ( und somit K = {x|a’x = B} fiir
a€Zl™ BETL.
OBdA 3 = 0. (Behauptung invariant unter Translation).
Es existiert eine unimodulare Matrix U mit aTU = aeT (U)
OBdA (Lem[1.7.5) a¥ = ael (U = 1)
= (a'z =B z = (21,...,2,),21 = 0) Per Induktion folgt die Behaup-
tung aus folgenden Beobachtungen:
Fiir jeden polyeer Q € R""1 t € N gilt ({0} x Q);r = {0} x Q; und
({0} x @ = {0} x Q.
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Fall 2 dim P =n
Sei P = {x|Az < b} und A ganzzahlig.
= (Satz[1.3.5) Jc ganzzahlig, D mit

Pr = {x|cx < d}

Ist Pr = (), so wihle C = A und d = b — A’'I wobei die Eintréige von A’
genau die Betrige der jeweiligen Fintrdge von A sind.

Sei ¢Tx < § eine Ungleichung aus cx < d.

Beh.:3s €N : P®) C H = {z|cTz < §}.

Bew.: 3 > ¢ mit P = {z|c"z < 8} (Pr = 0(OK ), P # 0(OK )Lem ?7)
Wir machen die Annahme, dass ein v € 7Z mit § < v < 3 existeirt, so
dass

Pe) x|z < 4} fiir ein s, € N und
Pe) z {x‘ch <7v- l} fiir alle s € N..

= max{c’z|x € P®)} = Vs > sy, denn falls max{c’z|z € P®)} < v
wére, so wiirde PG C {z|cTz < v — 1} gelten.

Sei ' = P®0) N {x|c"x = v}.Es gilt dim F < n = dim P.

= (Ind.) 3s; € N : FG1) = F, C PN {z|cfz =~} =0

= (Lem 1.7.4)

P =F&) = pnplotsy) — p (P N {z]clz =~}
Widerspruch = Beh.

Satz 1.7.7 (CooK, COULLARD UND TURAN 1985)

(In der Vorlesung: Satz 1.7.8)

Zu d € N existiert ein t4 € N mit folgender Eigenschaft:

Ist P ein rationaler Polyeder im R?, der keine ganzzahligen Vektoren enthilt
(Pr = 0), so gilt Pt =)

BEWEIS SaTz 1.7.4

Induktion iiber d

d=1OK

Sei P C R? rationaler Polyeder.

Fall 1 dim(P) < d analog zu Satz[1.7.7

Fall 2 dim(P) = d Es folgt aus Khindin’s flatness theorem (Satz[1.4.2, dass ein
c € Z9\ {0} existiert mit

max{c’ 2|z € P} — min{c" x|z € P} < f4.

OBdA ggT({c;)} =1 fiirc=A{cy,...,ca}

Sei § = |max{cTz|z € P}|

Beh.: PUHItkta—) C {g|cTe <6 — k) fir 0 < k < fq+ 1.
Bew.: k=0 OK

Sei F = PUhtitkta—n) N {g|cTe =6 — k}

Da dim(F) < d = dim(P) folgt F(*«+-1) = ().

= PUH1+E+Dz0-1) O {z]cTz = § — k) LemLTA p(ta-1)) — ()
= plti+k+D)z@-1) C {m\ch =0—k}

= P20+ ) C {g|cTe =6 — k — 1}
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= P(fd+2+(fd+1)t(d—l)) g {Jj‘CTx S 5 — fd — 1}
Rightarrow Da P C {z|c"x > § — f4 — 1}, P = fiir

ta = fa+2+ (fa+ Dt@a-1)-
= Beh.

SATZ 1.7.8 (BLAIR UND JEROSLAW 1982)
(In der Vorlesung: Satz 1.7.9)

Zu jeder rationalen Matrix A existiert ein t € N, so dass
{z|Az < b} = {z|Ax < b};.

BEwEIs Sarz 1.7.5

OBdA sei A ganzzahlig. A habe n Spalten und jede Teildeterminante von A
habe einen Betrag von héchstens A.

Sei t := max{t,, n*"T2A" 41 4 p2F2ANTY 40

Sei b beliebig und P = {x|Az < b}. Ist P; = 0, so folgt P = () (Satz!1.7.7).
Sei also Pr # ().

Nach Satz [1.3.5 existiert eine Matrix M = M mit P = {x|Mxz < d}. wobei
M ganzzahlig ist und der Betrag aller Eintréige von M durch n®"A™ beschrinkt
sind.

Sei mTz < § eine Ungleichung in Mx < d.

OBdA § = max{mTz|zr € Pr}.

Sei ¢ = [max{m”z|z € P}|.

Nach Satz[1.3.4 gilt &' — ¢ < ||m||; nA

Wie in Satz|1.7.7 zeigt man

pEHIHR-0) C fpimTe < § — k)
fir0 <k <4§ —6
= P C {zjm"z < 6}

Rightarrow Beh.
15.06.2004

1.8 Branch-and-Bound Methode
ZuAe Q™™ bhe Q™ und c € Q™ wollen wir
max{c’ z|Az < b,x € Z"}
16sen und bestimmen dazu die Folge I1;, 115, ..., so dass
I, = {P,,..., P}
mit
1. Py,..., Py sind paarweise disjunkte Polyeder im R™.
2. PNnzZ"CPU---UP
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Dazu setzen wir II; = {P} mit P = {x|Az < b}.

Bestimme
p; = max{c’ z|zr € P;}
fiir j = 1,...,k. Sei 1 < j* < k so, dass p;~ = max p; und sei z* =
i<j<k
(&5,...,&) € Pje mit pj» = Lo,

Fall 1 Ist z* nicht ganzzahlig, so wéhle eine nicht ganzzahlige Komponente &
von z* und setze

Q= {z=(&,...,&) € P
@ = {o-(Gob)E R

&< 6]}
&> 161}

und
g1 :={P1,..., Pj=_1,Q1,Q2, Pjoi1,..., Py}
Fall 2 Ist x* ganzzahlig, so 16st =* das gegebene ILP.

SaTz 1.8.1
(In der Vorlesung: Satz 1.8.1)
Ist P beschrinkt, so terminiert die obige Methode (,es gilt irgendwann Fall 2).

BEWEISs Sarz 1.8.1
Sei T so dass

PC{z=(&,....&)" eR"-T <& <TVI<i<n}

Fiir jedes k € N und 1 < j < k wird der Polyeder P; aus Il;, definiert durch
ein System von Ungleichungen, das aus Az < b besteht und einer Teilmenge der
Ungleichungen

n, T=-T,....,T -1
n, T=-T+1,...,T

= k< 24Tn = Beh.

1.9 Lagrangerelaxierung von ILP
Sei Q C R™ eine beliebige endliche Menge und seien ¢ € R™, A € R™*™ und
beR™.
Sei weiter {z € Q|Ax < b} # 0.
Setzt man fiir A > 0,\ € R™
L(A) :== max{c"z + A" (b— Az)|z € Q}
so gilt

max{c’ z|Az < b,z € Q} < L()\)
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und man nennt

min{L(A\)[A e R™, A > 0}

das Lagrange-duale Problem zum Max-Problem
max{c’z|Az < b,z € Q}

Es gilt

min{L(A\)|A > 0} = max{c’z|Az < b,z € conv(Q)}

Beweis
min{L(A)|]A > 0}
= min{max{c’z + \T(b— Az)|z € Q}|\ > 0}

= min{nA > 0,7+ ' (Az —b) > c'avz € Q}

= max {Z az(cl'z) Z ay =1, Z oz (Az —b) +

z€Q zeQ r€Q

T€Q zeQ z€EQ

fr

B

= max {CT(Zawx) Zawzl,A(ZaIm‘)gb,agEEOVmGQ}

= max{cTz|Az < b,z € conv(Q)}

Anm

1
0
c~ | .
0

1 (Azy — )T 'y

1 (Azy — b)T (77) > 'z,

25
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BEMERKUNG 1.9.1

— L(\) ist eine konvexe Funktion (s.u.)

— Ist max{cTzAz < b,x € Q} = max{cTz|Ax < b,z € conv(Q)}
d.h. I§1>II(} L()\) ist der gesuchte optimale Wert.
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Kapitel 2

Allgemeine
Optimierungsprobleme mit
Nebenbedingungen

Einige Konventionen: Es sei H" = {x € R"|x > 0}.

Fiir & > 0, offene Mengen &/ C R™ und V' C R™ bezeichne C*(U, V') die Menge
der k-fach stetig diffbaren Funktionen f:U — V.

Fiir f € CY(U,V),U CR™, V CR und x € U bezeichne

D1@) = (@) g 0)

den Gradienten von f an der Stelle € U als Spaltenvektor.
Fiir f = (f1,..-,fm) € CYU,V),U CR™, V CR™ bezeichne

oft >
D r) =
f(l) (8337 (x) 1<i<m,1<j<n

die Jacobi Matrix von f in x.

Seien I = {e,...,m} und J = {1,..., s} zwei endliche Indexmengen.
Seien h; : R™ — R fiiri € I und g; : R" — R fiir j € J.

Seien h = (hi,...,hy,) und g = (g1, ..., 9s). Wir setzen

Milh,g] :={z e R"|h;(x) = 0Vi € I,g;(x) > 0Vj € J}

Zu x € Mh, g] wird die Menge Jo(z) := {j € J|g;(z) = 0}
als Menge der aktiven Nebenbedingungen bezeichnet.

BEMERKUNG 2.0.2

(In der Vorlesung: Bemerkung 2.0.1)

Ohne weitere Einschrinkungen kann M|h, g] sehr komplizierte Gestalt haben.
(Nach dem Satz von Whitney existiert z.B. zu jeder abg. Menge M C R™ eine
Funktion f € C*(R™ R) mit M = {z € R"|f(x) = 0})
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DEFINITION 2.0.3

(In der Vorlesung: Definition 2.0.2)

Seien h;,g; € C*(R™,R) firie I,j € J.

Die Menge M{h,g] erfiillt die Lineare Unabhingigkeitsbedingung (LUB) im
Punkt © € Mlh,g|, falls die Gradienten Dh;(x),i € I und Dg;(x),j € Jo(z)
linear unabhéingige Vektoren sind.

Die LUB ist auf M|h, g] erfiillt, falls sie in jedem Punkt von M|h, g| erfiillt ist.

DEFINITION 2.0.4

(In der Vorlesung: Definition 2.0.3)

Es seien U,V C R™ offene Mengen und F' : U — V eine bijektive Abbildung
(mit Inverser F~1). Fiir k > 0 nennt man F einen C*-Diffeomorphismus, falls
FeCFU,V) und F~1 € C*(V,U) ist.

SATz 2.0.5

(In der Vorlesung: Satz 2.0.4)

Es seien k > 1,h;,g; € CK(R™,R) fiiri € I und j € J. M|h, g] erfiille die LUB
im Punkt T € MIh, g]. Sei p = |Jo(T)|.

Dann existieren offene Umgebungen U von T und V von 0 € R™ und ein CF-
Diffeomorphismus ® : U — V mit ®(Z) =0 und

O(M[h,g] NU) = ({0} x HP x R"™™P) OV

wobei 0,,, den Ursprung des R™ bezeichnet.
(O, ..., 0, Ym+1s-- s Ym+ps Ym4p+1, - - - ayn)
——

m=|I| >0 bel

BEWEIS SATZ 2.0.1
Sei oBdA Jy(z) ={1,...,p}.
Wéhle Vektoren &qpt1,.-.,&n € R, so dass die Menge
{Dh{ (z)]i € I} U{Dg! (Z)|j € Jo(D)} U {&mipits- - En}
eine Basis des R"™ bildet.
Wir setzen
Y1 = hy (l‘), Ym+1 = g1 (l‘), Ym+p+1 = 5777“1+p+1(x - 'f)
¢ = : : : (2.1)

Ym = hm(aj) Ym+p = gp(x) Yn = gr{('r - I)

= ¢ € C*(R™,R") und die Jacobi-Matrix D¢(z) ist nicht singulir.

= (Satz iiber implizite Funktionen) 3 Umgebung U von Z und V von 0 € R",
so dass ¢ : U — V ein C*-Diffeomorphismus ist.

Es gilt ¢(Z) = 0 und 3 Umgebung U C U von Z, so dass

Jo(x) C Jo(Z)Vz € U N MTh, g]
In den neuen Koordinaten y1, . . . ,y, lauten die Nebenbedingungen nun wie folgt

Y1 = 0 Ym+1 Z 0 Ym+p+1
: : keine Einschrinkung

Ym = 0 Yp+m 2 0 Yn
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DEFINITION 2.0.6 (STANDARTDIFFEOMORPHISMUS)

(In der Vorlesung: Definition 2.0.5)

DerDiffeomorphismus ¢ aus dem Beweis von Satz|2.0.5 wird Standartdiffeomor-
phismus genannt.

DEFINITION 2.0.7

(In der Vorlesung: Definition 2.0.6)

Es seien h;,g; € CY(R™",R)WVi e I,j € Jund & € M := M][h,g].
Setze Tz M = {{ € R"|Dh;(Z)§ = 0Vi € I,Dg;(Z) = 0Vj € Jo(T)}
und CzM = {{ e R"|Dh;(z)¢€ = 0Vi € I,Dg;(Z)€ > 0Vj € Jo(T)}
Ts:M heifst der Tangentialraum an M im Punkt  und

Cz M heifst der Tangentialkegel an M im Punkt Z.

BEISPIEL 2.0.8
(In der Vorlesung: Beispiel 2.0.7)

1
M{x<i1>1§.§C1§1,$221’f,$221’1}
2

M = MIh, g) fiir h O(m = 0)
T
g1 g1 <x2) =z +1
g2(x) 1—a
g3(x) To —x%
ga(x) T2 — T1
x = {x = (2) v = —1,29 > —1}
= Dgi(z)=(1)"
. TM - {(0) & GR}
&2
CoM = {(&> 61>0.& eR}
)



.M — {(2) 6206 > 6,6 > %51}
= {<§1> |&1 > 0,8 > &}
2

Satz 2.0.9

(In der Vorlesung: Satz 2.0.8)

Es seien k > 1,h;,9; € CF(R"R)Wi€I,j € Jundz € M = M[h,g].
Erfiillt M die LUB im Punkt Z, so gelten folgende Aussagen:

1. Ein Vektor ¢ gehért genau dann zu T3 M, wenn ein € > 0 und eine Ab-
bildung * € C¥((—¢,¢),R"™) existieren, so dass z(0) = Z,h;(z(7)) =
g;(z(r)) =0Vi € I,j € Jo(z) und t € (—¢,¢) und 42(0) = ¢

2. Ein Vektor € gehért genau dann zu Cz M, wenn ein € > 0 und eine Abbil-
dung v € C*((—¢,¢),R") existieren, so dass (0) = Z,x(t) € MYt € [o,¢)
und 92(0) = ¢

BEWEIS SATz 2.0.2
»<=" (LUB wird hier nicht benétigt)

dz d
1. Dhi(a(0)) %2 0) = % ha(w(t)
Dh,(%)€ =0
Ebenso folgt Dg;(z)& = 0Vj € Jo(Z)
=&eTz M.

2. Dh;(z)¢ =0 wie oben Vi € I.
Da g;(z(t)) > 0= g;(x(0))Vt € [0,¢), folgt

—0+ t

Dg; (@) = lim - (gj@c(t)) —gj<x<o>>) >0

=0
= e C; M.

= Wir zeigen nur 2. (1. geht analog).

Sei ¢ der Standartdiffeomorphismus.

Sei £ € Cz M = Do(z)€ € {0} x HP x R*~™~P,
=1t>0:tD¢p(T)§ € {0} x HP x R"~™7P,
Setze x(t) :== ¢~ (tDo(Z)E)

x(t) € M fiir t € [o,¢) falls € klein genug ist.

94(0) = Do~ (O)Do(F)€ = £ = 2)
—_——

I
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2.1 Karush-Kuhn-Tucker Punkte

(In der Vorlesung: 2.1)

LEMMA 2.1.1

(In der Vorlesung: Lemma 2.1.1)

Seien f,hi,g; € CYR™,R)i € I,j € J. M[h,g| erfiille die LUB im Punkt
z € M[h,g].

Sei ¢ der Standarddifleomorphismus. Dann existieren \;, j;,v; € R mit

1.
m /4 n—m-—p
Df(@) =Y NDhi(@) + Y pu;Dg;(@) + Y ik
i=1 =1 —1
2.
Ai = 0 (foop H(O)VI<i<m
’ y;
3.
9 ~1 .
uj,ma—y(fo¢ O)Vm+1<ji<m+p
J
4.

0 _ .
Vr—(m+p) = afy_(fo¢ H0)Ym+p+1<j<n
J

BEwWEIS LEMMA 2.1.1

{Dn](z),Dg}(z),&]i € 1,5 € Jo(z),r =m+p+1,...,n}

ist Basis des R™ = 1.)
er = (1,0,0,0)T

9
oy
Sei = D¢~1(0)e; = e; = Dp(Z)n

(f o971 (0)) = Gf(z) Do~ (0)er

= Dhy(z)n =1
Dhi(z)n=0v2 <i<m 0
Dg;(Z)n = OVf € Jo(Z) Ai = ayi(f ¢~ (0)

E&rm=0r=m+p+1,...,n
SATZ 2.1.2

(In der Vorlesung: Satz 2.1.2)
Seien f,hi,g; € C*(R™,R)Vi€I,j€ J.
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Mflh, g] erfiille die LUB in Z. Sei T ein lokales Minimum von f|yp,4), d.h. es

existiert eine Umgebung U von T mit
f(z) > f(z)Vz eU N MIh,g]
Dann existieren A\, p1; € R,i € I,j € Jo(T) mit

1.

m

Df(@) =Y NDhi(z)+ Y p;Dg;(x)

i=1 J€Jo(Z)

2. Die Zahlen X\;, ; sind eindeutig bestimmt.
3. puj > 0Vj € Jo(z).

DEFINITION 2.1.3

(In der Vorlesung: Definition 2.1.3)

Seien f,hi,g; € C*(R™,R) firi € I,j € J.
Sei 7 € M|h, g).

Man nennt T einen kritischen Punkt fiir f|yrp g1, falls Zahlen A, ;R fiir i € 1

und j € Jo(Z) existieren, die 1. aus Satz|2.1.2 erfiillen.

Man nennt die Zahlen \;, i; Lagrange Multiplikatoren und die Funktion

L) = fa) = S Ahila) = 3 pyg(a)

i€l GE€Jo ()

Lagrangefunktion.

Koénnen die Zahlen \;, j1; so gewéhlt werden, dass 1. und 3. aus Satz/2.1.2 gelten,
so nennt man Z einen Karush-Kuhn-Tucker Punkt (KKT Punkt).

BEISPIEL 2.1.4
(In der Vorlesung: Beispiel 2.1.4)

min(z; — 3)% + (22 — 2)?

sth.— a2 —z24+5 > 0
—x1—2x9+4 > 0

ry > 0

zo > 0

flx1,m2) = (21— 3)* + (22 — 2)?

Sarz 2.1.5
(In der Vorlesung: Satz 2.1.7)
Seien f, hi;gj € Cl(Rn,R)
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2.2 Konvexe Funktionen

Zur Erinnerung: Eine Menge K C R™ ist genau dann konvex, wenn
Az + (1 =Ny € K fiir alle 2,y € K, X € [0,1].

DEFINITION 2.2.1 (KONKAV / KONVEX)
(In der Vorlesung: Definition 2.2.1)
Es sei K CR™ eine konvexe Menge und

f:K—R.
Die Funktion f heift konvex, falls

fOz+ (1 =Ny) <Af(2)+ (1 =) f(y) (2.2)

fiir alle z,y € K und A € [0,1].

Die Funktion f heifst streng konvex, falls in 2.2 fiir alle x,y € K mit x # y und
A € (0,1) echte Ungleichheit gilt.

Die Funktion f heilt (streng) konkav, falls —f (streng) konvex ist.

SATZ 2.2.2
(In der Vorlesung: Satz 2.2.2)
Fiir f € CY(R™,R) sind folgende Aussagen dquivalent:

1. f ist konvex
2.

fly) — f(z) > Df(x)(y — x)Vz,y € R"

BEWEISs SaTz 2.2.1
1. = 2.

f@+ Ay — 1)) f(@) + ADf(x)(y — x) + o(A)

(1 =N f(x) +Af(y)

IN

Fiir A — 0% folgt

> (1=N(f(z)+Df(2)(z - z2))

+ Af(z) + Df(2)(y — 2))

f(2)+Df(2) (1= A)(z —2) + Ay — 2))
=0 (Def. von z)

f(z) = f(1 =Nz + M)
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SATZ 2.2.3
(In der Vorlesung: Satz 2.2.3)
Sei f € CY(R™,R) konvex, dann sin dfolgende Aussagen iquivalent:

1. z ist globales Minimum von f.
2. T ist lokales Minimum von f.

3. Df(z=0

2

BEWEIS SATZ 2.2.2
1L=2=3"23"]1

SATZ 2.2.4
(In der Vorlesung: Satz 2.2.4)
Fiir f € C?>(R™,R) sind folgende Aussagen dquivalent:

1. f ist konvex.

2. Die Hesse Matrix

oo (O (2)
D f(z) = <85L‘¢51’j>1§i,j§”

it positiv semidefinit Vx € R"™.
25.06.2004

BEWEIS SATZ 2.2.3

1. = 2

Sei # € R™ und definiere f als f(x) = f(z) — Df(z)(x — 7).

= (f konvex, —Df(%)(z — ) konvex) f konvex.

= (Df(z) = Df(z) — Df(x) =0, Satz2.2.3) f hat in T ein globales Minimum.

= (f € C}(R™,R))D?f(z) = D?f(z) positiv semidefinit.

DEFINITION 2.2.5 (EPIGRAPH)
(In der Vorlesung: Definition 2.2.5)
Der Epigraph Epi(f) einer Funktion f : M — R ist die Menge

Epi(f) :={(z,y) e M xRy > f(x)}

DEFINITION 2.2.6 (p-SIMPLEX)

(In der Vorlesung: Definition 2.2.6)

Die konvexe Hiille von p + 1 affin unabhdngigen Vektoren ai,...,ap4+1 € R"
nennt man einen p-Simplex. (p < n)

SATZ 2.2.7

(In der Vorlesung: Satz 2.2.7)

Ist K CR™ eine affine, konvexe Menge und f : K — R eine konvexe Funktion,
so ist f stetig.

BEwEIs SATz 2.2.4
Sei T € K. Sei S = conv({a1,...,ant1}) C K ein n-Simlex, derf T enthélt. Sei
M = maxi<;<n+1 f(al). = f(l’) < MVzxelb.

34



Sei v > 0, so dass B(z,vy) ={x e R"||z —Z| <} C S.
Sei y mit |y — T| < n <« fiir ein 1, so folgt x1,22 € B(Z,~) wobei

T = :E—l—%(y—f)
Tg = f—%(y—f)
= f(x1), f(x2) <M
=y € conv({z1,Z}),T € conv({y, z2})
n ny\ _
v = Ja+(1-7)a
P P .
(= J@+ -a)+0-)
O N
Y+n Y+n
= fly) < %M+(1—Q)f(i‘)
_ n Y
f(z) < posra 7+77f(y)
= fly) - (@) < §<M—f<fc>>
fy) = {MNT“’f(:f)
£(@) - fly) < §<M—f<at~>>
= f(y) — f@)| < g<M —f@) <e

gilt fiir n mit n < M_Ei%

= Stetigkeit von f bei T.

Eine Funktion h : R™ — R ist genau dann affin linear, wenn h(x) = a”z+pVx €
R"™ fira e R™, 5 € R gilt.

SATZ 2.2.8

(In der Vorlesung: Satz 2.2.8)

Seien f,h;,g; € C*(R™,R) fiiri € I,j € J. Seien f und —g;,j € J konvex und
sei h;,i1 € I affin linear.

Ist Z € M[h,g] ein KKT-Punkt, so ist Z ein globales Minimum fiir f|y.g.

BEWEIS SATz 2.2.5
Sei z € M|h,g] KKT Punkt. = 3\, p; iel,je Jy(z)
mit Df(z) = Yi € INDh(2) + Y 13 Dg;(2)
j€Jo(Z)
o > OV] S Jo(j)
Sei x € Mlh, g] beliebig = (Satz(2.2.2) f(x) — f(z) > Df(z)(x — T)

= J(@) - (@) > S A Dhi(@) (@ —2)+ 3. 1y Dogy(@)(x - 7)
0 >0

i€l _ L j€Jo(z) .
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=al(z—2)=0i€el
zu 2.: (Satz12.2.2)

—9;(x —(—9g;(%)) > — Dg;(7)(x — T)
<0 =0 >0

= f(x) > f(Z) = Beh.

Motivation J = (), f € C3 h; affin linear, LUB gelte auf MIh,g], D*f > 0
(pos def.) = f strikt konvex.
Sei z € M[h] lokales Minimum fiir f|ps(.

M) = () (2) = {g L — M
= (Satz iiber implizite Funktionen) z(«a), z(0) = Z, A(«), a klein genug
Df(z(a)) = Dh(z(a))A(e)

Wir definieren:

L(xz,\) = f(z)—A"h(z) Lagrange Funktion
pla) = L(z(a), Ma))
Beh: Dp(0) =0 D%p(0) <0
Dazu:
Dy(e) = [Df(x(a)) = Ma)" Dh(w(a))] Da(a) — b ((a)) DA()
=0 =
= —aDMa)
= Dyp(0)=0

= ¢ hat in a = 0 ein lokales Maximum.
= L(z,A) hat in (Z, A) := (2(0), A(0)) ein lokales Maximum unter der Neben-
bedingung

D,L(x,\) = Df(x) — AT Dh(z) = 0.

DEFINITION 2.2.9 ((WOLFF-)DUAL)

(In der Vorlesung: Definition 2.2.9)

Seien f,h;,g; € C}(R™,R) fiiri € I,j € J. Seien f und —g;,j € J konvex und
sei h;,i € I affin linear. (Wie in Satz 2.2.8)

Sei

L(z, A p) o= f(z) = > Nha(z) = Y pig;().

iel jed
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Zu dem primalen Problem
min{/(x)[z € M[h, g]}
ist das (Wolft-)duale Problem gegeben durch
max{ L(z, A, p)| Dy L(w, A, p) = 0, > 0}

SATZ 2.2.10

(In der Vorlesung: Satz 2.2.10)

Seien f, hi, g; wie in Satz[2.2.8.

Sei T ein KKT-Punkt fiir f|yn,q mit Lagrangemultiplikatoren X\;,i € I, ji5,7 €
Jo(Z).

Setze p; = 0Vj € J\ Jo(T).

Dann ist der Punkt (Z,\, pu) eine optimale Losung des dualen Problems und

L(j,A’M) = f('i')

BEWEIS SATZ 2.2.6

L(z, A\ p) = Z)\h
iel 70
= ZNJQJ (2)
JEJ

Seien A, ji > 0 beliebig.
Sei (', N, ). so dass D, L(z', N, ') =0 und p/ > 0.

= [(@) = L@M\p) > (@)=Y Nhi(@) =Y 19,(3)

icl jeJ
= L(@N,p) > L', N, p¢') + D L(2', N, pf) (T — 2)
[ ——
=0

v

L' X, p)
= Behauptung.

2.3 Constraint Qualification

Satz 2.3.1 (JoHN 1948)

(In der Vorlesung: Satz 2.3.1)

Seien f,hi,g; € CY(R™,R) firi e I,j € J.

Sei & € M{h, g] ein lokales Minimum fiir f|psp,g1-

Dann existieren reelle Zahlen A\ > 0;\;,1 € I;p; > 0,5 € Jo(Z), die nicht alle
gleich 0 sind, so dass

ADf(z)=> ADhi(z+ Y p;Dg;(z (2.3)
iel J€Jo (%)

Sind die Gradienten Dh;(z),i € I linear unabhingig, so ist mindestens eine
der Zahlen X\, pj,j € Jg(i) von 0 verschieden. Schliefilich kénnen die Zahlen
XAyt € I pj, g € Jo(Z) in (2.3) so gewélt werden, dass héchstens n+ 1 von 0
verschieden sind.
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Bekannt aus MOI
a;,bj,cp € R™ i1el,jeJ ke K

1.

ccalé <0, i€l
b;ﬁ <0, je€J } istlosbar
c.§=0, keK

2. Ju; > 0 nicht alle gleich 0,v; > 0, wy j €1...,s0 dass
0= Zuiai + Zvjbj + Zwkck
i j k

Es gilt immer genau eine der beiden Aussagen (1) und (2).
Ist (2) giiltig, so kénnen u;, vj, wy, so gewélt werden, dass héchstens n+ 1 dieser
Zahlen # 0 sind.

BEWEIS SATZ 2.3.1

Sind Dh;(z),t € I linear abhéingig, so folgt die Behauptung sofort.
Seien also Dh;(z),i € I linear unabhédngig.

Besitzt das System

Df(z)¢ <0
Dhy(@)¢ = 0,i € 1 (2.4)
ng((f)f >0,5 € J()(.f’)

eine Lésung & so folgt:
(Da Dh;(z) lin unabh.) 3z € C*((—¢,¢),R™) mit z(0) = Z, h;(z(t)) = OVt €
(—¢,e),i € I und d“;—(to) =¢&.
=Vj € Jo(7): g;(x(t)) = g;(T) + Dg;(Z)$ t + o(t)
——

= z(t) € Mlh, g| fiir alle t € [0, &) fiir>8 <é<e.
Da
f(2(t)) = f(Z) + Df(z)€t + o(t)
<0

folgt, dass T kein lokales Minimum ist. (Widerspruch)
= (2.4) hat keine Losung
= (MOI) Beh.

DEFINITION 2.3.2 (CONSTRAINT QUALIFICATION)

(In der Vorlesung: Definition 2.3.3)

Seien h;,g; € C*(R™",R),i € I,j € J und sei & € M][h,g].
Wir definieren nun drei Bedingungen:

1. Fiir alle € € R™ mit Dhy(z)€ = 0,i € I und Dg;é > 0,j € J existiert
ein ¢ > 0 und eine Abbildung x € C((—¢,¢),R") mit z(0) = z,z(t) €
M{h,g] fiir t € [0,¢) und dz(to) =¢.

38



2. (Mangasarian-Fromovitz) Die Gradienten Dh;(Z),t € I sind linear unab-
héngig und es existiert ein £ € R™ mit Dh;(z){ = 0,i € I und Dg;(z)§ >
0vj € Jo(i‘)

3. (Slater) Die h;,i € I sind affin-linear. J = J' U J™ J'nJ™ =), so dass
g; affin linear ist fiir j € J' und —g; konvex ist fiir j € J,
Es existiert ein x* € M[h, g] mit g;(x*) > 0Vj € J.

SATZ 2.3.3

(In der Vorlesung: Satz 2.3.4)

Seien f,hi,g; € C*(R™R),i€1,j € J.

Sei T € M{h, g] ein lokales Minimum von f|asp,g)-

Gilt eine der drei Bedingungen aus|2.3.2, so ist T ein KK'T-Punkt.

BEWEIS SATZ 2.3.2
Bedingung
1l gilt in Z: Das System
Df(z)§ <0
Dh;()¢ =0,i€el
Dg;(2)§ > 0,7 € Jo(Z)
ist nicht Iéshar.
= Beh. mit dem Satz aus MOIL
Bedingung |2 golt in &, dann folgt mit Satz2.3.1: 3 > 0; \;,i € I; i, j € Jo(T)
mit

Da die Dh;,i € I linear unabhingig sind, sind nicht alle der Koeflizienten
A 1, § € Jo(T) gleich 0. }
Angenommen A =0 = 3j € Jo(7) : pu; > 0.

= 0= p;Dg](@)¢> p;Dgl (x)¢ >0 Wid.
j€Jo(Z)

= 7 ist KKT-Punkt.
Bedingung |3 gilt in :
Die folgenden zwei Systeme sind nicht gleichzeitig I0sbar:

Df(z)§ <0

Dhi(z)€ =0 iel
Dg;(2)€ >0 j e Jo(x)nJ!
Dg;(%)€ >0 j€ Jo(z)nJm

Ist Jo(z) N J™ = (), so folgt die Behauptung aus MOL
Sei daher Jo(z) N J™ #£ ).
Beh.: ¢ := x* — Z 16st das zweite System.
Dazu: j € Jo(z)NJ™ :
a2 —(—a: (7)) > —Dai (T2 — 7 Dai(2)E >0
gj(z*) —(=g;(2)) = 9;(Z)(z" — &) = Dyg;(T)¢

>0 =0 =£
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i€ 1,hi(z) =alz+ B; = Dhi(Z) = a]
hi(z*) = hi(Z) = 0= aF (2" —Z) = 0= Dhi(Z)(z* — %) =0
)

9;(%) =
= Beh. wiederum mit dem Satz aus MOI (~ der Koeff von Df(z) > 0!) =
ist KK'T-Punkt.

gj(z*) > 0} ~ Dy ()€ > 0

2.4 Lagrange-Dualitit und Sattelpunkte

Sei X CR™ und seien f,h;,g; : X = R;iel,j€J.
Zu dem primalen Problem

inf{f(x)|h(z) =0,9(x) >0,z € X} (2.5)
betrachtet man das Lagrange-Duale Problem

sup{O(\, )l > 0} (2.6)

wobei A = (Ar, ..., \) T, = (1, ..., ppg)? und

O\, ) = nf{L(z, \, 1) = £(z) = \Th(z) — uTg(x)|o € X}
Sei x € X mit h(z) =0,g(z) > 0 und sei pu > 0, so gilt
O\ ) < Liw A 1) < f(2)
= (Schwache Dualitét)
nf{f(2)|h(2) = 0,9(x) = 0,2 € X} = sup{O(A, ) u > 0}

BEMERKUNG 2.4.1 (GEOMETRISCHE INTERPRETATION)

(In der Vorlesung: Bemerkung 2.4.1)
Sei |I| =0,|J] =1.Sei S = {(y,2)|Fr € X : y =g(x),z = f(x)}

Sei = p1 > 0 fest gewdlt.
02.07.2004

LEMMA 2.4.2

(In der Vorlesung: Lemma 2.4.2)

Sei X C R™ # () konvex und seien a : R™ — R konvex, h : R — RUI| affin
linear und g : R™ — R 7| konkav.

Hat das System

(51) ra(z) <0;h(z) = 0;9(z) = 0z € X
keine Losung, so hat das System
(S2) + poa(w) — ATh(z) — p'g(x) > 0V € X;
(10, 1) = 05 (pto, A, p1) # 0

eine Losung.
Hat das Sytem (S3) eine Lésung mit pug > 0,50 hat das System (S1) keine
Losung.
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BEwWEIS LEMMA 2.4.1
Sei

A={(p,q,r)lp > a(x);q < g(x);r = h(x) fir ein x € X}

Beh.: A ist konvex.
Dazu: Seien (p;,qi,r;) € Ayi=1,2 und v € (0,1).

Di > xz)
sz, €X:q < gla;) pi=1,2
r, = h(z;)
= (up1 + (1 — pp2) > po(xr) + (1 — pla(zs) > alprr + (1 — p)a2)
—_—————

€X, da X konv
analog folgt
w(p,q1,7m1) + (1 — w)(p2, g2, m2) € A = A konvex

Damit wére die Behauptung bewiesen.
Besitzt (S1) keine Losung, so gilt (0,0,0) € A.
= 3(po, A, i) # 0 mit

pop — NTr — pq > 0¥(p,q,7) € A
Sei x € X beliebig

<lim>:>lt020

p—o0

(lim )éuzO
q——00

Da (p,q,7) = (a(z), g(x), h(z)) € A, folgt
poa(x) = ATh(z) — p' g(a) > 0
Sei (o, A, ) # 0 mit (o, 1) > 0, po > 0 eine Lisung von (Sz2), d.h
poa(x) — NTh(x) — uTg(z) > 0Vr € X

Sei z € X mit h(z) =0,g(z) > 0.

= poa(z) —pulg(z) >0

= alx) >0

= (S1) hat kine Lisung.
SaTz 2.4.3
(In der Vorlesung: Satz 2.4.3)
Sei X CR"™, X # () konvex. Seien f : R™ — R konvex, h : R™ — RU| affin
linear und g : R™ — R I7| konkav.

Es existiert ein xg € X mit h(xg) =0, g(xo) > 0 und 0 € F(h(X)).
Dann gilt es gibt kei-

Dualitéats-
inf{f(z)|h(z) = 0,g(z) > 0; € X} = sup{O(\, )| > 0} Efckeual ats
Ist das Infinum endlich und wird in T angenommen, so wird das Supremum in

einem Punkt (X, fi) mit 57 g(%) = 0 angenommen.
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BEWEIS SaTz 2.4.1
Sei

y = inf{f(x)|h(z) = 0,g(z) > 0;z € X} =y < o0

Ist v = —o00, so folgt die AUssage. Also sei —oo # v # o00.
= Das System

f(@) =7y <0;h(z) =0;9(z) 20,2 € X

hat keine Losung.
2.4.2 .
P52 3o, A ) # 0, (10, 1) = 0 mit

Ho(f(x) = 7) = ATh(z) — " g(x) > OV € X

Ann.: up =0
Dazu:

= - ATh(z)>0Vz € X

Da 0 € S(h(X))3Ir > 0 mit +rX € h(X).

=  ATeN==rA\*>0=A1=0
= (o, A, ) = 0 Widerspruch

= to >0
1 T 1 T
= f(@) = —=Ah(z) - —p g(x) 2WVr e X
Ho Ho

S B —p) >
Mo Ho
= inf{f(z)|z € X,h(z) =0,g9(z) > 0} =sup{O(X, u)|u > 0}

Sei T optimale Losung von (P2.5).

< 1 1
= Behauptung mit (A, i) = (— A, —p)
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DEFINITION 2.4.4 (SATTELPUNKT)

(In der Vorlesung: Definition 2.4.4)

Sei X CR™ und seien f,h;,g; :R" —=R,iecl,jeJ.

Der Vektor (Z,\, i) mit & € X,[i > 0 heifst Sattelpunkt der Lagrangefunktion,
falls

L(Z,\, 1) < L(z, A\, i) < Lz, \, i)V € XV(\, p) mit >0

SATZ 2.4.5

(In der Vorlesung: 2.4.5)

Sei X CR™ und seien f,h;,g; €ER" =R,ie€l,jeJ.

Der Vektor (z,\, i) mit * € X, i > 0 ist genau dann Sattelpubkt der Lagran-
gefunktion, wenn

1. L(z,\, ) = inf{L(z, \, i)|z € X}
2. h(z)=0,9(x) >0
3. i"g(z) =0

Weiterhin ist (z,\, 1) genau dass Sattelpunkt der Lagrangefunktion, wenn T
und (A, i) die Probleme P und D optimal I6sen und f(Z) = O(\, ).

BEWEI§ SATZ 2.4.2 o
Sei (z, A, i) Sattelpunkt "= 1.

(Def)
>

L(z, A\ i) = f(2) = ATh(z) — " g(x) > f(2) = NTh(z) — p"g(2)V(\, ), >0
= (A bel) hz) =
= (u=0bel) g(z)=
= (p=0) ﬂTg()ZO
= irg(z) =0
Exfiille (z, X,ﬂ) mit £ € X, > 0 die Bedingungen 1., 2., 3.
.=  L(z,\ja) < Lz, \ Ve € X
L(#, A 1) = [(3) = NTh(z) — i"g(2) = f(z)
% [(@) = ATh(z) — uTg(2) = (@A, p)Vp > 0

ALso ist (T, ), /1) ist Sattelpunkt der Lagrangefunktion.
(Rest néchste Ubung)

SATZ 2.4.6

(In der Vorlesung: Satz 2.4.6)

Seien f,hi,g; € CY(R™,R) firi e 1,j € J.

Sei T ein KKT-Punkt, d.h. & € M|h,g] und 3\, i > 0 mit

Df(z) = N Dh(z) + p" Dg(z); i" g(z) = 0

Seien f; — g;,j € Jo(¥) konvex in T (siche Beweis) und h;,i € I affin linear.
Dann ist (Z, \, i) ein Sattelpunkt der LF, so ist Z € M[h,g] und (Z, \, i) efiillt
die KKT-Bedingung.
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BEWEIS SATZ 243
Sei & KKT-Punkt, \,fi >0
fi — 95,7 € Jo(z) konvex in Z:

fl@) > f@)+Df@)"(x—z)Ve eR"
—gj(x) > —g;(7) — Dg;()" (x — Z)Vx € R"Vj € Jo(T)
hi(x) = hi(@)+ Dhi(@) (x —Z)Ve e R"Wie T
= L(z, A\ p) = f(z) = ATh(z) - p"g(x
> f(@) - A'h(z) - p"9(z) = L(Z, )\ 1)
Lz, \p) = f(@) = Ahz@) - p"g(z)
< f(@) =L@\ p)
= (Z, \, n) Sattelpunkt

(Rest Ubung)

2.5 Subdifferential

DEFINITION 2.5.1 (SUBGRADIENT)

(In der Vorlesung: Definition 2.5.1)

Sei f : R™ — R. Ein Vektor £ € R" ist ein Subgradient von f in Z, falls
f(z) > f(@) + T (x — 2)Vz € R™ gilt.

Das Subdifferential 0f(Z) von f in T ist definiert als die Menge aller Subgradi-
enten von f in T. Man nennt f subdifferenzierbar in z, falls f(z) # 0.

BEISPIEL 2.5.2

f(z) = |z|
{1}, z >
of(z)=<[-1,1], =0
{-1}, Z<0
SATZ 2.5.3

(In der Vorlesung: Satz 2.5.2)
Ist f: R™ — R subdifferenzierbar in & € R"™, so ist 0f (%) konvex und kompakt.

BEWEIS SaTrz 2.5.1

zu Of (%) konvex:
Seien 51752 € af(j)a)‘ € (07 1)

= s {f<z>+5§<i:i>}w( A

= flx) > f(@)+ | Mo+ (1 —=Né& | (x—2)Ve = 9f(Z) konvex.
S——

€of(z)
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0f(z) kompakt:
Sei (fk)kzo Folge in Bf(:E) mit &, — &.

VEVZ : f(z) > f(Z) + & (x — 2) (2.8)

¢l (z — ) ist stetig in & = Of (%) abgeschlossen.

2L f(2) > (@) + €Tz - )

Noch zu zeigen: 0f(Z) ist beschrdnkt.
Dazu: Sei &),>1 Folge in Of(|z|) mit || — o0,k — oo.
OBdA || # 0Vk und % — &k — 0

i EFE g _
= i e = €€t

3 &

= f@+&(ER) > f(@)(eR) + |&| mf‘

~——

—1

= klim |€k| # coWid. = Of(Z) beschréinkt.

SATZ 2.5.4
(In der Vorlesung: Satz 2.5.3)
Ist f : R™ — R konvex, so ist f iiberall subdifferenzierbar.

BEWEIS SATZ 2.5.2
Sei

Epi(f) = {(z,y) e R" |y = f(x)}

= Die Funktion f(x) —y ist konvex und damit nach Satz 777 stetig.
= Epi(f) offen (das Urbild einer offenen Menge unter stetiger Abbildung) und
konvex.

= (Epi(f), (z, f(2))) (MOI) 3(§, £ns1) mit

o+ &1y > €17 + & F(2)V(2,y) € Epi(f)

= Tr+ &1 f(2) > 7T + &1 f(T)V2 €R™
Ann.: &y =0= T > Tavr e R

Ann.: {1 < 0= (limy—o)
in Anfiihrungszeichen=- £, 11 > 0 und Division durch &, 1 liefert das Ergebnis.
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Kapitel 3

Optimierungsverfahren

3.1 Abstiegsverfahren

DEFINITION 3.1.1

(In der Vorlesung: Definition 3.1.1)

Ein Vektor d € R™ ist eine Abstiegsrichtung fiir f € C*(R™,R) im Punkt
z eR™, falls Df(z)d < 0 ist.

ALGORITHMUS 3.1.2 (ABSTIEGSMETHODE)
(In der Vorlesung: Algorithmus 3.1.2)
Gegeben seien f € CY(R™,R), 20 € R™ und £ > 0.

1. k<0
2. Falls |Df(xr)||, > €, gehe zu Schritt 3, onst zu Schritt 4.

3. Wiéhle eine Abstiegsrichtung dy, von f in xy.
Bestimme die Ldsung ty, fiir ming>¢ f(xy + tdy)
Setze

Tyl — Tp+irdg

k — k+1
Gehe zu Schritt 2
4. Gebe xj, aus.
SaTz 3.1.3
(In der Vorlesung: Satz 3.1.3)
Sei f € CYR"™,R),z9 € R"™. Wéhlt man dj, = ~ D@ Sehritt 3 von

IDf(zi)ll2
Algorithmus 3.1.2 (,Methode des stirksten Abstiegs“)und gilt limy_,oo v, =

(e := 0% d.h. von Schritt 2 gehe imme rzu Schritt 3), so folgt Df(Z) =0

BEWEIS SAaTz 3.1.1
Es gilt (Ubung) Df(xk+1)D flzgp) =0Vk >0
=0< Df(wk) ( ) D fa)(Df(xx) = Df(z41))" — 0
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DEFINITION 3.1.4
Seien x € R™ k> 0 mit limg_ oo =T

1. Existieren 0 < C' < 1 und k € N, so dass ||zp41 — Z||, < C |22 — Z|, fiir
alle n > k, so sagt man, dass (x : k)k>o linear gegen T konvergiert.

2. Gilt limy,_, o % = 0, so sagt man, dass (x : k)r>o superlinear gegen

Z konvergiert.

3. Existiert ein x > 0, so dass ||zr41 — Z||y < C||zs —55||§sz > 0, so sagt
man, dass xi)k>0 quadratisch gegen T konvergiert.

DEFINITION 3.1.5

(In der Vorlesung: Definition 3.1.5)

Eine Funktion f € C?(R™,R) heiffit uniform konvex, falls ein m > 0 existiert,
so dass

ETD2f(x)¢ > mVe, & € R™
mit [[£||, =1 gilt.

Sei f € C*(R™,R) uniform konvex.
Sei z € R™ das globale Minimum von f.
Sei g # z. Fiir k > 0 setze x541 := xx — ADT f(z3,)
fiir ein festes A > 0.
OBdA sie zy # zVE > 1.
Sei

B={zeR"|lz - 2|, < [lzo — |5}

SATZ 3.1.6

(In der Vorlesung: Satz 3.1.6)

Unter obigen Vorraussetzungen folgt, dasss die FOlge (xy),>0 linear gegen T
konvergiert, falls \ klein genug (s.u.) gewahlt wird.

BEWEIS SaTz 3.1.2
Jm, m mit

0<m<&'D*f(x)é <mVz € B, e R™|I€], =1

Sei i fest: U(t) := DT f(Z + t(x; — )
U(0) = Dt f(z) =0,¥(1) = DT f(x;)

\I/(t)lef(o)+/ - dT:i(,Oﬁ/o D2f(z + 7(x:i — 7))(w; — 7)dr
=0
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= |lzigr —Zll, = |jai —ADT f(x:) — z|,

1
o = all [ 1T AD2 @+ 7 - 2]

1
(z; — &) — )\/0 D?*f(z + 7(x; — Z))(x; — Z)dT

2

1
/0 (I = \D*f(z + 7(x; — %)) (x; — T))dr

2

IN

wobei

[Ally == sup [ Az[,

llzll,=1

Ist A symmetrisch = 3U,UTU = A, D = diag(\;)

IA]l, sup ||Az|, = sup UTD(Uz)|| < sup ||Z/lTDyH2

llzll,=1 llzll,=1 = llyll,=1
=y ||y

LD, < |||, 1Dlly = | Dll, = max X

Sind a, ..., a, die EW von D?f(z), so sond 1 — \ay,...,1 — Ao, die EW von
I - \D*f(x).

. Ub . T 2 _
m < min £TD?f(2)¢ £ min a; < max = max Df(x)¢ <mVx e B
m< min D)2 min 0, < max = max €D ()t <

1
/ I = AD*f(z +7(x; — 2))|| dr
N————’
’ €B 9

1

< / dr sup HI— /\D2f(as)H2
0 zeB
< sup max [[1=Aci()ll,
< ilelgmax{ 1-A 11Sné1nai(x) , ‘1 - /\féliagxnai(x) }
< max{|l = Am|, |1 — Mn|} =: ¢(N)
Gilt
2
AE (07 E)v

so folgt g(\) < 1

= |lzip1 — 2y < gV [l — 2y < [lwo — 2|y = zi11 € B
= 3,1 >0,€ Bund ||zip1 — Ty < q(N) ||z — 2], Vi >0

= (x;) konvergieren linear gegen T

Wdh.
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3.2 Newtonverfahren

Ist f € CY(R™,R) und 7 Ipkales Minimum von f, so folgt Df(Z) = 0.

~» Idee: Suche Minimum von f als Nullstelle von Df.

Sei daher FF € CY(R™,R) und 9 € R"™. Ist F(z,) # 0, so ist wegen F(x) ~
F(zg) + DF (z0)(x — xo) der Punkt x1 := g — DF~!(z) F() ein natiirlicher
Kanidat fiir eine Nullstelle von F'.

Beim Newton-Verfahren setzt man also fiir ¢ > 0:

Tiv1 = x; + DFfl(a:,;)F(Ii)

Satz 3.2.1 (NEWTONVERFAHREN)

(In der Vorlesung: Satz 3.2.1)

Sei F € C*(R™,R™). Seien F(z) = 0 und DF(Z) invertierbar fiir ein T € R™.
Ist ||zo — Z||, klein genug, so konvergiert die Folge (xr)r>0 quadratisch gegen Z.

BEWEIS AfT 3.2.1

Sei F=|:|,fie C](R™,R), f;(z) = 0¥1 <i < n.
n
file) = DA —2)+ 5~ )T D @) - 2) + oflz ~ 7l2)
Dfi(x) = Dfia)+ (@ —2)TDfi(@) +of e — &,

_ 1 _ _ _ _
= Dfiz)(z —7) — filz) = 5z~ 2)"D?f,(z)(x — 7) + o(|lx — Z[|3)
Sei B; =1+ max| q|,=1 |aTD2fi(5c)a‘
= VI<i<ndn >0:[Dfi(x)(x—7) — fi(x)] < Bile— 23V e — 2, <
= |DF(a)(x ~2) = F(a)| < Bz — 2ll3¥ |z — ll, <n
fiir 8> 1 und n > 0.
Da det eine stetige Abbildung ist, 30 : det(DF(x) # OV ||z — Z||, < 0.
Setze H(x) := DF~*(z)V ||z — z||, < 4.
= wipr =2l = o — H(zi)F(z:) — 2|,
= | H(z))(DF(z)(z; — T) — F(z1))ll,
< H(@i)lly [[DF (i) (zi — ) — F(z4)ll,
< |H(@i)lly 8l — 2|3V |2 — 2| < 0,6

Da ||H(x)||, stetig ist, 3e > 0 : |H(z)||, < v fiir |z — Z| <e.
Ist |z — Z[|, < min{l, 75, ¢, 8,7}, so folgt

- 12
[zivr =2l < 2Bz —[; und

Wl = 1
vﬁ(%)z = 55

< 75?6 = € =
W?é = 6
YBsgn = M



Beh. (z1,) >0 konvergiert quadratisch gegen z, falls ||z — Z||, < min{1, ,%ﬁ, g,0,n}
ist.

3.3 Anwendung auf Optimierungsprobleme mit
Nebenbedinungen

Wir haben in den obigen Abschnitten Iterationsverfahren der Form
Th1 = T + trdy

kennen gelernt, wobei dj, als Abstiegsrichtung der zu minimierenden Funktion
gewahlt wurde.

Diese Abstiegsverfahren lassen sich zunfchst scheinbar leicht auf Probleme mi
Nebenbedingungen iibertragen:

Wir betrachten z.B. ein Problem der Form

min{ f(z)lg; (x) > 0,j € J}

fir f,g € C*(R™,R),j € J.
Sei zg € M[g] = {z|g,(x) > 0Vj € J}. Hat man z; € M[g] fiir ein k > 0 bereits
bestimmt, so wird nach Definition 2.0.7 und Satz 2.0.9 Vektoren di € R"™ mit

Df(zk)dy < 0, Dgj(zx)di > 0,5 € Jo(zk)
natiirliche Kanidaten fiir zulissige ,,Abstiegsrichtungen* und man bestimmt
Tyl = T + trdy
so, dass
f(xrs1) = flx — k + trdy) = min{ f(a + trdi)|t > 0,25 + trdr € Mg]} (3.1)

Um die Funktionswerte von f mdglichst schnell zu minimieren, kann man dj
dabei als Losung des LP’s

min D f(xg)dg

st. Dgj(zg)dy > 0Vj € Jo(xk)
dk]loo <0
(dy. € [-1,1]")

Dass diese natiirliche Ubertragung der Abstiegsverfahren nicht funktioniert,
zeigt das Beispiel von Wolfe (Ubung): Die Folge (71)r>0, die man so erhilt
konvergiert gegen ein z*, das weder lokales Minimum, noch KKT-Punkt (Def.
2.1.3)ist.

Um das ,,Zigzagging” zu vermeiden, schlugen Topkins und Veinott (1967) vor,
die di’s als Losung des LP’s

min z
s.t. Df(xr)d < z (3.2)
9i(xr)Dgj(wr)d = —zj € J '
del[-1,1"
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Satz 3.3.1 (TOPKINS UND VEINOLD 1967)

(In der Vorlesung: Satz 3.3.1)

Seien f,g;,j € J wie oben. Werden die Folgen (zx)r>0 gemdst [3.1 und3.1 be-
stimmt und konvergiert eine Teilfolge von (x)r>0 gegen ein T € R™, so ist
z € Mlg| und es existieren jig, pt; > 0, j € Jo(Z) nicht alle gleich 0 mit

poDf(x) = > p;Dg;(x)
J€Jo(2)

(vgl. Satz2.3.1)

3.3.1 Lagrange Newton Methode

Sei f,hi(i € I) € C*(R™,R) )
Ist # € M[h] ein KKT-Punkt von f|y;) mit Lagrange Multiplikator A, so ist
(Z, A) Nullstelle der Funktion

r ()= (R )

3.4 Subgradientenverfahren

In Abschnitt ?? haben wir zu einem gegebenen (primalen) Problem eon sige-
nanntes Lagrange-Duales Problem der Form

sup{O(A, p)[p = 0} mit
O ) = f{f(2) — ATh(z) — pTg(x)| € R"}
betrachtet.
Unter gewissen Vorraussetzungen (vgl. Satz 2.4.3) war f(z) — ATh(z) — ug(x)

konvex und ,,opt(P) = opt(D)*“.
~» Motiviert: Min konvexer Funktionen auf R™.

ALGORITHMUS 3.4.1
(In der Vorlesung: Algorithmus 3.4.1)

1. k=0

2. Falls 0 € 0f (x1) # 0, gehe zu 3, sonst zu 4

3. Sei gr € af(.%‘k),dk = —HgngHz
Berechne Losung ti, von ming> f(zx + trdy)
Setze
Tpp1 — T+ tpdy
k «— k+1
gehe zu 2

4. Fertig, gebe xi aus.
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BEMERKUNG 3.4.2

(In der Vorlesung: Bemerkung 3.4.2)

Sei d(x1, x2) = max{x, + 22,21 — 229, —2x1 — 6}.
= f konvex.

12:0

f(z1,22) > max{zy,—2x1,—6} > -1 = f(-2,0)

= (—2,0) ist eindeutiges globales Minimum von f.
Sei g = (1,2). Es gilt go = (1,2) € 9f(xg), denn

flan,s) = £(1,2) > (1, 2)( 2_%) W(x1,22) € R,

& flrzas) > f(1,2) + (21 — 1) + 2(z2 — 2) = x1 + 222¥(x1, 22) € R?
flzo—tgo) = f <<;> —t <;)> = max{5 — 5t,—3 — 3t,—8 + 2t} > 0
= to=-lLzi=20—g0= <8)
g1 =(1—-2)€df(x1), denn
a1, 22) — £(0,0) > (1,-2) (2) V(x1,22) € R

13.07.2004

& flx o) >z — 222V(21,22) € R?
Flar —tg1) = f ((8) —t <_12>> — f(=t,2t) = max{3t, =5, —6 + 2t} > 0
fla1) =
= ( — tg1) > f(a:l)Vt 7é 0
= d1 = — gt
1911l
~» Der Algorithmus|3.4.1l wiirde nicht funktionieren.
Aber:
(zl—tgl)—( ) H( t_2> = (t —2)% +4t2
= 5t2 — 4t + 4

_ 4
o ((2)) =0y o 5t2_4t+4Vt5t2—4t<0.0<t<5

Fiir t klein genug, liegt ©1 — tg; ndher am globalen Minimum als x.

2

LEMMA 3.4.3

(In der Vorlesung: Lemma 3.4.3)

Sei f:R™ — R konvex und T ein globales Minimum von f.
Sei xg € R™ mit f(xo) > f({f) und go € 8f(;v0) Sei dyg =
To + todp.

Dann gilt df (z — x) > 0 und

Hg \

1 — 2> < ||lzo — Z||* — todl (7 — 20)V0 < to < df (z — x0).
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BEwEIS LEMMA 3.4.1

f(xo) — f(T)

>0
g0l

F(@) = f(wo) = g5 (T — wo) = dg (T — wo) >

21 — Z))* = ((zo — T) + todo)T ((x0Z) + todo) 2o — Z)|* — 2tod (T — wo) + 3 ||do]?
——
=1

< lwo — 2||* — todd (7 — o)

ALGORITHMUS 3.4.4 (SUBGRADIENTENVERFAHREN)
(In der Vorlesung: Algorithmus 3.4.4)
Sei f:R™ — R konvex, xo € R"™, (ty)k>0 mit t > 0Vk > 0.

1. k<0
2. Sei g € Of (z)
3. Ist gr = 0, so gebe x, aus.

4.

Tpy1 < T+ tpdg fiir di = 7%

k «— k+1
Gehe zu 2.

SATZ 3.4.5
(In der Vorlesung: Satz 3.4.5)
Sei f:R™ — R konvex und Z ein globales Minimum von f-

Sei (tk)r>0 mit ty, > 0,k > 0 so, dass lim = 0 und Z ty = oco. Dann gilt fiir

k—oo

die Folge xg,x1, ..., die das Subgradientenverfahren 11efert dass
kli_{rolo min{ f(z0), f(@1), - fw1)} = ()

BEWEIS SATZ 3.4.1
Ist g, = O fiir ein k (d.h. ) = T)41 = ... ), so ist v}, nach Ubung ein globales
Minimum, denn

f(@) = f(ar) > 0" (z —ap) = f(x) > flap)Va

= Beh.
Sei daher gj, # OVk > 0.
Ann: 3o f(z) > a> f(Z)VE >0

Da f stetig ist, 3p > 0: f(Z + pd) < aV ||d|| < 1.

= af =1 — pdy

= f(2}) <a< flzg)Vk >0

= 0> f(azf) — f(zr)a > gf (x — k*) = g (T — xx — pdi)
= di(@ =) > plldil® = p

=  Fallsty <p:|zesr — Z|° < |lzw — z)|> = tep

53



= 3K € N mit t;, < pVk > K

N 1 N
12 —12
=3 < =Y (S law =l + e - 3l
k=K pk:K
1 ) _2
= (Sllewa =2l + llox - 2I?)
1
< |2k — #|*VYN > K Widerspruch
P

SATZ 3.4.6
(In der Vorlesung: Satz 3.4.6)
Sei f:R™ — R konvex und sei T € R™ so, dass

flx) = f(@) = Lz -z

fiir ein festes L > 0 und alle x € R™.
_ fleEn-—f&@

Wiéhlt man im Subgradientenverfahren t, = Toel 5O konvergiert (zx) k>0

linear gegen .

BEWEIS SATZ 3.4.2

fzr) = f(7)

G (@ =) 2 =

>0 (vgl. Lemma(3.4.3)

L2
= (Lem34.3) |lzy —z|* < |lzx —z||> =t < ||z — k — z||° (1 - 2)

= |2k — 2| < [lzo — 2|
= IM || f(ze)]] < M
= HM/Z ||f(mk—dk)HSM/
= gl = g (=di) < f(ax —di) — f(z) < M+ MVE >0
L2
= Ja<l:|(l-—5]<a®k>0
llgw |l
= leps1 — 2| < a|lzr — Z||VE >0
= Behauptung
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Kapitel 4

Einige kombinatorische
Optimierungsprobleme

4.1 Set Cover

PrROBLEM 4.1.1 (SET COVER)
(In der Vorlesung: Problem 4.1.1)
Geg: Eine endliche Menge U,S = {S1,...,Sk} mit S; C UVl < i < k, Fkt

CcCs — @Jr.
Ges:
S'CSmitd = U S so, dass
ses’
(8 = Z ¢(S) minimal ist.
ses’
Als LP:
min Z c(S)zs
SeS
s.t. Z rg > 1Veecld
S:eeS
zs €{0,11WS € S
20.07.2004
LEMMA 4.1.2

(In der Vorlesung: Lemma 4.1.6)

(e )eeus (2)ees) = (FEeetes (55 )ses)

ist zuléssug fiir (D)(n = |U|)
BEwWEIS LEMMA 4.1.1

Fall 2 Der mod GA wahlt S aus.
Zu dem Zeitpunkt, zu dem mod GA S auswéhlt seien bereits 0 < k' < k
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Elemente e von S r.-mal iiberdeckt.

k k k
1 . . . .
(O ye) =25 = - {>_price(ei,re,) = Y (price(es,re,) — price(es, i) }(4:1)
i=1 noi=1 i=k/+1

Wobei S das Element e; genau zum j;-ten Mal iiberdeckt (i = k'+1,... k)

4.11= Hin iprice(ei,rei +Z/lnderbraceprice(ei,ji)c(s)
Wie oben:
price(e;, e, < kf(iﬂll =1,...,K
SET< oS — L Ly <)
o, E T E-1 k— K +1(> 2)

4.2 Set Cover und ,(randomized) rounding*
Sei (U, S, c) eine Instanz von Set Cover und sei

F =max{|{S € Sle € S}tle e U|}
die maximale Frequenz |{S € S|e € S}| eines e € U.

PROPOSITION 4.2.1
(In der Vorlesung: Proposition 4.2.1)
Ist (xg)ses eine optimale Losung der LP-Relaxierung von Set COver, so ist

1
S ={e Slzs > =}
f
ein Set COver fiir (U, S, ¢), dessen Kosten hichstens f mal grofer sind, als die

minimalen Kosten eines Set Covers.

BEWEIS PROPOSITION 4.2.1
SeieclU

S me
UnderbraceS:e€S<f summanden
1
= HS, e c S, Ts > —
f
und S’ ist Set Cover

o8 = > S)<fY e(S)xs = fOPT(p) = Beh.
S

. 1
S:Xs>1

Beispiel fiir Instanzen mit kleinem f: Vertex Cover
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PrROBLEM 4.2.1 (VERTEX COVER)
(In der Vorlesung: Problem 4.2.2)

Gegeben: Ein endlicher Graph G = (V, E),|V| < oo, ESubseteq (‘2/) e Voo

Q+
Gesucht: Eine Menge USubseteqV mit f NU # OVf € E, so dass ¢(U) minimal
sind.

(E,S = {Underbrace{ f € Eluinf}g |u € V},Underbracec.(s,)=c(u))

Randomized Rounding: Sei (xg)scs eine optimale Lésung der LP-Relaxierung
von (U, S, c)

Idee: Interpretiere o < xg < 1 als Wahrscheinlichkeiten.

~» Wihle S € S unabhingig voneinander mit Wahrscheinlichkeit xg aus.

Sei C die Menge der ausgewéhlten S € S.

= E[c(C)] = ) c(S)zs = OPT(p
SeS

Sei u € U und u gehére genau zu den Mengen Sq, ..., Sk.

Plu e U S] = 1—-Plu# U S|
sec sec

> 1-(1-2)>1-=
2 1-2)

Z?Zl zs, > 1(1—p;)(1 —p;) < (1 — 2E22)2 | Sei S’ die Vereinigung von dlogn

unabhédngig voneinander gewdhlten Mengen C4,...,Cqlogn. Sei d so gewdhlt,

dass
< 1 ) dlogn
- <
e

= Pug|JS)< (1)d1 <L

S|

Ses
1
=  Pu#lJsI<d Pug | S<3
Ses ueU Ses’
dlogn

Elc(8)] < Z E[c(Cy)] = dlogn OPT (py

=1

Mazkov)  pro(s'y > 4dlogn OPTpy] < i

= PlU # U S] oder ¢(S") > 4dlogn OPT py] <

1
2
ses’
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Zuriick zu Vertex Cover G = (V, E),cy — Q +

min Z c(u)zy,
ueV
sth. zy +x, > 1Wuv e F

Ty > WueV (P)

SaTZ 4.2.2 (NEWHAUSER + TROTTER)

(In der Vorlesung: Satz 4.2.3)

Sei (xy)uev eine zuldssige Losung von (P). Sind nicht alle Komponenten von
z aus {0,1, 3}, dann ist « nicht-triviale Konvexkombination zweier zuldssiger
Lésungen von (P), d.h. alle Ecken der fiir (P) zulissigen Polyeders sind ,halb-
ganzzahlig®.

BEWEIS SaTz 4.2.1

1
vV, = {u€V|§<xu<1}

1
Vo = {u€V|0<xu<§}

Ann: V. UV, # 0
Fiir € > 0 sei

Ty +e veEVL
Yp = Ty,—€ VEVL
Ty sonst
Ty—€ vEV,
Zy = Ty +e veV_

Ty sonst
1
= yFrzFer=g(y+z)

Zeige: Fiir € > 0 klein genug, sind y und z zulassig:
Sei uv € E

Ty + 2y >1

Ty + 2, =1

1
= entweder x,=1x,= 3

oder {zy, 2, } ={0,1}
oder T, €V_o,x, €Vy
oder Ty €Vi,xy, €V
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4.3 Set Cover und das Primal-Dual Schema

Seien
(P) min Z CiTj
J

s.th. Z Qi T4 Z bVi
J

an‘xa’ z Z(Z ij ;)Y = Z(Z @ijYi)T; = Z biyi

J
(D) max Zbiyi

s.th. Z QY S ij_j
yi > O0V1
Relaxierte Complementary Slackness Bedingung:

(x)j, (y:); sind optimale Lésungen von (P) und (D)

Vj:l‘j >0 = Zaijyi:cj
A

V’LyZ >0 = Zaijxj =b;
J

Ralaxation:
. c
Vitx; >0 = Ejgzaijyigcj
K2
Vi:y; >0 = b Szaijx]’ < Bb;
J
fiir o, 8 > 1.
LEMMA 4.3.1

(In der Vorlesung: Lemma 4.3.1)
Erfiillen (x;); und (y;); die relaxierten CSB (wie oben), so gilt

Z cjr; < af Z biyi
J 4
BEwEls LEMMA 4.3.1
chffj < QZ(Z aijYi )T,
J J ?
Xi: biy; % zl:(zj: aijT;)yi

v
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4.3.1 Primal-Dual Schema:

Ausgehend von einer nicht-zulissigen Losung von (P) und einer zuléissigen aber
nicht optimalen Losung von (D) (z.B. © = 0,y = 0) verbessert man iterativ
die Zulassigkeit der primalen Losung und die Optimalitéit der dualen Losung.
Wird die primale Losung stindig ganzzahlig verdndert und gelten am Ende die
relaxierten Complementary Slackness Bedingungen, so erhilt man nach Lemma
4.3.1] eine zuldssige Losung des (ILP), deren Wert um hochstens den Faktor o8
vom optimalen Zielfunktionswert abweicht.

BEISPIEL 4.3.2 (SET COVER)

Sei (U, S, c) eine SET COVER Instanz und sei f die maximale Frequenz.
Wir wéhlen o« = 1,0 = f.
Die relaxierten Complementary Slackness Bedingungen lauten:

(P)  VSeS:wg#0= y.=c(S)

eeS

Mengen S € S mit ) y. = c(S) heiien ,yoll“
ecS

(D) VeEU:ye;«éO:>1§Zx5§f
S:ecS

Die Bedingung Y. g < f gilt fiir alle (z5)ses € {0,1}° aufgrund der Defini-
S.es

tion von f.

ALGORITHMUS 4.3.3 (PRIMAL-DUAL SCHEMA FUR SET COVER)
(In der Vorlesung: Algorithmus 4.3.2)

1. Setze x — 0,y « 0.

2. Solange noch nicht alle Elemente von U iiberdeckt sind, wihle ein e € U,
das noch nicht iiberdeckt wurde, erhéhe den Wert y. gerade soviel, dass
eine Menge S mit e € S ,yvoll“ wird.

Fiige zu dem aktuellen SET COVER Kanidaten alle Mengen hinzu, die
wwvoll“ sind (d.h. setze xg =1).

3. Gebe x aus.

SaTz 4.3.4

(In der Vorlesung: Satz 4.3.3)

Der Algorithmus|4.3.3 liefert ein SET COVER, dessen Kosten hichstens um den
Faktor f grofer sind als die minimalen Kosten.

BEMERKUNG 4.3.5
(In der Vorlesung: Bemerkung 4.3.4)
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€1 Yey = 17x[el,en] =1

— €21 Yey = L, Ty, = 1
— 83

— €n-1

—  Cnt1lYen1 = € Tlalle] = 1

— ¢(S)Y=n+e

¢ (optimales SET COVER) =1+¢
... Beispiel Multicut und Multicommodity Flow in Bdumen.

PROBLEM 4.3.6 (MINIMUM MULTICUT)

(In der Vorlesung: Problem 4.3.5)

Gegeben: Ein ungerichteter Graph G = (V, E) und c. € Q *Ve € F.

EIne Menge von Paaren von Ecken {{s1,t1},...,{sk,tx}}

Gesucht: EIne Menge E' C von Kanten, so dass fiir 1 <14 < k im Graphen (V, E\

E') kein Weg zwischen s; und t; verlduft, so dass ¢(E’) = > c. minmal ist. ~
ecE’
Fiir jedes Paar {s;,t;} und jeden Weg zwischen s; und t; muss E' mindestens

eine Kante des Weges enthalten.

Baum = kreisfreier zusammenh#ngender Graph
~» zwischen je zwel Ecken existiert immer (hochstens) ein Weg.
Sei fir 1 <1 < k P; die Menge der Kanten des eindeutigen s; — —t; Weges im

Baum G = (V, E).
min Z Cede

ecl

~ (ILP) sth.» d.>1V1<i<k
ech;
de € {0,1}Ve € E

«»"Spezielle SET COVER Instanz
(,Uberdecke die Wege P; mit den Kanten ¢“)

mianede
e
(P) sth.y de>1V1<i<k

ecP;
d. > OVe

k
max Z fi
i=1

(D) s.th. ~iecP; fl S ceVe eu
fi>ov1<i<k
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BEMERKUNG 4.3.7
(In der Vorlesung: Bemerkung 4.3.6)

max Z fi

(ILD) s.th. > fi <ccVe
i:e€P;
fi € NgV1<i<k

PROBLEM 4.3.8 (INTEGER MULTICOMMODITY FLOW)

(In der Vorlesung: Problem 4.3.7)

Gegeben: (wie bei Problem 4.3.6)

Gesucht: ,Eine Menge von s;——t;-Fliissen maximaler Gesamtstérke, die gemein-
sam die Kantenkapazitéten nicht iiberschreiten und jeweils ganzzahlig sind“(fiir
Béiume < (ILD)).

a=1,=2

R.C.S.B.

(P) Ve€eE:de#0= Y fi=c
i:e€P;

(D) V1<i<k:f;#0=1<) d.<2.
eeP;

Falls Y fi = cc heilt e ,saturiert”
i:e€P;

Sei G = (V,E), (ce)eck eine Instanz, d.h. G ist Baum.
Verwurzele den Baum in einer beliebigen Ecke. ~ Tiefe.
Fiiru,v € V sei lca(u,v) die Ecke minimaler Tiefe auf dem eindeutigen u — —v-

Weg in G.

ALGORITHMUS 4.3.9 (MULTICUT + INTEGER MULTICOMMODITY FLOW)
(In der Vorlesung: Algorithmus 4.3.8)

1. Setze f — 0,D « ()

2. Fir alle Ecken v in einer Reihenfolge nicht-wachsender Tiefe.
Fiir alle Paare {s;,t;} mit v = lca(s;,t;) in beliebiger Reihenfolge erhéhe
den Flusswert ganzzahlig, soweit méglich.
Fiige zu D alle Kanten hinzu, die jeweils saturiert werden.

3. Seiey,es,...,e die Reihenfolge in der die Kanten zu D hinzugefiigt wur-
den.

4. Firj=1(10-1),(1-2),...,1:H
Ist D\ {e;} ein Multicut, so setze
D — D\ {e;} }

5. Gib f und D aus.

62



LEMMA 4.3.10

(In der Vorlesung: Lemma 4.3.9)

Sei 1 <i <k so, dass f; > 0 ist. Sei v = lca(s;, t;.

Die Menge D enthalt hochstens eine Kante des v — —s;-Weges und hdchstens
eine Kante des v — —t;-Weges.

min E Cede
e

(P) sth.y de>1V1<i<k
ecP;
d, € {0,1}Vec E

27.07.2004

k
maxz fi
1=1
(D) S.th. ~NieeP; f, S ceVe € FE
fieNgV1<i<k

BEWEIS LEMMA 4.3.2

Ann: Sei 1 <i <k und seien e, e’ € D auf dem v — s; Weg wobei v = lca(s;, ;).
Zu dem Zeitpunkt in 4., zu dem e betrachtet wird, existiert ein 1 < j < k(j # 1),
so dass e die einzige Kante von D auf P; ist (*). Sei v = lca(sj, ;).

Nach dem Moment in Schritt 2., zu dem u betrachtet wurde, enthielt D eine
Kante des sj — tj-Weges. Sei €'’ eine solche Kante.

Da f; > 0, wurde e zu D hinzugefiigt nachdem in 2. v betrachtet wurde.

= e wurde nach ¢’ zu D hinzugefiigt.

= zu dem Zeitpunkt in 4., zu dem e betrachtet wird, enthélt D die Kante e
aus P;. Widerspruch zu (*) = Beh.

Satz 4.3.11

(In der Vorlesung: Satz 4.3.10)

Der Algorithmus 4.3.9 erzeugt einen Multicut, dessen Wert hichstens doppelt
so hoch ist wie der optimale Wert und einen IMF, dessen Wert mindestens halb
so hoch ist, wie der optimale Wert.

FOLGERUNG 4.3.1
(In der Vorlesung: Folgerung 4.3.11)
Fiir Baume mit ganzzahligen Kantenkapazititen gilt

max |F|< min ¢C) <2 max |F]
F ist IMF C multicut F ist IMF

k
wobei |F| = Y f; Wert des Flusses.
i=1

BEMERKUNG 4.3.12
(In der Vorlesung: Bemerkung 4.3.12)
Fiir allgemeine Graphen kennt man O(logk) Approximationsalgorithmen fiir
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das Minimum Multicut Problem aber keine Approximationsalgorithmen mit
nicht trivialem Approximationsfaktor fiir das IMF Problem.

(D)

(077 177 e R

4.4 Survivable Network Design Problem (Jain 2001)

Sei G = (V(G), E(Q)) ein Graph. Sei M : E(G) — N.
Fiir S C V(G) sei 6(G) die Menge der Kanten, die S verlésst, d.h.

0(S)={ee E(G)|len S| =1}

min Z cle)x,
e€EE(Q)

sth. Y x> f(SVS CV(G)
e€d(S)
ze < ule),ze > 0Ve € E(G)

firc: E(G) - QT
und f:2V(©@ 7z +
F . 2" heikt schwach supermodular: <

VA, BCU entweder f(A)+ f(B)
oder f(A) + f(B)

f(AUB)+ f(AUB)
fANB) + f(B\ A)

INIA

F C 24 heift laminar: & VX,Y € F gilt
entweder X \ Y =0 oder Y \ X =0 oder X NY = 0. (kein XOR!)

S CV(G)~ 8(8) € E(G)
xs € {0, 1}E(G)

T »S saturiert®
Xs¥ = Z Le = f(S)

LeEMmMA 4.4.1 (JAIN 2001)

(In der Vorlesung: Lemma 4.4.1)

Sei f : 2V(©) — Z+ schwach supermodular.
Sei (ze)ecr(q) eine Ecke des Polyeders

{x e REO Ly > f(SVS CV(Q),z >0,z < u}
so dass 0 < x, < 1Ve € E(Q) gilt.

Dann existiert eine laminare Familie von m Mengen B, die alle saturiert sind
und fiir die Vektoren x s, S € B linear unabhéngig sind.
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BEWEIS LEMMA 4.4.1

Sei B eine laminare Menge saturierter Teilmengen von V (G), so dass xs,S € B
linear unabhingige Vektoren sind und |B| maximal ist.

Ann: |B] < m.

Da z eine Ecke des Polyeders ist, erfiillt * m linear unabhingige Ungleichungen
mit Gleichheit. Da 0 < z.y < 1Ve € E(G) gilt, existieren m saturierte Mengen
S mit linear unabhéngigen Vektoren xs.

= 35 C V(G), S saturiert, S & B, so dass

{xr|T € BU{S}} linear unabhéngig sind.

Sei S so gewdhlt, dass

v(S) ;= |{B € B|IBN S}neqd, B\ S # 0,5\ B # 0}|

minimal ist.

=7(S) > 0.

= 1B € B, das S kreuzt.

Da F schwach supermodular ist, gilt entweder

[(B\S) + [(S\B)= f(S) =Y wt Y a

e€8(S) ecs(B)

= Z Te + Z Te+ 2 Z Te

e€d(S\B) e€d(B\S) e€EEq(SNB,V(G)\(SUB))

D, wmet )

e€5(S\B) e€5(B\S)

f(B\S)+ f(S\B)

>0

v

v

oder

F(SUB) + f(SNB)=> f(S) = > @+ 2 ze
e€d(S) ecd(B
D, wet ) @

e€§(SUB) e€d(SNB)
f(SUB)+ f(SNB)

Y

v

Im ersten Fall sind S\ B, B\ S saturiert und xs\p + XB\s = XB + X5-
Im zweiten Fall sind Ssup B, S N B saturiert und xsnp + XsuB = XB + Xs-

= 3T € {S\B,B\S,SUB,SNB}: {xr|T' € BU{T}}

linear unabhéngig und T ist saturiert.
Weiter gilt v(T) = ~(S), denn B kreuzt S aber nicht T und es existiert kein
c € B das T kreuzt aber nicht S. Widerspruch = Beh.
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