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Hinweise
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1 Einleitung

1.1 Ein Beispiel: Olraffinierung

Die Olgesellschaft “Hollindische Muschel” zerlegt Rohdl in drei verschiedene Komponenten:
schweres Ol S, mittelschweres Ol M und leichtes Ol L. Dazu stehen ihr die zwei Raffinerien
Schachdorf und Osseling mit unterschiedlichen Crackprozessen zur Verfiigung, die folgende
Ausbeuten (in Mengeneinheiten ME) und Kosten (in Geldeinheiten GE) verursachen.

Schachdorf: 2 ME S
2 ME M Kosten: 3 GE
1ME L

Osseling: 1ME S

2 ME M Kosten: 5 GE
4 ME L

Die Gesellschaft ist vertraglich verpflichtet folgende Mindestmengen auszuliefern:

3ME S
5ME M
4ME L

Zur Gewinnmaximierung sollen diese Mengen so kostengiinstig wie moglich produziert werden.

1.1.1 Mathematische Modellierung

Variablen:

1 Produktionsniveau in Schachdorf

T Produktionsniveau in Osseling
Nebenbedingungen:

211 + 19 > 3 schweres Ol

2r) + 229 > 5 mittelschweres Ol

r1 +4x9 > 4 leichtes Ol

T1, o > 0

Kostenminimierung:
min 3z + dx9
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Eine derartige Aufgabe heilt lineares Programm oder lineares Optimierungsproblem
und wird iiblicherweise in folgender Form geschrieben:

min 3z + dxa
21 + 129 > 3
2014+ 229 > 5
T, +4xy >4
120
xo >0
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Dabei wird die Funktion 3z + 5x2 in (1.1) Zielfunktion genannt. Jeder Vektor, der die
Nebenbedingungen ([1.2)) — (|1.6)) erfiillt heilt zuldssige Losung des Problems.
Lineare Optimierungsprobleme mit zwei Variablen lassen sich geometrisch [6sen (— Schule

oder Abbildung [1.1)).

Xeoi

Lasungsmon ge v &b
(g A

)-(LE)

//%5

: GT{!I’%Xq‘*S—!J\-:(

7~

| , Vo

] i [ 4 : BT

1 o -
\ \;\GﬁSxIZ,{Hax&:gf G; Sl +gtf

G x |24t X g 533

Abbildung 1.1: Graphische Losung des linearen Programms.

G ist hier ein Reprdsentant der Zielfunktionsgeradenschar. Die optimale Losung wird in

2* = (2, 3) angenommen, wo G nach Parallelverschiebung die Lésungsmenge gerade noch

beriihrt.
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1.2 Fragestellungen

Fiir mehr als zwei Variablen werden andere Verfahren bendtigt. Dabei ergeben sich verschiedene
Fragestellungen:

Existiert eine Optimallésung?

Ersetzen wir in unserem Beispiel die Zielfunktion 3x; + 525 durch —3x; + 525 (was 6konomisch
wenig Sinn ergibt) so ist (K, 0) fiir jedes K > 4 eine zulassige Lésung mit Zielfunktionswert
—3K. Es gibt somit keine Optimallésung, sondern das Problem ist unbeschrankt.

Andererseits kann durch Geradendrehung und -verschiebung eingesehen werden, dass fiir alle
Zielfunktionen axy + bxy mit a,b > 0 eine oder mehrere Optimallésungen existieren. Zudem
ist auch immer eine der Ecken (0,3), (3,2), (2,%), (4,0) Optimalldsung. Im Rahmen der
Vorlesung werden wir sehen, dass auch in hoheren Dimensionen (endliche) Optimalldsungen
immer auch in Polyederecken angenommen werden.

Existiert eine zuladssige Losung?

Z.B. gibt es kein Paar (21, z5) € R?, das folgende Nebenbedingungen erfiillt:

) Z 0

Wie kann entschieden werden, ob eine Losung optimal ist?

Um zu zeigen, dass (2, %)T optimal ist, hilft ein Vergleich der Zielfunktion mit den Nebenbe-
dingungen. Es gelten

3 9
3z, + Hxy > 5(2:z:1 + x9) > 5

3 )
3ZE1 + 5I2 2 5(21’1 + 21’2) Z ?7
und

3%1 + 5%2 > Z(l’l + 4%2) > 5,
wobei sich die ersten Ungleichungen durch Koeffizientenvergleich sowie = > 0 und die zweiten
Ungleichungen aus den Nebenbedingungen ergeben.

Somit ist 7,5 = % eine untere Schranke fiir den Zielfunktionswert, allerdings noch echt
kleiner als der Optimalwert von 8,5 =2-3+ 5% in *. Um noch bessere untere Schranken zu
finden, schitzen wir die Zielfunktion nicht einzeln, sondern durch eine gewichtete Summe der
Nebenbedingungen ab.
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Wir wollen die skalierten Werte der rechten Seite maximieren, aber gleichzeitig garantieren,
dass fiir keine Variable der Zielfunktionskoeffizient durch die gewichtete Summe der Koeffi-
zienten aus den Ungleichungen iiberschritten wird. Dies resultiert wieder in einem linearen

Programm, dem zu (1.1)- (1.6) dualen Programm.

max 3y +oy2 +4ys
200 2y +y1 <3
y1 2y, +H4y; <5
n >0
Y2 >0
yz3 =0

(1.10)

Der Punkt y* = (0, %, %)T ist zuladssig fiir ((1.10) und erzielt einen dualen Zielfunktionswert

von 8, 5. Damit ist die Optimalitdt von x* auch algebraisch bewiesen.

Wie kann eine optimale Losung gefunden werden?

In unserem Beispiel mit zwei Variablen kann eine optimale Lésung graphisch gefunden werden.
Gibt es (polynomielle) Algorithmen, die das allgemeine Problem |6sen?

1.3 Lineare und Ganzzahlige Optimierung

Zunichst formalisieren wir, was ein Optimierungsproblem ist. Im folgenden steht K als
Platzhalter fiir die reellen Zahlen R oder rationalen Zahlen Q, i.e. K € {R, Q}. Insbesondere ist
K ein archimedisch angeordneter Kdérper mit den iiblichen Rechenoperationen und Strukturen
sowie einer Ordnung <.

Definition 1.1. Ein Optimierungsproblem ist ein Paar (S, f), bestehend aus einer Menge
S und einer Abbildung f : S — K. Gesucht ist ein Element x* € S mit der Eigenschaft
f(z*) < f(x) fir alle x € S (Minimierungsproblem) oder f(2*) > f(x) fir alle x € S
(Maximierungsproblem).

Wir schreiben auch:
min f(z) oder min{f(z) : x € S},

€S

max f(z) oder max{f(z) : = € S}.

€S

(1.11)

Definition 1.2. Ein Element x € S heiBt zuldssige Losung. Eine zulissige Lésung eines
Minimierungsproblems (Maximierungsproblems), fiir die das Minimum (Maximum) ange-
nommen wird, heiBt optimale Lésung. Ein Optimierungsproblem (S, f) mit S = () heiBt
unzuldssig. Ein Minimierungsproblem (Maximierungsproblem) (S, f) heit unbeschrankt,
falls es fiir jedes K € K einxz € S mit f(z) < K (f(z) > K) gibt.

Bemerkung 1.3. Selbst wenn (S, f) beschrinkt und zuldssig ist, kann es sein, dass es keine
optimale Lésung gibt! (z.B. existiert nur das Supremum sup{zx €¢ K : 0 <z <1} =1
welches aber durch kein 0 < x < 1 angenommen wird).

10
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In dieser Vorlesung beschaftigen wir uns mit linearen und ganzzahligen Optimierungs-
problemen.

LINEARE OPTIMIERUNG
Instanz: Eine Matrix A € K™*" und Spaltenvektoren b € K™, ¢ € K".
Aufgabe: Bestimme einen Spaltenvektor z € K™ mit Az < b und ¢Tx maximal;

entscheide, dass {z € K" : Az < b} leer ist;
oder zeige, dass es fiir alle @ € K ein x € K" mit Ax < bund Tz > «

gibt.

Eine Instanz dieses Problems wird auch lineares Programm (LP) genannt. Die Problem-
stellung ist in der Tat sinnvoll, d.h. das Maximum wird angenommen, wenn das Problem

zuldssig und beschrankt ist.

Bei vielen Problemstellungen kénnen die Variablen nicht kontinuierlich gewahlt werden,
sondern diskrete Entscheidungen miissen getroffen werden. Z.B. ist es sinnlos, halbe Autos
zu bauen. Im zweiten Teil beschaftigen wir uns deshalb mit ganzzahligen Optimierungs-
problemen, die auch ganzzahlige Programme (ILP) (Integer Linear Program) genannt

werden.

GANZZAHLIGE OPTIMIERUNG

Instanz: Eine Matrix A € K™*" und Spaltenvektoren b € K™, ¢ € K".

Aufgabe: Finde einen Vektor x € 7Z", so dass Az < b und c¢Tz maximal ist, oder
zeige, dass {x € Z™ : Ax < b} leer ist, oder zeige, dass es fiir alle « € K
ein x € Z" mit Axr < bund cTz > « gibt.

Es wird sich zeigen, dass sich lineare Programme in der Praxis und auch theoretisch effizient
in polynomieller Zeit 16sen lassen.

Dagegen sind ganzzahlige Programme im Allgemeinen NP-schwer, und einige Probleme
mit weniger als 100 Variablen konnen heutzutage in der Praxis nicht gelost werden.

Lineare Programme spielen beim Losen oder Approximieren von ganzzahligen Programmen
aber eine wichtige Rolle. Insbesondere ist die lineare Relaxierung max{cTz : Az < br € K"}
des ILPs max{cTz : Ax < bx € 7"} eine obere Schranke:

max{cTz : Az <br € K"} > max{cTz : Az <bx € Z"},

wobei dass Maximum iiber einen leeren Losungsraum als —oo definiert sei. Das Losen
von LPs bildet die Grundlage vieler optimaler oder approximativer Algorithmen zum L&sen
kombinatorischer Optimierungsprobleme und allgemeiner ILPs.

11
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1.4 Weitere Beispiele

1.4.1 Lineare Programme

Beispiel 1.4 (Minimierung einer stiickweise linearen, konvexen Funktion).
Mit
f(z) = max (a2 + ),z € K"

1<i<n

ist min{ f(x) : x € K"} ist dquivalent zu

min t
a{x—kﬁi <t \4)

1.4.2 Ganzzahlige Programme

Beispiel 1.5 (Minimum-Weight-Perfect-Matching-Problem).
Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V, E) und Gewichte ¢ : E(G) — K, gesucht ist
ein perfektes Matching, i.e. eine Zerlegung {vy,wy}U. .. U{vg, wr} =V mit {v;,w;} € E
V1 <i <k, mit minimalen Kosten ), _._, c(v;, w;).

Dieses Problem kann durch folgendes ILP formuliert werden: Setze c. := c(e) und fiihre
fiir jede Kante eine bindre Entscheidungsvariable x. € {0,1} (e € E) ein:

min Z Cele
ecE
s‘d.Z:pezl YveV
e€d(v)

z. € {0,1}

Falls G bipartit ist (Zuordnungsproblem oder bipartites Matching), hat die LP-Relaxierung
z. € [0,1] (e € E) eine ganzzahlige optimale Lésung.

Bei einem allgemeinem Graphen G kann es sein, dass die LP-Relaxierung keine ganzzahlige
Optimallésung hat!
(Ubungen)

Beispiel 1.6 (Knoteniiberdeckungen). Gegeben sei ein Graph GG, gesucht ist eine minimale
Teilmenge S C V, so dass jede Kante e € E mindestens einen Endpunkt in S hat. ILP-

Formulierung:
min E Ty

veV
sd. x,+x,>1 Y{u,v}eFE (1.12)

z, €{0,1} YweV

(x, =1<veSundzx, =0« v ¢&S). Dieses Problem ist bekanntermalen NP-schwer.
Eine optimale Lésung der LP-Relaxierung kann aber leicht in eine zuldssige ganzzahlige Lésung
mit héchstens doppeltem Zielfunktionswert umgewandelt werden. (Ubungen)

12



2 Polyeder

2.1 Polyeder

Die Lésungsraume von linearen Programmen sind Polyeder (engl. polyhedron).
Definition 2.1. Die Dimension dimX einer nichtleeren Menge X C K" ist die Zahl
n — max{rank(A) : A ist eine n x n Matrix mit Ax = Ay Vx,y € X}.

Definition 2.2. 1. Ein Polyeder P ist eine Menge vom Typ P = P(A,b) = {z € K" :
Az < b}, wobei A € K™ und b € K".

2. Falls K = Q sprechen wir von einem rationalen Polyeder.

3. Ein Polyeder P heiBt Polytop, wenn es beschrinkt ist, d.h. es gibt ein B € K, B > 0
mit P C{z € K" : ||z|| < B}.

4. Ein Polyeder P C K" heift volldimensional, falls dimP = n.
Definition 2.3. Seien a € K"\ {0} und o € K.

1. H :={z € K" : a"z = a} heift Hyperebene (engl. hyperplane) und a heilt
Normalenvektor zu H.

2. Ht :={x € K" : aTx < a} heibt (abgeschlossener) Halbraum (engl. half space)
und a heift Normalenvektor zu H+.

H heiBt die H' berandende Hyperebene, und H" ist der zu H gehérende Halbraum.

Beispiel 2.4.
() und K™ sind Polyeder, denn ) = {x € K" : 0Tz < —1} und K" = {x € K" : 0Tz < 0}.

Bemerkung 2.5. Jedes Polyeder P C K" ist ein Schnitt endlich vieler Halbrdume. Insbe-
sondere sind Polyeder konvex und abgeschlossen.

Beweis. Fall P =), soist Pwegen ) = {z e K" : 1Tx < -1} N{zx e K" : —1Tz < —1}
Schnitt endlich vieler Halbraume. Andernfalls gilt

P(Ab) = [z K" : alz < B},

13
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Falls a; = 0 fiir eine Zeile 1 < i < m, ist entweder b; < 0 und P(A,b) = () (Widerspruch),
oder b; > 0 und

PAb)= [\ {zeK':de<B}l= ()| {zeK":az<p}

i=1,...,m:i#j i=1,...,m:a;7#0

Bemerkung:
Die Darstellung {z € K : Az < b} ist offensichtlich nicht eindeutig, sondern unterschiedli-
che Matrizen und b-Vektoren kdnnen das gleiche Polyeder bestimmen.

Ein Ziel dieses Abschnittes ist, eine mdglichst gute und eindeutige Charakterisierung eines
Polyeders zu finden.

Definition 2.6. 1. Sei P :={z € K" : Az < b} # 0. Istc € K* # 0 mit § :=
max{cTz : x € P} < 0o, so nennen wir {x € K" : ¢z = §} Stiitzhyperebene
(engl. supporting hyperplane) von P.

2. Eine Seitenflache (engl. face) von P ist P selbst oder der Schnitt von

P mit einer Stiitzhyperebene von P.

3. Ein Punkt 2’ € P, fiir den {x'} Seitenfliache von P ist, wird Ecke (engl. vertex) von
P und Basislosung (engl. basic solution) des Systems Ax < b genannt.

Proposition 2.7. Sei P = P(A,b) # 0 ein Polyeder und F C P. Dann sind folgende
Aussagen aquivalent.

(a) F ist eine Seitenfliche von P.
(b) Es gibt einen Vektorc, s.d. § := max{cTx : v € P} <ocoundF ={x € P : Tz = {§}.

(c) Es existiert ein Teilsystem A'x <V von Ax <b,sodass F={x e P : Az =b}+#10
gilt.

Beweis. (@) und (b)) sind offensichtlich dquivalent.

= (b): Definiere ¢T als die Summe der Zeilenvektoren von A’ und ¢ als Summe der
Eintrage von b'. Offensichtlich gilt cTx <dVx € Pund F ={x € P : Tz = §}.

(B) = (d): Seien ¢, und F wie in (b)) gegeben. Sei A’z < ' das maximale Teilsystem
von Az < bso dass Az =¥ fir alle x € F und A"z < b” der Rest von Az < b.

Nach Definition gilt fiir alle Ungleichungen oz < g/ von A’z < V" (i = 1,...,k):
dx, € F @ oaly, < B

o* =13 2 falls k> 0 und 2% € F beliebig, falls k = 0.

k
Zu zeigen: A'y = U kann fiir ein y € P\ F nicht gelten. Sei also y € P\ F, also cTy < 4.

1" T ok
: a; T

Ty U

Definiere z := 2* + e¢(x* — y) fiir ein hinreichend kleines € > 0; genauer: € <
allei e {1,... .k} mita,Tz* > a;Ty.

14
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Es ist ¢Tz > 0 und daher z € P. D.h. es existiert eine Ungleichung aTx < 3 aus Ax < b,
so dass aTz > 8 und daher aTz* > aTy. Diese kann nicht zu A”"x < b” gehdren, da sonst
aTz = aTo* +ea’ (v —y) < aTo* + 242 T (2* — y) = B (nach Wahl von ¢).

aT(z*—y)
Daraus folgt aber, dass aTx < 3 zu A’z < I/ gehort.
Aus aTy = aT(z* + £(z* — z)) < 3 folgt die Behauptung. O

Korollar 2.8. Falls max{cTz : x € P} beschrinkt ist fiir ein Polyeder P # () und einen
Vektor ¢, so wird das Maximum auf einer Seitenfliche von P angenommen.

Korollar 2.9 (Transitivitat von Seitenflachen). Sei P ein Polyeder und F' eine Seitenfliche
von P. Dann ist F' wiederum ein Polyeder.

Eine Menge F' C F ist eine Seitenfliche von F' genau dann, wenn es eine Seitenfliche
von P ist.

Definition 2.10. Es sei P ein Polyeder. Eine Facette (engl. facet) von P ist eine maximale
Seitenflache von P, die nicht P selbst ist.

Eine Ungleichung ¢Tx < ¢ ist facettenbestimmend (engl. facet-defining) fiir P, wenn
cTx < ¢ firallex € P und {z € P : c"x = ¢} eine Facette ist.

Ein Polyeder kann durch seine facettenbestimmenden Seitenflichen beschrieben werden:

Proposition 2.11. Sei P C {x € K" : Ax = b} # 0 ein Polyeder der Dimension
n — rank(A) und sei A’z < V' ein minimales Ungleichungssystem, so dass P = {x : Ax =
b, A’z < b'}. Dann ist jede Ungleichung aus A'z <l facettenbestimmend fiir P, und jede
Facette von P ist durch eine Ungleichung von A’x < b’ gegeben.

Beweis. Falls P = {z € K" : Az = b}, dann gibt es keine Facetten (jede Seitenflache ist P
selbst) und die Aussage ist trivial.

Sei also A’z < b’ ein minimales Ungleichungssystem mit P = {x : Az = b, A'x < b}
und a'Tx < B’ eine Ungleichung aus A’z < b’ und A"z < V" der Rest des Systems A’z < ¥'.
Wir wollen zeigen: a/Tx < (' ist facettenbestimmend.

Nun sei y ein Vektor mit Ay = b, A"y < b” und a/Ty > [’. So ein y existiert, da sonst
a'Tx < [ redundant und A’z < b’ nicht minimal ware.

Des Weiteren sei y° € P mit A'Ty° </, Ax = b. So ein y° existiert, da P bzgl. des affinen
Unterraums Az = b volldimensional ist (siehe Ubungen).

Betrachte z := y° + %(y—yo). Esgilt Tz =" und, da 0 < % < 1, erfillt
z alle echten Ungleichungen A"z < V"', = 2z € P.

Daherist F:={x € P : dTa =} #0und F # P (da y° € P\ F), und F ist eine
Facette von P, da {x € K" : a/Tx = [} die einzige Stiitzhyperebene aus A’z < V' in z ist.

Nach Proposition ist jede Facette durch eine Ungleichung von A’z < ¥ definiert. [

Neben maximalen Seitenflachen sind minimale Seitenflachen von besonderem Interesse:

Proposition 2.12 (Hoffman und Kruskal (1956) [15]). Sei P = {z : Ax < b} ein
Polyeder. Eine nichtleere Teilmenge F' C P ist genau dann eine minimale Seitenfliche, wenn
F={x : Az =V} fiir ein geeignetes Teilsystem A'x <b' von Ax < b gilt.
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Beweis. Sei ' minimale Seitenflache. Proposition = es existiert ein Teilsystem A'x <V
von Az < b,sodass F = {zx € P : Ax =10b}. Wir wihlen A’z < b’ maximal. Sei nun
A"z <" ein minimales Teilsystem von Az < b, sodass FF = {zx : Ax =1V, A"z <b"}.
Wir zeigen A”x < 1" enthélt keine Ungleichungen.

Annahme: a”x < 3" sei eine Ungleichung aus A”z < b”. Da sie nicht redundant ist in der
Beschreibung von F, gilt nach Proposition 2.11} dass F" := {z : Az =V, A"z <V "z =
p"} eine Facette von F' ist. Damit ist " nach Korollar auch Seitenfldche von P. Ein
Widerspruch zur Minimalitat von F'.

Umgekehrt sei 0 # F = {& : Az = '} C P fiir ein Teilsystem A’z < ¥ von
Az < b. Offenbar besitzt F keine Seitenflache auRer F' selbst. Nach Proposition ist
F' Seitenfliche von P und nach Korollar 2.9 (zu Transitivitat von Seitenflachen) ist F eine
minimale Seitenflache von P. O

Aus Proposition folgt ferner:

Korollar 2.13. Sei P = {z € K" : Ax < b} ein Polyeder. Dann haben alle minimalen
Seitenfliachen von P Dimension n — rank(A). Die minimalen Seitenfldchen von Polytopen
sind Ecken.

Bemerkung 2.14. Polytope sind durch lhre Ecken eindeutig charakterisiert.
Bemerkung 2.15. Bei einem Polyeder P(A,b) mit rank(A) = n sind alle minimalen

Seitenflachen Ecken. Solche Polyeder nennen wir daher auch spitz (engl. pointed).

2.1.1 Transformationen von Polyedern

Bemerkung 2.16. Die Lésungsmenge des Systems

Bx+Cy = ¢
Dx+FEy < d
z > 0 (2.1)
r € KP
y € K¢
ist ein Polyeder, denn mit
B C c
-B —C —c
A= D K und b= d
-7 0 0

gilt: (z,y) € P(A,b) < (z,y) geniigt (2.1)).

Lineare Programme miissen nicht immer Polyeder der Form P(A,b) als Lésungsraum haben.
Fiir einige Algorithmen wird folgender Polyedertyp wichtig werden:
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Definition 2.17. Gegeben A € K™*" und b € K™ definieren wir
P=(Ab) :={z : Az =1b;x > 0}. (2.2)

Optimierungsprobleme der Form max{cTx : Ax = b;x > 0} heien lineare Programme in
Standardform oder Gleichungsform.

Bemerkung 2.18 (Transformationen).
Mit folgende Transformationen kann man lineare Programme in Standardform bringen:

Schlupfvariablen Der durch die Gleichung aTx < [ definierte Lésungsraum fiir x € K",
kann aquivalent durch ein System mit n + 1 Variablen der Form aTx +y = B,y >
0,y € K definiert werden. Hierbei wird y Schlupfvariable genannt, die den Schlupf
(Abstand)  — aTx bestimmt.

Variablenaufspaltung Mit der Aufspaltung v = x* — x~; 2%, 2= > 0 kann eine Variable x
durch zwei vorzeichenbeschriankte Variablen ersetzt werden.

2.2 Kegel

Definition 2.19.

Ein (konvexer) Kegel (engl. cone) ist eine Menge C C K" fiir den aus z,y € C und
A >0 folgt: \x + py € C.

Ein Kegel C' wird durch eine Menge X C K™ erzeugt, wenn C' = {Ele ANix; k€
N,z1,...,2 € X, A\, ..., A\ > 0}, d.h. jedes x € C ldsst sich als konische Kombination
von Elementen aus X darstellen.

Ein Kegel heit endlich erzeugt, wenn er durch endlich viele Vektoren bzw. eine endliche
Menge X erzeugt ist.

Ein polyedrischer Kegel (engl. polyhedral cone) ist ein Kegel vom Typ {x € K" : Az <

0}.
Nach folgendem Lemma von Minkowski ist jeder polyedrische Kegel endlich erzeugt:

Lemma 2.20 (Minkowski 1896 [19]).
Sei C ={x € K" : Ax < 0} ein polyedrischer Kegel. Dann wird C' von einer Teilmenge
der Lésungsmenge der Systeme My = V' erzeugt, wobei M aus n linear unabhangigen Zeilen

der Matrix (A> besteht und / = =+e; fiir einen Einheitsvektor e;.

I
Beweis. Es seien y1,...,y; diejenigen Losungen aller mdglichen Systeme My =¥/, die in C
liegen. Wir zeigen, dass C von yq, ..., endlich erzeugt wird.

Vorldufige Annahme: C = {z : Az =0}, d.h. C ist ein linearer Unterraum.
Wir kénnen C' als C' = {z : A’z = 0} schreiben, wobei A" aus einer maximalen Menge

linear unabhangiger Zeilen von A besteht.
/

Ferner sei I’ aus eine Teilmenge der Zeilen von I, so dass (I’

) eine nichtsingulare

quadratische Matrix ist.
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Dann wird C' von den Ldsungen des Systems

A 0\ oy dim - .
=1y iralle b= +e; € K ,7=1,...,dim C
erzeugt.

Der allgemeine Fall wird mittels Induktion tiber dim C' bewiesen.
Ist C kein linearer Unterraum, so existiert ein Vektor z € C' mit —z ¢ C. Dann gibt es
auch eine Zeile a von A so dass a7z < 0. Es sei A’ eine inklusions-maximale Menge von

/
Zeilen, so dass 1) die Zeilen von (13) l.u. sind und 2) es einen Vektor z € C' mit A’z =0

und a7z < 0 gibt.

Es sei y ein beliebiger Vektor mit A’y = 0 und a7y = —1. Behauptung: y € C.

Annahme: y & C. Es sei B die Zeilenmenge von A mit b7y > 0. Jede Zeile b aus B muss |.u.
zu a und den Zeilen aus A’ sein. Andernfalls gilt b = cA’+ da fiir einen Vektor ¢ und ein Skalar
d. Es sei z so gewahlt, dass es 2) erfiillt. Aber dann folgt 0 > b7z = cTA'2 + daTz = JaTz
und somit 6 > 0, ein Widerspruch zu 0 < 0Ty = ¢TA'y + a7y = —0.

Annahme: B ist nicht leer. Wir definieren p := min{ZI—Z : b€ B}. Dann sind 1 < 0 und
2=z —py e CAY =A2z—pAy=0,a"2 =aTz — paTy < 0, und es gibt ein V' € B
mit Tz’ = 0. Ein solches ¥/ steht im Widerspruch zur Maximalitat von A’. Somit ist B = ()
und y € C.

Also gibt es nach Konstruktion einen Index s € {1,...,t}, so dass A'ys = 0 und a7y, = —1.

Sei nun z € C beliebig. Seien ferner a;, ..., a,, die Zeilen von A und
alz
,u::min{ < :izl,...,m,agys<0}
ai ys

(eine solche Zeile gibt es nach Definition von y,). Dann ist > 0. Seien

. [alz .
k € arg min Ty ci=1,...,m,a]ys <0
i Ys
. .. - T e .
und 2’ = z — py,. Nach Definition von p, k ist a;2' = ajz — %ajys <0firj=1,...,m.

Alsoist 2/ € C":={z € C : afz = 0}. C" ist ein Kegel mit dimC’" = dimC'—1 (ys € C\ '
und axys < 0).

Nach Induktionsvoraussetzung wird C’ von einer Teilmenge der 41, ..., 1y, erzeugt. Somit
ist 2/ = > ', A\ fiir passende Ap, ..., A, > 0. Mit \, := A\, +p (> 01) und X, := \i(i # s)
erhalten wir 2 = 2/ + py, = >0, Ny O

Spater in der Vorlesung werden wir sehen, dass auch die Umkehrung gilt, also jeder endlich
erzeugte Kegel polyedrisch ist.
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3 Fourier-Motzkin-Elimination und
Projektion

Fir die Fourier-Motzkin-Elimination gibt es leider noch kein ausgearbeitetes Kapitel. Beweise
kénnen Sie in Kapitel 3 aus folgendem Skript von Martin Grétschel finden:
http://www.zib.de/groetschel /teaching/\WS0910/skriptADMII-WS0910neu.pdf

3.1 Fourier-Motzkin-Elimination

Algorithmus 1 Fourier-Motzkin-Eliminationsalgorithmus

Eingabe: A = (q;;) e K™"™, be K™, je{l,...,n}

Ausgabe: Eine Zahl r € N und eine Matrix D = (d;;) € K™ und ein Vektor d € K".
1. Partitioniere die Menge der Zeilenindizes M von A in

N = {’LEM : CLij<0},
Z = {ZEM : CLijZO},
P:={ieM : a; >0}

Z U (N x P) wird Zeilenindexmenge von D

22r:=|ZU(NxP)|, R:={1,...,r},und sei p: R — Z U (N x P) eine Bijektion.
3: fori=1,2,...,r do

4: if p(i) = (s,t) € N x P then

5: D; = ayjAs. — agjAys;

6: d; = azjbs — ag;by;

7: else (d.h. p(i) € Z)

8: D; = Ap(i).;

9: d; == bp(i);

10: end if

11: end for

Satz 3.1. Seien A = (a;;) e K™™ be K™, je {1,...,n} und seienr € N, D = (d;;) €
K™" und d € K" wie durch Fourier-Motzkin-Elimination (Algorithmus (1)) erzeugt. Dann
gelten:

1. Die j-te Spalte von D ist der Nullvektor
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2. Jede Ungleichung D; x < d;, i = 1,...,r ist eine konische Kombination der Unglei-
chungen Apx < by, k = 1,...,m, d.h. es existiert ein Vektor u € K™, u > 0 mit
uTA = Dz und uTh = dl

3. Es existiert eine (r x m)-Matrix U > 0, mit UA =D und Ub = d.

4. SeiT € K" mitT; = 0, sei e; der j-te Einheitsvektor und N, Z, P wie in Algorithmus|]]
definiert. Setzen wir ferner

CLZ']‘
P s falls N = ()
© \max{\; : i€ N} fallsN#Q
U 00 falls P =1
"\ min{\ : i€ P} falls P #0),

dann gilt
a) T€ P(D,d)= L <U undT+ Xe; € P(A,b) VA € [L,U]

b) T+ Xej € P(A,b) = A€ [L,U] undT € P(D,d).
Korollar 3.2. P(A,b) # 0 < P(D,d) # 0.

Durch Anwendung der Fourier-Motzkin-Elimination auf die Spalten j = 1,2, ..., n erhalten
wir folgendes Korollar, welches fiir die lineare Optimierung von zentraler Bedeutung ist.

Korollar 3.3. (Farkas Lemma [§])
Es seien A € K™ und b € K™, dann gilt: Das Ungleichungssystem Ax < b hat genau
dann keine Lésung, wenn es einen Vektor u € K™, u > 0 gibt mit uTA = 0T und uTb < 0.

3.2 Projektionen von Polyedern

Definition 3.4. Sei L ein linearer Unterraum des K", d.h. es existiert eine Matrix A € K™*"
mit L = {x € K* : Az = 0}. Ein Vektor T € K" heilt orthogonale Projektion eines
Vektors x € K™ auf L, falls € L und (x — )72 = 0 gilt.
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Algorithmus 2 Orthogonale Projektion von Polyedern

Eingabe: A = (q;;) e K™, be K™, ce K", c#0

(c ist die Projektionsrichtung) Ausgabe: Eine Zahl r € N und eine Matrix D = (d;;) € K™
und ein Vektor d € K".

1: Partitioniere die Menge der Zeilenindizes M von A in

N:={ieM : A.c<0},
Z:={ieM : Aj.c=0},
P={ieM : A.c>0}.

Z U (N x P) wird Zeilenindexmenge von D

22r:=|ZU(NxP)|, R:={1,...,r},und sei p: R — Z U (N x P) eine Bijektion.
3: fori=1,2,...,r do

4; if p(i) = (s,t) € N x P then

5: D; = (Apc)As. — (As.0)Ar;

6: d; = (Ap.c)bs — (As.c)by;

7: else (d.h. p(i) € Z)

8: D; = Ap(i).;

9: dl = bp(i);

10: end if

11: end for

Satz 3.5. Seien D € K™" und d € K™ wie in Algorithmus[J konstruiert. Dann gilt

1. Die Zeilen von D sind orthogonal zu ¢, d.h. sie sind in L := {y € K" : ¢Ty = 0}
enthalten und konische Kombinationen der Zeilen von A.

2. P(D,d)N L ist die orthogonale Projektion von P(A,b) auf L.

Korollar 3.6. Die Projektion eines Polyeders auf einen linearen Unterraum ist ein Polyeder!
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4 Alternativ- und Dualitatssatze

4.1 Farkas Lemma

Lemma 4.1. (Allgemeines) Farkas-Lemma [1894]
Seien A € K™>*™m B ¢ Km>m2 (e K™*m D e Km2*"2 g e K™ und b € K™2. Dann
hat genau eines der folgenden Systeme eine Lsung:

uTA+0TC > 0T

Av+By < a ) uTB+oTD = 07
Cxr+Dy =0 \/ " _
& 2 uTa + v7h 2 0.

Beweis. (Ubungsaufgabe)

Korollar 4.2. (Spezielle) Farkas-Lemmata
Es seien A € K™*™ und b € K™, dann gelten:

1. 3z mit Ax < bV Iu>0 mit uTA =0T und uTb < 0.
(Lésbarkeit eines linearen Ungleichungssystems)

2. 3x>0mit Az <bV 3Iu>0mituTA > 0T und uTb < 0.
(nichtnegative Losbarkeit eines linearen Ungleichungssystems)

3. 3x>0mit Az =bV Ju mituTA > 0T und u™b < 0.
(nichtnegative Lésbarkeit eines linearen Gleichungssystems)

4. 3z mit Az = bV Ju mit uTA =0T und uTh < 0.
(Lésbarkeit eines linearen Gleichungssystems)

Bemerkung 4.3. Korollar[4.3, Punkt[3, lsst sich wie folgt interpretieren:

Axr = b b liegt im Kegel, der von den Spaltenvektoren A+, ..., A,
xr >0 aufgespannt wird.
\%
yTA > 0 Es gibt eine Hyperebene H mit Normalenvektor y 1 H, die
y7o < 0 bvonA.,..., A, trennt.
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Abbildung 4.1: Graphische Darstellung von Beispiel

1 2

Beispiel 4.4. Wir betrachten A = (2 1

Abbildung [4.1)):

1. Fiir b; = <§) ist T = <1> eine Lésung von Ax = by, das heilt by liegt im von

) und die folgenden zwei Fille (siehe auch

Ay (;) und Ao = (i) aufgespannten Kegel.

3
(i :
nichtnegatives Skalarprodukt (spitzer Winkel) und mit by ein negatives Skalarprodukt
(stumpter Winkel).

2. Fiirby = betrachte den Vektor y = ) . Dann hat y mit den Spalten von A ein

Satz 4.5. (Motzkin's Transpositionssatz)
Gegeben seien dimensionsvertragliche Matrizen A und B und Vektoren b und c. Dann gibt
es einen Vektor x mit Ax < b und Bx < ¢ genau dann, wenn fiir alle Vektoren y, z > 0 gilt:

a. WennyTA+ 2TB =0, dannyTb+ zT¢ > 0; und
b. wenn yTA+ 2TB =0 undy # 0, dann yTb+ 2T¢ > 0.

Beweis.
=-: Angenommen, es existieren x mit Az < b und Bx < c. Weiter seien y,z > 0 mit

yTA+ 2TB =0 und yTb+ zTc < 0. Dann ware

0=yTAx+2TBx <y"b+2Tc<0. }
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Andernfalls seien i,z > 0,y # 0 mit yTA+ 2TB =0 und y7b + 2T¢ < 0. Dann wire
0=yTAx +2TBx <yTb+2Tc¢<0. 4
<: Wegen Voraussetzung [al und Lemma [4.1] folgt, dass es ein z mit Az < b und Br <c¢
gibt.
Voraussetzung [bl impliziert, dass fiir jede feste Ungleichung a;x < 3; aus Ax < b gilt:
Ay, z>0mit yTA+ 2TB = —a; und yTb+ 2Tc = —§3;. (%)
Andernfalls ware mit g = y+e;, 2 = 2,5 # 0 und yTA+27B = 0, jedoch gTb+2zTc < 0.
Aus (E]) und Lemma folgt die Existenz eines Vektors 7' und eines A > 0 mit
AT+ A0 >0
BZ' 4+ Xc >0
—a;, T — \3; < 0

Ist A =0, so erfiillt ' = x — z* die Ungleichungen Az’ = A(z — ') < b, Bz* < ¢ und
a;xt = a;x — a; 7' < B;. Also erfiillt 2°

Axt <
Bzt < ¢ (%*)
a;xt < ;.

Ist A >0, so ist 2° = % eine zulissige Lésung von 1’

Der Schwerpunkt z := %Z?Zl 2" erfiillt die Bedingungen Az < b und Bz < c.

Korollar 4.6. Ist P(B,c) # (), dann gilt genau eine der beiden folgenden Alternativen:
1. dx mit Ax < b, Bz <,

2.3 (i) >0,y #£0, mit yTA+ 2TB =07 und y™b + 27¢ < 0.

4.2 Dualitat

Als Formalisierung unserer Uberlegungen in Abschnitt zu einer oberen Schranke fiir den
Wert eines LPs definieren wir:

Definition 4.7. Gegeben ein lineares Programm

max{cTx : Ar <b} = Ig?j{b) cTx (P)
xTEe N

definieren wir das duale LP als das lineare Programm

min{y™ : yTA=cT,y >0} = min bTy. (D)
yeEP=(AT,c)

Hierbei bezeichnen wir (B) auch als das primale LP.
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Lemma 4.8. (Schwacher Dualititssatz) Sind P(A,b) # () und P=(AT,c) # 0, so gilt:
max{cTz : Az <b} <min{y™ : yTA=cT,y >0}
Beweis. Fiir beliebige z € P(A,b) und y € P=(AT, ¢) gilt:
e =yTAx < y7b,
wobei die Gleichung aus yTA = ¢T und die Ungleichung aus y > 0 und Az < b folgt. O
Lemma 4.9. Das Duale des Dualen eines LPs ist dquivalent zum originalen LP.

Beweis. Ubungsaufgabe. ]

Satz 4.10. (Starker) Dualititssatz
Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. (B) und (D) haben zulissige Lésungen.
2. (P) und (D) haben Optimallésungen mit iibereinstimmenden Zielfunktionswerten.
3. (P) oder (D) hat eine (endliche) Optimallésung.

Beweis.

[dl= 2L.: Seien Z zulassig fiir (P) und § zulissig fiir (D]). Dann gilt nach Lemma [4.§ ¢z < by.
Es reicht zu zeigen, dass es zuladssige Losungen x und y mit cx > by gibt. Dies ist
genau dann der Fall, wenn das System eine Losung hat.

Ax < b
ATy = ¢

—cx + by < 0 (*)
y =0

Nach Farkas Lemma [4.1] ist dies genau dann der Fall, wenn das System

uTA — wc = 0
vTAT + wbT > 0

ut™h + vTc < 0 (%)
v > 0
w > 0

mit u € K™, v € K", w € K keine Lésung hat. Annahme: hat eine Ldsung mit
1. Fall: w =0, so hat wiederum nach Lemma [4.1] das System

Az
ATy
)

c (4.1)
0

AV IBVAN

keine Lésung. Dies ist ein Widerspruch, da (D) eine Lsung besitzt.
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2. Fall: w > 0, so kénnen wir die Lésung so skalieren, dass w = 1 gilt. Es folgt:
0>uTb+vTe > uT(—Av) +vT(ATu) = 0,
ein Widerspruch.
Folglich muss (fx]) eine Losung haben.
2L.=03: trivial.

Bl=Ml: Annahme: (P) hat eine endliche Optimallésung z* und (D)) ist unzul3ssig. Aus
Korollar [4.2) Punkt 3, folgt wegen P=(AT,c) = 0), dass

Au > 0
cTu < 0

eine Losung @ hat. Damit ist = 2* + Aa fiir alle A < 0 zulassig bzgl. (P). Wegen
AcTa > 0 ist dies ein Widerspruch zur Optimalitat von z*.

[]

Das Finden einer Optimalldsung eines linearen Programms ist in etwa so aufwendig, wie
das Losen eines linearen Ungleichungssystems.

Korollar 4.11. (B) und (D) besitzen genau dann eine (endliche) Optimallésung, wenn ()
eine Lésung hat.

Folgendes Korollar deckt die allgemeinen Falle unzul3ssiger oder unbeschrankter LPs ab.

Korollar 4.12. Gegeben ein primal-duales Paar (P) und (B), bezeichne P = P(A,b) und
D = P=(AT,¢). Fiir

+00, falls 1) unbeschrankt,
¥ = { —00, falls P = () und
max{cTz : x € P(A,b)}, sonst

und
—00, falls @ unbeschrinkt,
u* =< +00, falls D = () und
min{y™ : y € D}, sonst.
gilt:

1 2*=40c0= D =10.
2. u*=—00= P =1.

3 P=0= D=0 oder u* = —c0
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4. D=0 = P =10 oder z* = +0

Die Umkehrung der Punkte 1. und 2. aus Korollar gilt leider nicht, und es gibt Paare
P, D mit P,D = (), wie folgendes Beispiel zeigt.:

Beispiel 4.13.

P = lpege. 1712 < 0

' ' —X1 + X9 S -1 (4 2)
_ - 1 :
D = ck2 . NP Yy >0
{y oy = 1 Y1,Y2 =
Dann sind die linearen Programme
max x1 + 2o min —1o
reP und yeD

dual zueinander und es gilt:

1. P =, wegen Korollar[4.3, Punkt 1, da das System

Uy — uy = 0
—u; + uy = 0
— uy < 0

u o, uz =2 0

die Lésung u; = uy = 1 hat.

2. D =0, wegen Korollar[4.2, Punkt 3, da das System

(751 — U2 Z 0
—UuU1 + U9 Z 0
Uq + uy < 0

die Lésung u; = uy = —1 hat.

Korollar 4.14. Seien eine Matrix, ein Spaltenvektor und ein Zeilenvektor durch

A B C a
D E F|,[b] und (d e f),
G H K

wobei A, B,C, D, E,F,G, H, K Matrizen, a,b,c Spaltenvektoren und d, e, f Zeilenvektoren
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vertraglicher Dimension seien. Dann gilt

Ar + By + Cz < a
Dx + Ey + Fz = b
max<{ dr+ey+ fz : Gr + Hy + Kz > c¢
T > 0
z < 0
= (4.3)
uA + vD + wG > d
uB + vE + wH = e
min ¢ au+bv+cw : uC + vF + wK < f},
U > 0
w < 0

falls beide Loésungsmengen nicht leer sind.

Beweis. Transformiere das erste LP in die Form (P)), dualisiere nach Definition und

vereinfache das Duale.

O

Bemerkung 4.15. Es ist wichtig lineare Programme schnell und einfach dualisieren zu

kénnen, hier ein paar Merkregeln:

Primales Programm Duales Programm
Variablen Tiyeeos Xy Yy -+ Ym
Matrix A AT
Rechte Seite b c
Zielfunktion max cTx min bTy
Nebenbedingungen | i-te Nebenbedingung hat < y; >0
> ¥ <0
= y; €K
z; >0 j-te Nebenbedingung hat >
x; <0 <
Z; cK =
Tabelle 4.1: Dualisierungsregeln
und einige hdufig auftretende Spezialfille:

Primales Problem Duales Problem
max c'x, Ar<b, x>0 min yTh, yTA>cT, y>0
max c'x, Az >b x>0 min yTh, yTA>cT, y <0
min cTx, Ar=0, x>0 max yTh, yTA<cT

Tabelle 4.2: Beispiele fiir primal-duale Paare
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4.3 Komplementarer Schlupf

Korollar 4.16. (Satz vom schwachen komplementédren Schlupf)

(engl. complementary slack)

Seien max{cTz : Ax < b} und min{y™b : yTA = cT,y > 0} ein primal-duales Paar von
LPs. Seien ferner x und y zuldssige Lésungen, also Ax < b,yTA = ¢T und y > 0. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

1. x und y sind Optimallésungen.
2. cTx = yTb.
3. yT(b— Ax) =0.

Beweis. 1. und 2. sind unmittelbar nach dem Dualitdtssatz dquivalent.
2.3 yT(b—Ax) =yTb—yTAx = yTb— Tz = 0. O

Alternativ gilt, falls auch x Vorzeichenbeschrankt ist:

Korollar 4.17. ((Alternativer) Satz vom schwachen komplementaren Schlupf)

Seien min{cTx : Az > b;x > 0} und max{y™b : yTA < cT,y > 0} ein primal-duales
Paar von LPs. Seien ferner x und y zulissige Lésungen, also Ax > b,yTA < ¢T und x,y > 0.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. = und y sind Optimallésungen.
2. cTx = yTb.
3 (c—yTA)x =0 und y7(b— Ax) = 0.

Beweis. Nach Korollar ist 1. & 2.
2. < 3.: Fiir beliebige Lésungen gilt schwache Dualitdt: (¢7 —yTA)x > 0 > y7(b — Ax),
und offenbar gilt (¢T — yTA)z =0 = yT(b— Az) = 0. genau dann, wenn cTz = yTb. O

Bemerkung 4.18. Die Aquivalenz in Koro//ar lasst sich auch wie folgt formulieren:
1. = und y sind Optimallésungen.
2. Fiir alle Zeilenindizes i = 1, ..., n gilt:
bi—Aix<0=19y=0
und fiir alle Spaltenindizes j = 1,... . m:
c;—y'A; > 0= z;=0.
3. Fiir alle Zeilenindizes i = 1, ..., n gilt:
Yy >0=b—A,x=0
und fiir alle Spaltenindizes j =1, ... ,m:
z;>0=>c¢ —yTA,; =0.

Es ist zu beachten, dass die Umkehrungen zu 2. und 3. im Allgemeinen nicht gelten.
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Abbildung 4.2: LP-Dualitdt geometrisch gesehen

4.4 Geometrische Interpretation der LP-Dualitat

Das Auffinden der Optimalldsung von max{cTz : Az < b} kann geometrisch als Parallelver-
schiebung der zu ¢ orthogonalen Hyperebene verstanden werden, solange sie noch Punkte
in P(A,b) enthilt. Wird das Maximum in z* angenommen, so gibt es k& Ungleichungen aus
Az < b, die in z* mit Gleichheit erfillt sind. Sei 6 der Maximalwert. Offensichtlich ist cT2* = §
eine nichtnegative Linearkombination von ayz = i, ..., axx = Py (siehe Abbildung , z.B.
¢c=Mai+ -+ ap und § = N\ + -+ A mit A\,..., \p > 0. Daraus folgt

max{cTx : Ax <b} =5=MB1+ -+ MG >min{y™ : yTA=c,y >0}

und somit Gleichheit.

Der komplementédre Schlupf kann folgendermaRen interpretiert werden. Wenn az* < f3 fiir
eine Ungleichung, dann ist die korrespondierende Komponente in einer beliebigen optimalen
Lésung y* des dualen Programms 0. Diese Ungleichung ist in dieser Situation (fiir P(A.b)
mit der gegebene Zielfunktion) gewissermassen redundant.

4.5 Darstellungssatz fiir Polyeder

Satz 4.19. (Minkowski[1896] Weyl [1935])
Ein Kegel ist genau dann polyedrisch, wenn er endlich erzeugt ist.

Beweis. =: Lemma 2.20

«: Sei C'ein von ay, ..., a; endlich erzeugter Kegel. Zu zeigen: C' ist ein polyedrischer Kegel.

Sei A die Matrix mit den Zeilen ay, ..., a;. Nach Lemma ist der Kegel D := {z :
Az < 0} durch endlich viele Vektoren by, ..., bs erzeugt (Anmerkung: D wird auch der
zu C polare Kegel genannt). Sei B die Matrix mit den Zeilen by, ..., by
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Wir zeigen: C'= {z : Bz <0}.
Nach Konstruktion gilt bfa; = ajb; < 0 fiir alle 7, 5.

= C C{z : Bz < 0}. Wir nehmen an, es gibe ein w ¢ C mit Bw < 0. D.h. es
existiert kein Vektor v > 0, so dass ATv = w.

Farkas Lemma (Korollar 4.2} Punkt 3.) = es existiert ein u mit uTw < 0 und Au > 0.
= —u € D. Da D durch by, ..., b, erzeugt ist, folgt —u = Bz fiir ein z > 0.
Aber daraus folgt der Widerspruch:

0< —uTw=2TBw <0.
O

Satz 4.20. Es seien A € K™ b € K™. Dann existieren endliche Mengen V, E C K™ mit

P(A,b) = conv(V') + cone(E).

n=r (5 ).(1)

Dann gilt z € P(A,b) & (915) €H.

Satz = es existiert eine Matrix B € K"*)*d mit H = cone(B) (H wird von den
Spalten aus B aufgespannt).

(1, T, Tpy1)T € H = x4 > 0 = die letzte Zeile von B hat nur nichtnegative
Eintrage.

= B kann durch Skalierung und Spaltenvertauschung in eine Matrix B iiberfiihrt werden,
fur die gilt:

Beweis. Setze

B= (;{; 5) mit cone(B) = H,

wobei der Vektor 1 nur aus Einsen besteht. Damit gilt:

r € P(AD) < (313) €eH
r=V - A+FE-pu
1=17-A

&z € conv(V) + cone(E).

& dA >0 mit

]

Korollar 4.21. Eine Teilmenge P C K" ist genau dann ein Polytop, wenn P die konvexe
Hiille endlich vieler Vektoren ist.
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Korollar 4.22. (Darstellungssatz fiir Polyeder)
Eine Teilmenge P C K" ist genau dann ein Polyeder, wenn P die Summe eines Polytopes
und eines polyedrischen Kegels ist, d.h. wenn es endliche Mengen V, E C K" gibt mit:

P = conv(V') + cone(F).

Korollar 4.23. (Existenz optimaler Ecken)
Sei max{cTx : x € P} ein LP mit P = conv(V') + cone(E), P spitz, und endlichen Mengen
V. E C K™

Ist P # () und wird keine Optimallésung in conv(V') angenommen, so ist das Problem
unbeschrankt.

Hat das LP eine Optimallésung, so ist cTz' < 0 fiir alle ' € cone(E) und es gibt eine
Optimallésung in conv(V') und in einer Ecke von P.
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5 Der Simplexalgorithmus

In diesem Kapitel betrachten wir lineare Programme in Standardform

max cTx
Az =b (5.1)
xz >0,

bzw. max{cTz : x € P=(A,b)}, wobei A € K™*" b € K™. Das zu (5.1)) duale LP ist

min  yTb

yTA > cT. (5-2)

Ist rank(A) = n, so existiert hochstens eine zuladssige Losung fiir Az = b,z > 0 und es
liegt kein echtes Optimierungsproblem vor.

Ferner nehmen wir an, dass rank(A) = m (es kann leicht gezeigt werden, dass linear
abhingige Zeilen weggelassen werden kénnen) und P=(A,b) # () gelten.

Die Grundidee des Simplexalgorithmus ist es, von einer Startecke des Polyeders P=(A,b)
ausgehend zu einer benachbarte Ecke mit besserem Zielfunktionswert zu gehen, bis eine
optimale Ecke erreicht wird.

Ecken von P=(A,b) sind durch n linear unabhingige Nebenbedingungen aus

A b
—Alx<|-b
—1 0

festgelegt. Die m Gleichungen Ax = b sind alle bindend und sicher enthalten. Es bleibt also,

A .
4 enthilt genau m
linear unabhéangige Zeilen, d.h. jede Zeile von A “zahlt nur einmal”), dass alle Bedingungen
linear unabhangig sind und die eindeutig bestimmte Lésung in P=(A,b) liegt.

Essei N C {1,...,n} die Menge dieser n — m Bedingungen (d.h. z; =0 (¢ € N)) und
B:={1,...,n} \ N.

Das System Ax = b hat unter der Nebenbedingung z; = 0(¥i € N) eine eindeutige Losung,
woraus folgt, dass A.p invertierbar ist und diese Lésung durch x; = (Azb); (j € B) und
z; =0 (j € N) gegeben ist.

Notation 5.1. e Im Folgenden seien B € {1,...,n}"™ und N € {1,...,n}"~™ Spal-
tenindexvektoren (Tupel von Spaltenindizes) von A.

n —m Ungleichungen z; > 0 (i € {1,...,n}) so auszuwahlen (

o Wir schreiben Ag fiir A.p und Ax fiir A.x.

e Wir werden B und N auch einfach als Spaltenindexmengen (statt Tupel) auffassen,
wenn dies die Notation vereinfacht und die Reihenfolge keine Rolle spielt.
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5.1 Basen, Basislosungen

Definition 5.2. Gegeben sei ein LP in Standardform und A habe vollen Zeilenrang. Sei
B ein m-Tupel mit paarweise verschiedenen Indizes aus {1,2,...,n} und N das (n—m)-Tupel
der verbleibenden Indizes.

1. B heift Basis von (5.1), falls Ap regular ist.
B heiBt primal zulissig, falls AZ'b > 0 ist.
B heiBt dual zulissig, falls ¢}, — cp A5z ' Ay < 0 ist.

2. Ap heift Basismatrix und Ay Nichtbasismatrix. Die zu B gehérende Basislésung
lautet xp := AZ'b, xy = 0. Eine Basislésung heift zuldssig, falls B primal zulissig ist.
Die Variablen x;, j € B heilen Basisvariablen und alle anderen Nichtbasisvariablen.

3. Eine Basislésung zu einer Basis B heiBt nichtdegeneriert, falls x5 := Al}lb > 0,
sonst heilst sie degeneriert.
Bemerkung 5.3. Die Ecken von P=(A,b) entsprechen den zuldssigen Basislésungen von
Az =b,x > 0 (letzter Ubungszettel).
Verschiedene Ecken induzieren verschiedene Basen, aber nicht umgekehrt!

nicht eindeutig
—

eindeutig . e . .
Ecke <—" zuldssige Basislésung zuléssige Basis.

Beispiel 5.4. Betrachte das System

Ty + w9 < 1
ry o, @ = 0.

mit den Ecken (0,0)T,(1,0)7,(0,1)T wie in Abbildung|[5.1] dargestellt.
In Standardform lautet das System.

T + 12 + S = 1

27 + x4 + S =

r o, X2 , S1 , S > 0.

und hat folgende Basen:

B Ap TR xn Basislésung
(1,2) (; }) (21,22) = (1,0) | (s1,8) = (0,0) | (1,0,0,0)
(173) (; é) ($1751):(1’0) ("E2732>:(070) (170’070)
(1,4) G ‘1)) (21,52) = (1,0) | (w2,51) = (0,0) | (1,0,0,0)
(2,3) G (1)) (@2, 51) = (2,—1) | (21, 55) = (0,0) | (0,2, ~1,0)
(274) (1 (1)) ($2732):(171) ([L’bsl):(0,0) (0’1?071)
(374) ((1) (1)) (51752):(172> <I17x2>:<070> (0707172)
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/s

2X_, + X3 ¢ R

v{(fé,z/(‘lnéufa le ¢c é(’

Abbildung 5.1: Das durch (5.3)) definierte Polyeder.

Die Basis (2,3) ist unzuldssig, wihrend die Basen (1,2),(1,3),(1,4) degeneriert sind und
dieselbe Ecke definieren.

Durch Weglassen der redundanten Ungleichung 2x1 + xo < 2 erhalten wir allerdings ein
dquivalentes System, das nicht entartet ist. Im K? ist das immer moglich!

Beispiel 5.5. Schon im K® gibt es wie in Abbildung[5.3 echt degenerierte Ecken.

CcC L+ ¢ (étyé’lﬂ fe '“'[(
Ec&f

Abbildung 5.2: Eine echt degenerierte Ecke im K3.
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Bemerkung 5.6. Ist 2’ eine nichtdegenerierte Basislosung von Ax = b, x > 0, dann gibt es
eine eindeutige zu =’ gehdrende Basis B von A (x/y = Az'b, 2’y = 0).

Die Umkehrung (degenerierte Basislosung = mehrere zugehdrige Basen) gilt nicht.

Beispiel 5.7. Sei P=(A,b) C K? gegeben durch:

(2 - ()

A besitzt die zwei Basen (1,3), (2,3) mit degenerierten Basislésungen (1,0,0) und (0,1,0).

Wir werden sehen, dass degenerierte Ecken zu rechentechnischen Problemen fiihren.

Der Simplexalgorithmus versucht sich von Ecke zu Ecke bewegend die Zielfunktion sukzessive
zu verbessern, bis eine Optimallosung gefunden ist, bzw. die Unbeschranktheit des Systems
gezeigt werden kann.

Wir gehen zunidchst davon aus, dass uns eine solche Startecke, bzw. Basis gegeben ist. Die
Bestimmung einer Startbasis wird spater beschrieben.

5.1.1 Eckentausch

Sei also B C {1,...,n},|B| = m mit Ap reguldr und A5'b > 0 gegeben.
Die zugehdrige Basislosung (Ecke) ist

Q?B:Aélb, IL’N:O.

Sie kann nur dadurch verbessert werden, dass eine oder mehrere Nichtbasisvariablen erhoht
werden. Die Auswirkung einer solchen Erhohung l3sst sich wie folgt bestimmen:

Ar =b <— AB$B+ANI'N:b
<~ ABCEB =b— ANZ'N (54)
<~ $B:A§1<6—ANLL’N)

und somit:
Tz chrp + choy

cp(AZ (b — Anzn)) + chan (5.5)
cLAG'D + (¢ — cLAZ ANz N

IS4
I

Die Erhdhung einer Nichtbasisvariable z; (j € N) bringt also nur dann eine Verbesserung,
wenn

Cj — CgAElA.j > 0. (56)

Definition 5.8. Gegeben ein LP max{cTz : Az =b,x > 0} und eine Basis B so heilt der
Vektor
Zn = ch — CRAG An

der Vektor der reduzierten Kosten oder einfach reduzierte Kosten (engl.: reduced costs).
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Lemma 5.9. Seien B eine primal zuldssige Basis und xg, xy die dazugehérige Basislosung.
Sind die reduzierten Kosten nichtpositiv (zy = c} — cEbAz'Ax < 0), so ist B dual zulissig
und xg,xy eine optimale Lésung fiir (5.1)).

Beweis. Setze yT := cLAg'. Dann ist y eine dual zuldssige Lsung, da
yTAp = cL AL Ag = ¢

und
yTAn = cEAZ Ax > ¢k,

also zusammen yTA > ¢T. Offensichtlich erfiillen (x = (xp,zy),y) die Bedingungen vom
komplementaren Schlupf: z; > 0= yTA; =¢; (da j € B). O

Sei also j € N ein Index, der erfiillt. Wir wollen x; so weit erhdhen, dass der
resultierende Vektor gerade noch zuldssig ist und alle anderen Nichtbasisvariablen unverandert
bleiben.

Eine Erhdhung von z; um eins fiihrt nach zu einer Reduktion von x5 um —w, wobei

1. Fall: Ist w < 0, so bleiben alle Basisvariablen nichtnegativ und wir kdnnen z; beliebig
erhéhen. Da z; > 0 gilt, kénnen wir die Zielfunktion beliebig verbessern und das Problem
(5.1) ist unbeschrankt.

2. Fall: Ist w £ 0, so existieren Indizes i € B mit w; > 0, d.h. wir kénnen z; nur solange
erhhen, bis die i-te (Basis-) Variable (z5,) Null erreicht. Die maximale Erhdhung
von x;, so dass keine Basisvariable negativ wird, ist durch folgende Formel gegeben:

vzmm{(%*—lb)i:wi>0,ie{1,...,m}}. (5.7)

)

Genau eine Basisvariable, die als erstes Null erreicht, d.h. obiges Minimum annimmt,
wird nun die Basis verlassen und durch j ersetzt.

5.2 Die Basisversion des Simplexalgorithmus

Im Simplexalgorithmus werden die oben verwendeten laufzeitintensiven Matrixinvertierungen
natiirlich nicht explizit durchgefiihrt, sondern lineare Gleichungssysteme gelost.

Die Basisversion des Simplexalgorithmus, von der viele Varianten abgeleitet werden konnen,
ist in Algorithmus 3| angegeben. In der Literatur wird diese Version hiufig auch als revidierter
Simplexalgorithmus bezeichnet.
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Algorithmus 3 Basisversion des Simplexalgorithmus (revidierter Simplexalgorithmus)
Instanz: Ein LP der Form und eine primal zulissige Basis B
Ausgabe: Eine Optimalldsung oder die Meldung, dass unbeschrankt ist.
BTRAN
Lose yTAp = cf (um y zu bestimmen).
PRICING
Berechne zy = ey — AL y.
if 2y <0 then
B ist optimal, Stopp.

else
Andernfalls wahle ein eintretende Variable j € N mit z; > 0.
end if
FTRAN
Lose Apw = A.; (um w zu bestimmen).
RATIOTEST
if w<0 then
(5.1)) ist unbeschrankt, Stopp.
else
i%argmin{% cw >0,k € {1,...,m}},
R
(zp, ist die verlassende Variable)
end if
UPDATE
TR < Tp — Yw,
Tj< 7,

N+ N\ {j} U{Bi},
B; < j (somit B+ B\{B;}U{j}).
Gehe zu BTRAN.

Beispiel 5.10. Wir betrachten folgendes LP:

max 3x; + 2x9 + 2x3

T + xT3 < 8
ry + ) < 7
ry + 21152 S 12
X1 s i) s T3 Z 0.

Um es in Standardform zu bringen, fiigen wir Schlupfvariablen ein und erhalten

max 3x; + 2x9 + 2x3

ZT1 + r3 + X4 = 8
T+ o + x5 =7
1 + 219 + g = 12
Ty, Ty r3 , X4 , x5 , xg => 0
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8
Die Schluptvariablen bilden eine erste zuldssige Basis B = (4,5,6) mit xg = | 7
12
BTRAN:
1 00
Lésey™ |0 1 0| =(0,0,0) = y™ = (0,0,0).
0 0 1
PRICING:
3 (3
av= (2| -ALy’= |2]|. Wihle j = N, =1 € N. x; tritt in die Basis ein.
2 2
FTRAN:
1 00 wy 1 wy 1
Lése |0 1 O wy | = 1] =w=[w ]| =11
0 01 Ws 1 W3 1
RATIO-Test:
8§ 7 12
) g 2 g 1 - - -
i argmm{l,l, 1}
_ 7
7T

xp, = x5 verlasst die Basis.

Update:
Setze
8 1 1
g+ | 7T -=71]=1(0],
12 1 5
=T,

N« N\ {1} U{5},
By« 1 (somit B+ B\ {5} U{1}).

Weitere Iterationen ergeben

Iteration j B;
1 1 5
2 3 4
3 2 6

Dann ist mit B = (1,2,3),yT = (2,0,1) und zy = (—2,0,—1) < 0 die optimale
Lésung (x1,x9, x3) = (2,5,6) gefunden.
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Satz 5.11. Terminiert Algorithmus[3, so liefert er das korrekte Ergebnis.
Wir beweisen zunachst:
Lemma 5.12. Der Update-Schritt in Algorithmus[3 ist korrekt.

Beweis. Es seien B,z die Basis und Basislésung vor dem Update und B*, 2" das Tupel der
Indizes und die Basislosung nach dem Update. D.h. B und B sind bis auf die i-te Stelle
identisch. B; wurde durch j ersetzt. Wir miissen zeigen, dass BT, xz" nach dem Update-
Schritt eine zulassige Basis und Basislosung bilden. Dazu sind die folgenden drei Punkte zu
tiberpriifen:

(i) Ap+ ist regular:
Zun3chst einmal ist Ap (vor dem Update-Schritt) reguldr. D.h. falls Ag+ singuldr ist, so

existiert ein eindeutiges A mit A. g+\ ;A = A. ;. Dies impliziert wiederum, dass der i-te
Index von w (gemaR Berechnung in FTRAN) im RATIO-Test Null ist, ein Widerspruch.

(i) 25y > 0,28, =0
Dies gilt offensichtlich, da 27 = > 0 und x}\{j} = 0 und v so gewahlt wurde, dass
vp, =0 (Bi € NT)und 2. 1y = T 5y > 0 gilt.

(iii) =}, = AZlb:
Es reicht Ag+x}, = b zu zeigen. Fiir die [-te Komponente gilt:
(AB+$E+)Z = AZ,B+xE+ = Al,B+xE+ + Al,jx;_ — AZJI‘;_
= AZ,B<IB — vw) + ALBZJI;F + Al’jl’;r - Auxj
= by — YAy + Al = b — Ay + Ay = b

O

Beweis. (von Satz Falls der Simplexalgorithmus im PRICING-Schritt stoppt, ist nach
Lemma eine optimale Basis und Basislosung gefunden.

Falls der Simplexalgorithmus im RATIO-Test stoppt gilt w < 0. Dann aber ist auch die
Familie von Vektoren z* mit 23, := Aej und 27y := A7 — A Ayay = A7Ib— NAZ'A ; =
A7Yb — Xw > 0 fiir A > 0 primal zulassig und es gilt nach Wahl von j im PRICING:
limy o T2 = 00. O

Satz 5.13. Gegeben ein lineares Programm wie in (5.1). Sind hierbei P=(A,b) # 0 und alle
zuldssigen Basislésungen nicht degeneriert, dann terminiert Algorithmus[3 nach héchstens

n }
( > [terationen.
m

Beweis. Betrachte zwei aufeinanderfolgende Basen B und B, d.h. B ist die Basis zu Beginn
einer Iteration und B™ die Basis nach UPDATE. Da B nicht degeneriert ist, gilt v > 0 und

$B+ B . . .
cT I el . Daher kann keine Basis doppelt vorkommen und da die Zahl der

TN TN

Basen durch (Z) beschrankt ist, folgt die Aussage. ]
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Im degenerierten Fall ist die Basisversion leider nicht endlich, da es zu einer sich periodisch
wiederholdendenden Sequenz von Basen kommen kann, wie in den Ubungen besprochen wird.

Dieses Problem kann durch spezifischere Pricing- und Ratio-Test-Regeln umgangen werden.

Satz 5.14. Bei Verwendung einer der beiden folgenden Auswahlregeln fiir das Pricing und
den Ratio-Test terminiert Algorithmus|3 (auch im degenerierten Fall) nach héchstens (:1)

[terationen.

1. Bland’s Regel:

Pricing:
Wahle den kleinsten Index j € N mit z; > 0.

Ratio-Test:
Wihlei € {1,...,m} mit =% =~ mit B; minimal [22].

w;

2. Lexicographic Rule (Dantzig, Orden, Wolfe):

Pricing:
Wahle beliebigen Index j € N mit z; > 0.

Ratio-Test:
Wihle

ieargmin{ka cw >0,k € {1,...,m}}
W,

(A5 A . . .. .
so dass ~—E—=lexikographisch minimal ist.

(3

(Ein Vektor v ist lexikographisch kleiner als ein Vektor v’ gleicher Dimension, falls
v # v’ und fiir den kleinsten Index i mit v; # v, gilt v; < v}.)

Beweis. Wir beweisen zunachst folgendes Hilfslemma:

Lemma 5.15. (Hilfslemma)

Es seien zy die reduzierten Kosten zu einer (nicht notwendigerweise zulissigen) Basis B mit
Basislésung T, %) und T eine Lésung des Gleichungssystems Ax = b, die keine zulassige
Lésung des primalen Problems sein muss.

Dann gilt:
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Beweis.

]

Wir zeigen nun, dass der Simplexalgorithmus unter Verwendung von Bland’s Rule nicht

kreiseln kann:
Annahme: Es existiert eine Sequenz von Basen B, B!, ..., B* = B die wir von nun an
festhalten. Wir nennen eine Variable unbestandig oder kreiselnd, wenn sie in einigen der k
Basen enthalten ist und in anderen nicht. Es sei x, die unbestdndige Variable mit dem gréRten
Subskript, d.h. mit ¢ maximal. Da sich der Zielfunktionswert wahrend dieser k Iterationen
nicht gedndert haben kann, muss 7 in jeder Iteration gleich Null sein. Das heift aber auch,
dass sich der Lésungsvektor x nicht dndert und alle unbestandigen Variablen den Wert Null
haben, selbst wenn sie in der Basis sind, insbesondere gilt z, = 0.

Es gibt eine Iteration k, € {0, ...,k — 1}, in der z, die Basis verldsst, d.h. ¢ € B* und
q & B*™!. Des Weiteren gibt es eine Iteration k. € {0,...,k} \ {k,}, in der z, in die Basis
eintritt, d.h. ¢ & B* und ¢q € BF+1,

Ferner sei z,, die Variable, die z, in Iteration k, ersetzt, p ¢ B* und p € Bf*1.

Es seien 2¢ die reduzierten Kosten zy in lteration k.. Diese ergdnzen wir durch Hinzufiigen
von Nullen fiir alle Basisvariablen in B*c zu einem Vektor z. (Anmerkung: Wegen z = c— ATy
ist Z eine natiirliche Erweiterung der reduzierten Kosten auf alle Variablen).

Wir betrachten den Vektor w und die zu B* gehdrende Basislésung ¥ (d.h. o, =
A];,lw b, %, = 0 und definieren Vektoren z,w € K" durch

—wg,, Jke{l,....m}, j=(B"), € B

Wy = 1, j:pu
0, sonst (d.h. i € N*¥ \ {p}).

und z = x¥ + w.

D.h z wire die sich aus der Basisldsung ¥ zur Basis B** gemiR dem UPDATE-Schritt
ergebende Losung, wenn wir den RATIO-Test durch eine feste Wahl von v = 1 ersetzen
wiirden. Offensichtlich gilt Z 2 0 (da v =0 < 1) und Z ist keine zul3ssige Losung.

Aber nach Konstruktion gilt Az = b und mit Lemma [5.15}

1 T - 1 - Zpke=0 ¢ _  EBIH -_
2T = ZL.Tpke + 2y Inke =  Zap Tnke = 1T — cTaf

cTxV=cTx®

= c"z" 4+ cTw — cTz° cTw =z, >0,

44



Stephan Held Skript Lingo, 2011/12

wobei z¢ die Basislésung zur Basis B* und z! die reduzierten Kosten der Variable z,, in
lteration k, seien, die genau der erwarteten Zielfunktionserhohung bei Erhéhung der Variable
x, um eins entsprechen.

Andererseits gelten nach Wahl der eintretenden Variable in Iteration k,:

_ | <0, fallsj <gq,
z,
71>0, fallsj=gq, und

sowie nach Wahl der austretenden Variable in Iteration k,:

_ —w; <0, falls j = ¢
W, =
! 0,1, oder —w; >0, fallsj<gq.
Daher gilt auch
FETET I =Y Fl; + 2y < O,

1<q
ein Widerspruch! Hierbei gilt ZTz” = 0, da wahrend aller k& Kreisel-Iterationen die redu-
zierten Kosten aller bestandigen Basisvariablen gleich Null sind, ebenso wie die Werte aller
nichtbestandigen Variablen.
Ein Beweis, dass der Simplex-Algorithmus unter Verwendung der lexikographischen Regel

nicht kreiselt, kann im Buch von Chvatal [4] nachgelesen werden.
O

Bemerkung 5.16. Die Lexicographic Rule ist dquivalent zur Perturbationsmethode, d.h. es
wird das LP

max cTx
Ar =b+e (5.8)
x >0,

fiir ein ¢ € K™, ¢ > 0 betrachtet. Bei geeigneter Wahl von e enthilt (5.8) keine degenerierten
Ecken und jede zulissige Basis von ([5.8) ist eine zuldssige Basis von (siehe [4])

Leider ist derzeit keine Variante des Simplexalgorithmus mit polynomieller Laufzeit bekannt.
Auf folgendem Beispiel hat der Simplexalgorithmus mit Bland's Rule eine exponentielle
Laufzeit.

Beispiel 5.17. (Klee-Minty-Wiirfel) Betrachte fiir ein ¢ mit 0 < € < 1/2 das Problem:

min —x,
e <x; <1
€ET;—1 Sl’j Sl—E.’L’j_l fiirj:2,3,...,n

Fiir dieses LP bendtigt der Simplexalgorithmus mit Bland's Rule bis zu 2™ Iterationen, bei n
Variablen und 2n Nebenbedingungen. Das heilt insbesondere, dass je nach Startbasis, alle
Ecken besucht werden.
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Ahnliche Beispiele existieren fiir alle anderen Varianten.

Im Jahr 2010 bewiesen Friedmann et al. [10] und [9], dass gewisse randomisierte Regeln und
Zadehs deterministische Least-Entered-Rule keine polynomielle Laufzeit haben. Fiir letzteren
Beweis erhielt Oliver Friedmann, damals Doktorand an der LMU, ein Preisgeld von 1000
Dollar, das Norman Zadeh 1980 als Postdoc ausgerufen hatte.

Siehe auch: http://www.scilogs.de/wblogs/blog/mathematik-im-alltag/allgemein/2011-01-
20/1000-aus-beverly-hills-f-r-die-I-sung-eines-mathe-problems.

Zwar ist keine polynomielle Pivot-Strategie bekannt, aber die Existenz einer Strategie, die
nur polynomiell viele Ecken besucht ist dadurch nicht ausgeschlossen.

Insbesondere wird in der Praxis beobachtet, dass die Anzahl der besuchten Ecken eher
linear in n — m ist. Eine vermutete untere Schranke fiir die Anzahl der besuchten Ecken ergibt
sich aus folgender Vermutung.

Definition 5.18. Der kombinatorische Durchmesser eines volldimensionalen Polytops P ist
der Durchmesser des Graphen, der fiir jede Ecke einen Knoten enthilt und eine Kante enthalt,
wenn die entsprechenden Ecken (iber eine Seitenfliche der Dimension eins verbunden sind.

Bemerkung 5.19. (Hirsch Conjecture [1957])
Sei P ein d-dimensionales Polytop mit n Facetten, dann ist der kombinatorische Durchmesser
kleiner gleich n — d.

Der kombinatorische Durchmesser ist gewissermallen eine untere Schranke fiir die Laufzeit
des Simplexalgorithmus. Fiir viele spezielle Polytopklassen konnte diese Schranke bewiesen
werden. Aber diese Vermutung wurde 2010 durch ein Gegenbeispiel widerlegt!

Satz 5.20. (Santos [2010], [7])

e Es gibt ein Polytop der Dimension 43 mit 86 Facetten und Durchmesser > 44.

e Es gib eine fixe Dimension d, eine Konstante ¢ > 0 und eine unendliche Familie d-
dimensionaler Polytope (Py)ren, in der Py, ny Facetten und einen kombinatorischem
Durchmesser von (1 + €)(ny, — d) hat.

Dieser Satz schlieft die Existenz einer lineare Schranke « - (n — d) aber nicht aus!
Der Vollstandigkeit halber erwdhnen wir noch zwei interessante Resultate zu probabilistischen
Laufzeitanalysen.

Bemerkung 5.21. (Probabilistische Analysen)

1. die durchschnittliche Laufzeit kann in einem gewissen probabilistischen Modell polyno-
miell beschrinkt werden (Borgwardt 1982 [16]).

2. die erwartete Laufzeit einer worst-case Eingabe unter leichter randomisierter Perturbation

der Eingabe kann polynomiell beschrdnkt werden (Spielman und Teng 2001, Stichwort
“Smoothed Analysis”) [24].
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5.3 Phase | des Simplexalgorithmus: Das Finden
einer zuldssige Startbasis

Wir wiederholen die Notation eines LPs in Standardform:

max cTx
Ar  =b (5.1)
x >0,

Wir geben nun die Annahmen rank(A) = m und eine gegebene Startbasis B als Teil der
Eingabe auf. Wir kénnen b > 0 annehmen, da dies immer durch Multiplikation einer Zeile in
Ax = b mit —1 erreicht werden kann.

Gegeben ein LP der Form (B.1]), betrachten wir folgendes Hilfs-LP:

max —1Ty
Ar+y =b (5.9)
z,Y > 0.

Das LP entspricht offensichtlich einem LP in Standardform mit einer Matrix D = (A, I)
mit vollem Zeilenrang.

Die Variablen des Vektors y werden als kiinstliche Variablen (engl. artificial variables)
T
Y
B=(n+1,n+2,...,n+ m) ist offensichtlich eine primal zul3ssige Basis von ([5.9) mit
2 =1y =b>0und 2y = = 0. Wir kdnnen nun den Simplexalgorithmus [3| auf
anwenden. Da ((5.9)) nach oben durch 0 beschrankt ist, besitzt das LP eine Optimallésung

und die Variablen des Vektors z als Strukturvariablen bezeichnet. Ferner sei z =

zZ= g mit Zielfunktionswert ¢* := —17y.

Ist ¢* := =17y < 0, so ist P=(A,b) = () und es existiert keine zulédssige Losung fiir das
Originalproblem (5.1)).

Ist ¢* := —17y = 0 und sei B eine optimale Basis, so unterscheiden wir zwei Falle:

Llst Bn{n+1,n+2,....,n+m} = 0, soist Dp = Ap, also Ap regular und
Tp =z = Az'b > 0. Also ist B primal zulissig fiir (5.1)).

2. BNn{n+1,n+2,....,n+m} ="{iy,...,i;} #0,t > 1. Da g = 0, ist B degeneriert.
Wir versuchen, die Variablen in {iq,...,4;} durch echte Variablen, die nicht in der Basis
sind auszutauschen. Betrachte eine Spalte j € {1,...,n} NN und w = D' A ; mit
w; # 0 fiir ein B; € {iy,...,4:}. Wir fiihren einen Pivotschritt mit j, B; und v = 0 aus,
wodurch Z sich nicht dndert!

Dies machen wir solange, bis
1. Fall: Alle kunstlichen Variablen die Basis verlassen haben oder bis

2. Fall (D3z'A,;); =0fiirallei € B, := Bn{n+1,...,n+m}undj € NN{1,... ,n}.
Mit B, und B, := BN{1,...,n} hat 2z = D3'b— D' DnZy (wobei z = (7, )
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aus Strukturvariablen und kiinstlichen Variablen besteht) dann folgende Form:

e () )
e ()-C 1))

Der obere Teil des Gleichungssystems ist unabhangig von z fiir g = 0 immer erfiillt.
D.h. es ist redundant und kann eliminiert werden.

Nach Elimination gilt A = Ap,. (bestehend aus den Zeilen aus B,) und Ap, = Dp,
ist wiederum reguldr und B, eine Basis fiir Ap,. AuRerdem gilt

Ip, = Zp, = Dglb — D;DNZN = Aéisz > 0.

B, ist also primal zulassig fiir A, und somit eine zul3ssige Startbasis.
Bemerkung 5.22.

1. In der Praxis werden die redundanten Zeilen B,, in der Regel nicht entfernt. Stattdessen
verbleiben die kiinstlichen Variablen unbeachtet in der Basis, d.h. die entsprechenden
Zeilen werden im RATIO-Test ausgeschlossen.

2. Genauso kénnen kiinstliche Nichtbasisvariablen j € N unbeachtet im LP belassen
werden. Sie werden dann im Pricing nicht mehr beachtet, was dquivalent dazu ist,
sie bei der anschlieBenden Optimierung der urspriinglichen Zielfunktion aus mit
Kosten von c; = —oo zu belegen.

3. Die Anwendung von Algorithmus[3 auf (5.9) wird als Phase | des Simplexalgorith-
mus bezeichnet. Dementsprechend wird der Teil mit der eigentlichen Zielfunktion c™x
(ohne oder mit unbeachteten kiinstlichen Variablen) als Phase Il bezeichnet.

5.4 Implementierung des Simplexalgorithmus

5.4.1 Losen der linearen Gleichungssysteme in BTRAN und
FTRAN

Um FTRAN und BTRAN schnell 1sen zu kénnen, kann zunichst eine LU-Faktorisierung von
Ap bestimmt werden, d.h. eine unter Dreiecksmatrix L und eine obere Dreiecksmatrix U mit
L-U=Ag.

Der BTRAN Schritt ALy = UT - LTy = cp wird dann in zwei Schritten geldst. Mit der
Definition ' := LTy wird zundchst UTy’ = cp durch einfaches Vorwértseinsetzen gelost und
anschlieBend LTy = v’ durch Riickwértseinsetzen.

Ebenso wird der FTRAN-Schritt Agw = L - Uw = A.; effizient gelost.

Um einen Laufzeitgewinn durch die LU-Zerlegung zu erzielen, darf sie aber nicht in jeder
Iteration neu berechnet werden. Suhl und Suhl [25] haben zu diesem Zweck eine effiziente
Update-Formel fiir die LU-Faktorisierung bei einem Basistausch entwickelt.
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5.4.2 Pricing-Strategien

Es gibt eine Vielzahl von Auswahlregeln, um im Pricing-Schritt einen Index j € {j € N :
2y > 0} auszuwahlen. Die bekanntesten Regeln sind:

Bland’s Regel: siehe oben. In der Praxis ist sie jedoch recht langsam, insb. wird der
Pivotschritt weitestgehend unabhidngig von der Geometrie der derzeitigen Ecke und
Zielfunktion gemacht.

Dantzig's Regel: Waihle eine eintretende Variable j mit den groRten reduzierten Kosten z;.

GroBte Verbesserung: Fiihre den Pivotschritt fiir alle j mit z; tempordr aus und wahle
schlieRlich das j, welches die groBte Verbesserung erzielt.

Steepest Edge Pricing: Waihle die eingehende Variable, die den groBten Fortschritt in

der Zielfunktion pro Einheit in der Variablenerhéhung (von z; und ) erzielt: Der
UPDATE-Schritt lautet

TB TB o [mw) —AEIA.]-
(o) () eommen = (0) = (7727),

Fiir die reduzierten Kosten gilt: 2; = ¢; — cFA5'A; = cTn;. Bei Dantzig's Regel wird
ein j € N mit ¢Tn; = max;ey c¢Tr; gewadhlt. Stattdessen wahlen wir nun ein j € N mit

cTn; cT

—— = max .
[Imsllen™ ]

Dieses ist die in der Praxis erfolgreichste und am haufigsten verwendete Strategie
und fiihrt in der Regel zu den wenigsten Simplexiterationen (sogar weniger als die
Regel der groten Verbesserung). Allerdings ist der Rechenaufwand zur Berechnung der
Spaltennormen recht hoch. Goldfarb und Reid (1977) haben aber UPDATE-Formeln
fir die Normen ||n;|| entwickelt [11].

Alternativ werden die Normen nicht exakt berechnet, sondern schnell approximiert. Die
bekannteste solche Regel wurde von Harris (1975) eingefiihrt und ist als Devex bekannt
[14].

Partial Pricing: Diese Regel ldsst sich zusitzlich mit den vorherigen Regeln kombinieren.
Anstatt die reduzierten Kosten immer fiir alle Nichtbasisvariablen zu berechnen, wird
die Menge der Nichtbasisvariablen partitioniert: N = N'UN2U...UN*. Zunichst wird
nur in N* nach einer eintretenden Variable gesucht. Wenn keine gefunden wird, wird
in N? gesucht, etc. . Diese Regel hat vor allem den Zweck, eine Simplexiteration zu
beschleunigen.
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5.4.3 Ratio-Test

Beim UPDATE-Schritt besteht (bei einer Implementierung mit FlieBkommazahlen) das Pro-
blem, dass es zu numerischen Instabilititen kommt, wenn w; aus dem RATIO-Test sehr klein
ist, da hierdurch geteilt wird. Daher sollten ggf. solche Basiszeilen i ausgewahlt werden, fiir
die zwar “Zi = « gilt, aber w; (und x3,) groR sind.

Wy

TB,

Kommerzielle Implementierungen verletzen hierfiir sogar die Bedingung = v und

Wy

. TRB. . . . . . . .
verwenden ein wi < 7 + € mit w; maximal. Dafiir nehmen sie voriibergehend unzuldssige
Basislosungen in Kauf!

5.5 Das Simplex Tableau

Zur Veranschaulichung der Simplexmethode und zum handschriftlichen Losen kleiner Instanzen
kann die Ausfiihrung des Simplexalgorithmus in einem Tableau organisiert werden.
Das Tableau motiviert sich aus dem Gleichungssystem

c™\ [Tz T —cpAZz A\ [Tz — cLAR'D
(A) v ( b ) A < AGjA )T Ay )
bei gegebener Basis B. Dieses System schreiben wir in eine grole Matrix, die dann Tableau

genannt wird, wobei wir oben rechts statt ¢z — cL A5 Az nur —c[AL'b, den negativen
Zielfunktionswert, eintragen.

Definition 5.23. /st max{cTx : Az = b,z > 0} ein LP in Standardform und B eine
zuléssige Basis von A, so heiit die (m + 1) x (n + 1) Matrix

(T —cLAGTA, —cLAG'D
Ty = < e i (5.10)
ein Simplextableau zur Basis B (engl. simplex tableau) mit Zeilen i = 0,1,...,m und

Spalten j =1,... n+1.

In der rechten Spalte kénnen oben der (negative) Zielfunktionswert und darunter die
Basislosung x abgelesen werden. In den linken Spalten stehen oben die reduzierten Kosten,
welche fiir Basisvariablen Null sind und unten die Matrix A" A. Deren Untermatrix bestehend
aus Basisspalten ist genau die Einheitsmatrix (A'A)p = Az'Ag = I und die Spalten im
restlichen Teil (A5'A)y entsprechen den Vektoren w fiir die jeweilige Nichtbasisvariable.

Die Update Formeln aus Algorithmus [3| konnen durch folgende Update Regeln im Tableau
durchgefiihrt werden.

Lemma 5.24. (UPDATE Formeln fiir ein Simplextableau)

Sei B = (p1,-..,pm) und Ts = (t;j) o<i<m ein Simplextableau zur Basis B. Ist j € N, so
1<5<n+1

dass B' = (p1, ..., Pr—1,J:Pri1, - - - » Dm) wieder eine zulissige Basis ist und w, = Az'A.; > 0
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(wie z.B. durch den RATIO-Test gewahrleistet), so gelten fiir das Simplextableau folgende
Transformationsregeln.

(Tp)r. = 7= (T8,

(o) = (To) - S (Tp).,  firi=0,...m,i#r. (5-11)

Beweis. Offensichtlich handelt es sich um die aus der linearen Algebra bekannte Pivotregel
zum Losen linearer Gleichungssysteme. Wir definieren zunichst die m x m Matrix

1 T
1 777’*1 _ti /l r
E = Mr 7771':{1”3.’ 7&
Nr+1 1 E
T 1

Behauptung: Es gilt A/ = EAS.

Grund: Wir erhalten Ap aus Ap dadurch , dass die r-te Spalte von Ap durch A.; ersetzt
wird. Die Matrix F' = AJ_BIAB/ ist also eine m x m Einheitsmatrix, mit der Ausnahme, dass
die r-te Spalte der Vektor w := AZ'A ; ist. Es gilt

1 w1 1 T
1 Wr—-1 1 Nr—1
F-FE .= Wy Ny =1
Wrpq 1 Mry1 1
W, 1 M 1

Also E = F~! (Beachte w, > 0 nach Voraussetzung bzw. RATIO-Test).
Daraus folgt die Behauptung: A5 = F~1AL' = EAG.
Ersetzen wir A;,l durch EAE}1 in T, so gilt

Ty — ((CT,O) — cLE(AG A, ABlb))
woraus schon einmal die die Korrektheit von (5.11)) fir ¢ € {1,...,m} (insb. (Ts); =
E(Tg);.) folgt.
Um die mit 0 indizierte Zeile zu analysieren betrachten wir zunichst ¢}, Ay} = fiir beliebige

Spaltenvektoren z € K™ und y = Aj'z, dann gilt

cB,AB, z = CB,EA;,Z =cL By =cpy+ (cpm — ¢, )yr.
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Nach Definition der reduzierten Kosten gilt cL,n — ¢, = =+ = (ZB& (hier sind z; die
T T
reduzierten Kosten von j € N zur Basis B). Also gilt: fiir die 0-Zeile:

(€7,0) — ch A (A D) = (cT,0) — chARN (A, b) — TBRa (A 1A b)),

7

= (Tg)o. — T8R4 (Ty), = (Tg)o. — X(Tp),..

trj trj

Korollar 5.25. Mit der (m + 1) x (m + 1) Matrix

1 Mo
1 _ ij s
T A y e T 1
Thr+1 1 E
m 1

folgt, dass die Transformationsregel Tg = E'Txg gilt.

Beispiel 5.26. Angewandt auf Beispiel [5.10 ergibt der Simplexalgorithmus die in Abbil-
dung [5.3 Tableaux.

Fiir die Implementierung des Simplexalgorithmus haben das Tableau und dessen Update-
Formeln jedoch nur eine geringe Bedeutung. Insbesondere ist es nicht notwendig immer die
komplette Matrix A" Ay zu aktualisieren. Im Ratio-Test wird ja immer nur eine Spalte w

bendtigt.
AuBerdem fiihrt, bei Implementierungen mit FlieBkommazahlen, die Berechnung des k-ten
Tableaus mittels Tse = E;_| - E}_o-...-E{Tg1 zu stirkeren numerischen Problemen, als

wenn die relevanten Daten (reduzierte Kosten z und der Vektor w) in jeder Iteration aus den
Originalmatrizen mittels GauR-Elimination berechnet werden.
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In T} sind alle reduzierten Kosten kleiner oder gleich Null und somit ist die Optimalldsung
erreicht.

Abbildung 5.3: Der Ablauf des Simplexalgorithmus in Tableauform, angewandt auf Bei-

spiel .
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6 Der Netzwerksimplexalgorithmus

Ein wichtiger Spezialfall ist der Simplexalgorithmus angewandt auf das Minimum-Cost-Flow-
Problem. Mit einigen Adaptionen ist der sogenannte Netzwerksimplexalgorithmus fiir viele
praktische Probleme, z.B. im VLSI-Design, der schnellste Algorithmus fiir dieses Problem,
auch wenn er in der Theorie keine polynomielle Laufzeitschranke besitzt.

Beweise finden Sie in Korte und Vygen [1], Kapitel 9, sowie ein ausfiihrlichere Beschreibung
in [21], Kapitel 11.

6.1 Das Minimum-Cost Flow Problem
Definition 6.1. Gegeben ein gerichteter Graph G = (V, E), Kapazititen u : E — K, und
Zahlenb:V — K mit Y ., b(v) = 0.
Ein b-Fluss ist eine Funktion f : E — K, mit
o f(e) <ule) Vee E(G) (Kapazititserfiillung)
® D et F(€) = D ees—(n f(e) = b(v) Vv €V (Flusserhaltung).

Begriffe:

e b(v) heilt
— Balance von v,
— Angebot, falls b(v) > 0,
— Nachfrage, falls b(v) < 0,

e Knoten v mit b(v) > 0 heiBen Quellen, Knoten mit b(v) < 0 heiBen Senken.

MINIMUM-COST FLOW-PROBLEM

Instanz: Ein Digraph G, Kapazitdten v : E(G) — K, Zahlen b : V(G) — K mit
> wev(c) b(v) = 0 und Gewichte ¢ : E(G) — K.
Aufgabe: Bestimme einen b-Fluss mit minimalen Kosten c(f) := }_.cp(q) f(€)c(e)

oder entscheide, dass es keinen solchen gibt.
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6.2 Baumlosungen

Definition 6.2. Sei (G, u,b, c) eine Instanz des Minimum-Cost-Flow-Problems. Ein b-Fluss
fin (G,u) ist eine Baumlésung, falls (V(G),{e € E(G) : 0 < f(e) < u(e)}) keine
ungerichteten Kreise enthalt.

Proposition 6.3. Eine Instanz des MINIMUM-COST-FLOW-PROBLEMS hat entweder eine
optimale Lésung, die eine Baumldsung ist, oder gar keine optimale Lésung.

Korollar 6.4. Sei (G, u,b,c) eine Instanz des Minimum-Cost-Flow-Problems. Dann sind alle
Basislésungen des Polytops

{x € KP@ .0 <z, <ule) (c € B(G)),

> n— ¥ w-t) bevie))

e€dt(v) e€d—(v)

genau die Baumlésungen von (G, u, b, c).

Definition 6.5. Sei (G, u, b, ¢) eine Instanz des Minimum-Cost-Flow-Problems mit G zusam-
menhingend. Eine Baumstruktur ist ein Quadrupel (r,T, L,U), wobei r € V(G), E(G) =
TULUU,|T| = |V(G)| — 1 und (V(G),T) keine ungerichteten Kreise enthilt.

Der zu der Baumstruktur (r, T, L, U) gehorende b-Fluss wird wie folgt definiert:

e f(e):=0 firec L,
e f(e):=ule) firee U,

o fle) =2 e, blu )+ZeeUﬁ5 (co) U u(e) — Zeemﬁ( co U u(e) fiire € T, wobei C, fiir

e = (v,w) die v enthaltende Zusammenhangskomponente von (V(G),T \ {e}) sei.

Eine Baumstruktur heile zuldssig, falls 0 < f(e) < u(e) fiir alle e € T'. Eine Kante (v, w)
in T' heile abwarts, falls v auf dem ungerichteten r-w-Weg in T liegt, sonst aufwarts.
Die Baumstruktur (r,T,L,U) heile stark zuldssig, falls 0 < f(e) < wu(e) fiir jede
Abwiértskante e € T und 0 < f(e) < u(e) fiir jede Aufwartskante e € T
Die eindeutig definierte Funktion 7w : V(G) — K mit w(r) = 0 und c,(e) := c(e) + 7 (v) —
m(w) =0 fiir alle e = (v,w) € T heile das zu der Baumstruktur (r, T, L,U) geh6rende
Potenzial.

Bemerkung 6.6. e Offensichtlich erfiillt der zu einer Baumstruktur gehérende b-Fluss
f die Flusserhaltung. Er muss aber nicht immer zulassig sein.

A d
o m(v) ist die Linge des r-v-Weges in (G, ¢), der nur Kanten von T oder ihrer Umkehr-
kanten enthilt.
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e Eine stark zuldssige Baumstruktur erfiillt offensichtlich: Wir kénnen einen positiven
Fluss von jedem Knoten entlang von T zur Wurzel schicken, ohne nachher die Kapa-
zititsschranken f(e) € [0,u(e)] zu verletzen (Flussverkleinerung auf Abwértskanten,
FlussvergréBerung auf Aufwértskanten).

Proposition 6.7. Fiir eine Instanz (G, u,b, c) des Mininum-Cost-Flow-Problems und eine
Baumstruktur (r, T, L,U) kann der zur Baumstruktur gehérende b-Fluss, bzw. das zu der
Baumstruktur gehérende Potenzial m in O(m) bzw. O(n)-Zeit berechnet werden.

Zudem gilt die:

Primale Ganzzahligkeit: Falls b und u ganzzahlig sind, so ist auch [ ganzzahlig.
Duale Ganzzahligkeit: Falls ¢ ganzzahlig ist, so ist m ganzzahlig

Beweis. Durchlaufe den Baum bei der Berechnung von 7: top-down und von f: bottom-up.
7w und f sind beim Besuch eines Knotens einer Kante jeweils eindeutig bestimmt.

Da nur Additionen und Subtraktionen durchgefiihrt werden, folgen die Ganzzahligkeitsaus-
sagen. 0

6.3 Der Netzwerksimplexalgorithmus

Der Netzwerksimplex behalt wahrend des gesamten Algorithmus eine stark zul3ssige Baum-
struktur bei. Diese ist wichtig, um das Kreiseln zu verhindern.
Zudem arbeitet er auf Optimalitat zu:

Proposition 6.8. Sei (r, T, L, U) eine zuldssige Baumstruktur und  das zugehérige Potenzial.
Wenn

e c.(e) >0 fir alle e € L und
o c.(e) <O firalleecU,
dann hat (r, T, L,U) einen zugehérigen optimalen b-Fluss.

Beweis. 1. Alternative: Die Aussage folgt aus dem Satz vom komplementéren Schlupf (verglei-
che das Optimalitatskriterium des Simplexalgorithmus: Lemma [5.9). 2. Alternative: Ford und
Fulkerson: Ein b-Fluss f hat genau dann minimale Kosten, wenn es ein zulassiges Potenzial fiir
(Gy,c) gibt, bzw. wenn es keinen f-augmentierenden Kreis mit negativen Kosten gibt. [J

x4
Fiir eine Kante e = (v, w) € G sei der Fundamentalkreis von e der Kreis C, welcher aus
e und demjenigen w-v-Weg besteht, der nur Kanten aus 7" und ihre Umkehrkanten enthilt.
Derjenige Knoten von C, der 7 in T" am nichsten ist, heift Gipfel (engl. apex) von C.

Verbesserung bei Augmentierung eines Fundamentalkreises:
Fir e = (v,w) € E(G)\ T sind die Kosten, die bei Augmentierung um den Fundamentalkreis
von e entstehen, gleich ¢, (e) = c(e) + 7(v) — 7(w).
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Initiale stark zuldssige Baumstruktur:
Fiige zwischen 7 und jedem weiteren Knoten eine sehr teure Kante mit geniigend Kapazitat
ein: Fiir jede Senke v € V(G) \ {r} (b(v) < 0) eine Kante (r,v) mit u((r,v)) = —b(v). Fir
jeden anderen Knoten v € V(G) \ {r} eine Kante (v,r) mit u((v,r)) = b(v) + 1. Kosten
zB. 1+ (|V(G)| = 1) maxcepq) |c(e)].

Dann wahlen wir T als die Menge der Zusatzkanten, L als die Menge der urspriinglichen
Kanten und U = ().

Algorithmus 4 Netzwerksimplexalgorithmus

Instanz: Eine Instanz (G, u, b, c) des Minimum-Cost-Flow-Problems und eine stark zulassige
Baumstruktur (r, 7, L,U).
Ausgabe: Eine optimale Losung f.

1. Berechne den zu (r, 7T, L,U) gehdrenden b-Fluss und das Potenzial 7.

2. Seie € L mit ¢;(e) <0 oder e € U mit ¢, (e) > 0.
Falls es keine solche Kante e gibt, Stopp

3. Sei C' der Fundamentalkreis von ¢ (falls ¢ € L) oder von e (falls u € U) und
v = cq(e).

4. Sei 0 := mingecpe)ur(e’) und € die letzte Kante, in der dieses Minimum beim
Durchlaufen von C' in Orientierungsrichtung, beginnend im Gipfel, angenommen wird.

Sei eg € E(G) die zugrundeliegende Kante im Eingabegraphen, d.h. ¢/ = ¢y VvV e’ = éo.

5. Entferne e aus L oder U.
Setze T := (T'U {e}) \ {eo}-
Falls ¢/ = ¢y dann fiige ey zu U hinzu sonst fiige eq zu L hinzu.

6. Augmentiere f um ¢ entlang C.
Sei X die r enthaltende Zusammenhangskomponente von (V(G), T\ {e}).
Falls e € §7(X), dann setze 7(v) = 7(v) + 7 fir v € V(G) \ X.
Falls ¢ € 6~ (X), dann setze w(v) = w(v) — v fir v € V(G) \ X.
Gehe zu 2.

Satz 6.9. (Dantzig [1951], Cunningham [1976], [5])
Der Netzwerksimplexalgorithmus terminiert nach endlich vielen Iterationen und liefert eine
optimale Lésung.

Bewesis. (siehe Vorlesungsmitschrift oder Korte und Vygen [1]). O

Der Netzwerksimplexalgorithmus ist zwar kein polynomieller Algorithmus, aber in der Praxis,
wo die Graphen meistens sehr diinn sind (d.h. |E(G)| =~ k - |[V(G)|, fir kleines k), haufig
sehr effizient. Die hier am Forschungsinstitut fiir Diskrete Mathematik h3ufig auftretenden
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Minimum-Cost-Flow-Instanzen aus dem Chip Design werden derzeit fast ausschlieRlich mit
dem Netzwerksimplexalgorithmus gel6st. Es gibt aber auch Instanzen, meist randomisierte
dichte Graphen (|E(G)| =~ |V (G)|?), wo z.B. Orlins Algorithmus erheblich kiirzere Laufzeiten

erzielt.
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7 Die Ellipsoidmethode

7.1 Die GroBe von Ecken und Seitenflachen

Bevor wir uns mit der Entwicklung eines polynomiellen Algorithmus beschaftigen, sollten
wir sicherstellen, dass die AusgabegroRe polynomiell in der EingabegroRe beschrankt ist. Da
irrationale Zahlen nicht endlich dargestellt werden kénnen, betrachten wir in diesem Kapitel
vorwiegend rationale Zahlen. Wir gehen davon aus, dass alle Zahlen binar kodiert sind. Dann
definieren wir fiir

o n € Z:size(n) := 14 [log(|n| +1)],
o r==LeQmitp,q € Z teilerfremd: size(r) := size(p) + size(q),

Fiir Vektoren z = (21, ...,x,) € Q" gilt size(x) := n + size(xy) + - - - + size(z,,).
Fiir eine Matrix A € Q™" mit Komponenten a;; haben wir size(A) = nm+ 3, ;size(a;c).

Proposition 7.1. Fiirry,rs,...,1r, € Q gilt

size(ry-...-rp) < size(rp) + ...+ size(ry);
size(ry + ...+ 1) < 2(size(ry) + ... + size(ry));

Beweis. siehe Mitschrift oder Korte und Vygen [1]. O
Proposition 7.2. Fiir Vektoren z,y € Q™ gilt

size(z +y) < 2(size(z) + size(y)),
size(xTy) < 2(size(x) + size(y)).

Beweis. Nach Proposition [7.1] gilt

size(r +y) =n+Y . size(x; +yi) <n+2> " size(r;) + 2 size(y;)
= 2(size(x) + size(y)) — 3n
sowie
size(xTy) =size(d ; (ziy:)) < 230 size(wy;) < 230 size(x;) +2 > size(y;)
= 2(size(x) + size(y)) — 4n.
O
Wie wir gelernt hatten, sind Ecken als Lésungen linearer Gleichungssysteme Ax = b gegeben.
Mit der Cramerschen Regel kann eine solche Lésung durch Quotienten von Determinanten

von Untermatrizen aus (A, ) dargestellt werden. Wir kénnen die GroRe einer Losung also
beschranken, wenn wir die GréRe von Determinanten beschranken konnen. Es gilt.
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Proposition 7.3. Fiir jede Matrix A € Q™™ gilt size(detA) < 2size(A).

Beweis. Es seien die a;; = Z;” wobei p;; und g;; teilerfremde ganze Zahlen sind. Ferner sei
detA = 2. Aus Hadamards Ungleichung (|detA| < ]7_, [|A.;][2) folgt

det Al < TTHAlle < TTHA 1 < TT+ 11410 < TTTIC + Ipis)-
j=1 Jj=1 Jj=1

j=1i=1

Des Weiteren gilt |q| < T[;_,(|¢;|). also size(q) < size(A) und mit |p| = |detAl|q| <
[T, (1 + |pij D)l folgt

size(p) < Z(size(pij) + 1 + size(g;;)) = size(A).

1,J
0

Satz 7.4. Es sei max{cTx : x € Q", Ax < b} ein rationales LP fiir das eine Optimall6sung

existiert. Dann hat es auch eine optimale Lésung x mit size(x) < 4n(size(A) + size(b))
Gilt b = e; oder b = —e; fiir einen passenden Einheitsvektor e;, dann gibt es eine nicht

singuldre Untermatrix A’ von A und eine optimale Lésung x mit size(x) < 4n size(A’).

Beweis. Nach Korollar 2.8 wird das Maximum auf einer Seitenflache F angenommen. Sei
F’' C F eine minimale Seitenflache. Nach der Proposition liber die Charakterisierung
minimaler Seitenfldchen folgt F' = {z : A’z = '} fiir ein passendes Teilsystem A’z < ¥
von Az < b.

0.B.d.A. habe A’ vollen Zeilenrang. Wir wahlen eine maximale Menge linear unabhangiger
Spalten von A’, die eine Untermatrix A” bilden.

Dann folgt, dass z = (A”)~!¥/, mit den restlichen Komponenten gleich Null eine optimale
Losung des LPs ist.

Nach der Cramerschen Regel sind die Komponenten von z durch z; = detA” segeben,

A//
wobei A” aus A” durch Ersetzen der j-ten Spalte durch i entsteht. Mit Proposition [7.3] folgt

size(x) < n + 2n(size(A") + size(A")) < 4dn(size(A") + size(V')).
Ist b = +e;, so ist |[det A”| gleich dem Betrag einer Unterdeterminante von A”. O

Ist ein Polytop nicht durch ein Ungleichungssystem, sondern durch seine Eckenmenge

gegeben, so gibt es ein beschreibendes Ungleichungssystem, dessen Ungleichungen (durch die
GroBe der Ecken) beschrankt sind.

Proposition 7.5. Sei P C K" ein rationales Polytop und T € N mit size(x) < T fiir jede
Ecke x von P. Dann folgt P = {x : Ax < b} fiir ein geeignetes lineares Ungleichungssystem
Ax < b, in welchem jede Ungleichung aTx < 3 die Bedingung size(a) + size() < 75n*T
erfiillt.
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Beweis. Zuniachst beweisen wir die Aussage unter der Annahme, dass P volldimensional
ist. Es sei ' = {z € P : aTx = [} eine Facette von P und yi,...,y; die Ecken von
F (die damit auch Ecken von P sind). Wir wahlen M € Q™™ als eine Matrix deren i-te
Zeile y; —y; (i = 2,...,t) ist und deren erste Zeile ein von den iibrigen Zeilen linear
unabhingiger Einheitsvektor ist. Es sei nun ¢ die Lésung von Mc = e; (wegen dimF =n — 1
ist rankA/ = n). Dann ist ¢7 = ka fiir ein K € R\ {0}.

Mit dem vorangegangenen Satz folgt size(c) < 4nsize(M'), fir eine reguldre n x n
Untermatrix M’ von M. Nach Proposition folgt size(M’) < 4nT und size(cTy;) <
2(size(c) + size(y1)). Demnach erfiillt die Ungleichung ¢Tx < ¢ (bzw. ¢z > 4 falls k < 0),
wobei 0 = ¢Ty; = k3, die Bedingung size(c) + size(d) < 3 - size(c) + 2T < 48n?T + 2T <
50n*T. Die Menge dieser Ungleichungen fiir alle Facetten ergibt eine Beschreibung von P.

Sei nun P nicht volldimensional und P # ) (der Fall P = () ist trivial). Wir konstruieren
eine Menge volldimensionaler beschrankter Polytope, deren Schnitt genau P ist. Sei V' die
Eckenmenge von P. Fiir s = (s1,...,s,) € {—1,1}" bezeichnen wir mit P, die konvexe
Hiille von V U {x + s;e; : ® € V,i=1,...,n}. Jedes P, ist ein volldimensionales Polytop
und die GroBe jeder Ecke ist durch T+ n beschrankt. P, kann durch Ungleichungen der GréRe
< 50n2(T + n) < 75nT beschrieben werden, wobei wir fiir die zweite Ungleichung T' > 2n
ausnutzen. Wegen P = 056{71,1}n P,, folgt die Aussage des Satzes. O

7.2 Algorithmen zur Darstellung und Approximation
rationaler Zahlen
Um rationale Zahlen wihrend des Ablaufs von Algorithmen nicht zu groRR werden zu lassen,

ist es notwendig Zwischenergebnisse durch teilerfremde Zahler und Nenner darzustellen. Dies
ist in polynomieller Zeit mit einem der altesten Algorithmen méglich.

Algorithmus 5 Euklidischer Algorithmus
Instanz: p,q € N.
Ausgabe: Der groRte gemeinsame Teiler d von p und ¢, d.h. £ und £ sind teilerfremde ganze
Zahlen.
while p > 0 und ¢ > 0 do
if p<qthen g+ q— L%Jp
else p < p—|[2]q
end if
end while
Return d := max{p, ¢};

Satz 7.6. Der Euklidische Algorithmus arbeitet korrekt. Die Anzahl der Iterationen ist durch
size(p) + size(q) beschrankt.

Beweis. Wahrend des Algorithmus dndert sich die Menge der gemeinsamen Teiler von p und
q nicht (jede Zahl teilt Null) = Korrektheit.
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In jeder lteration wird entweder ¢ oder p um mindestens den Faktor 2 reduziert. Daher
terminiert der Algorithmus nach héchstens log p + log ¢ + 1 lterationen. O

Der Euklidische Algorithmus lasst sich zur Berechnung von Kettenbriichen erweitern, mit
deren Hilfe z.B. irrationale Zahlen approximiert werden kénnen.
Fiir eine positive reelle Zahl x definieren wir 2y := x und ;1 := ﬁ firi=1,2,...,
bis z;, € N fiir ein k. Dann haben wir
1 1

1
rT=x9g= |Zo|+—=|Tg| + ———— = |xg| + = ...
0 LOJ T LOJ |_I1J+$ LOJ |-:1:,1J_|_I.Z2J1—"_L
z3

Offensichtlich ist x rational, falls die Kettenbrucherweiterung endlich ist.

Ist andererseits © = 2 eine rationale Zahl, so sind die Quotienten, die im Euklidischen
Algorithmus auftreten, genau die Teilnenner, die in der Kettenbrucherweiterung von £ auftreten.
Somit ist die Kettenbrucherweiterung endlich und kann in polynomieller Zeit berechnet werden.

Wir schreiben den Euklidischen Algorithmus nochmal etwas anders auf, so dass gleichzeitig

eine Folge <Z—> berechnet wird, die gegen = konvergiert.
i/ ieN

Algorithmus 6 Kettenbrucherweiterung
Instanz: p,q € N (z:=£)

3

Ausgabe: Die Folgen (%) und x; = <’i?> mit o = 2 und x;,1 :=
i/ ieN % ) jeN d

Setze i := 0, py := p und ¢y := q.
Setze g 5 :=0,9_1:=1,h_9:=1und h_; :=0.
while ¢; # 0 do

Setze a; := |2 ].

qi

Setze g; := a;gi—1 + gi—o.

Setze hz = aihi_l + hi_g.

Setze qi11 = pi — 4;G;.

Setze p;y1 = q;.

Setze i := 1+ 1.
end while

Proposition 7.7. Folgende Aussagen gelten fiir alle Iterationen i in Algorithmus (6]
1. a; > 1 (auBer fiiri =0) und h; > h;_;.

2. gi—1hi — gihi—1 = (—1)i-

3 Pigi-1%4igi-2

© pihiatqihia L

4. I < w, falls i gerade, und §+ > x, falls i ungerade.

Beweis. siehe Mitschrift oder Korte und Viygen [1]. O
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Satz 7.8. (Khintchine [1956])

Gegeben seien eine rationale Zahl o und eine natiirliche Zahl n. Dann kann eine rationale
Zahl 8 mit Nenner kleiner oder gleich n, so dass |o — (3| minimal ist, in polynomieller Zeit
(polynomiell in size(n) + size(a)) bestimmt werden.

Beweis. siehe Mitschrift oder Korte und Vygen [1]. O

7.3 GauB-Elimination

Die Gaul-Elimination ist aus der linearen Algebra zum Ldsen linearer Gleichungssysteme oder
der Bestimmung von Rang und Determinante einer Matrix bekannt. U.a. erscheint sie als
Subroutine in den Schritten FTRAN und BTRAN des Simplexalgorithmus (Algorithmus 3)).

Wir wissen auch, dass die Ausgabe polynomiell in der Eingabe beschrankt ist. Allerdings ist
es a priori nicht klar, dass alle Zwischenergebnisse polynomiell in der EingabegroRe gespeichert
werden konnen. Diese Frage stellte und beantwortete erstmalig Edmonds [1967].

Die Idee der GauRk-Elimination ldsst sich wie folgt beschreiben. Wir nehmen an, wir wollen
das folgende Gleichungssystem |6sen.

a1, +aiore +... +a1nTy = bl
211 +CL221’2 + ... —|—a2nxn = b2

. . . . (7.1)
Am1T1 +ameT2 +... FAppT, = bm

O.B.d.A. sei aj; # 0 (nach Zeilen- und Spaltenumordnung). Dann kdnnen wir geeignete
Vielfache der ersten Zeile von den anderen Zeilen abziehen, um das System

a;nry  +apre +... +apx, =0b
+CL2.21E2 —f- e +a2n:17n :.bg (72)
+QmaTs + ... +QmnZTn = bm

zu erhalten, in dem nur die erste Zeile die Variable z; enthalt. Rekursiv konnen wir das
System der restlichen m — 1 Gleichungen |6sen und die gefundene Ldsung in die erste Zeile
substituieren, um z; zu bestimmen.

In Matrixschreibweise transformiert die Gaul-Elimination eine gegebene Matrix A in die

Form
(ﬁ g) | (7.3)

wobei B eine reguldre obere Dreiecksmatrix ist, mit folgenden Operationen:
1. Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile;

2. Permutation von Zeilen und Spalten.
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Dabei entsteht eine Folge von Matrizen Ay := A, Ay, A,, ... auf folgende Art und Weise.
Angenommen wir haben A; von der Form

(ﬁ g) , (7.4)

bestimmt, wobei B wieder eine obere Dreiecksmatrix ist. Dann erzeugen wir A, aus A,
durch einen

Vorwartsschritt der Gaull-Elimination: Wahle eine (Pivot-) Komponente von D die
nicht Null ist und vertausche Zeilen und Spalten von A, so, dass die Pivotkomponente an
Position (1,1) von D ist. Jetzt addieren wir ein Vielfaches der ersten Zeile von D zu jeder
Zeile, so dass d; ; die einzige von Null verschiedene Komponente in der ersten Spalte von D
Ist.

Starten wir die GauB-Elimination mit (A, b), kénnen wir am Ende (nach maximal m
Vorwiartsschritten) durch Riickwartssubstitution leicht eine Losung von Ax = b ablesen.

Die Korrektheit der GauR-Elimination wurde in der linearen Algebra hinreichend behandelt.
Uns interessiert insbesondere die Laufzeit:

Satz 7.9. (Edmonds [1967])
Fiir rationale Daten ist die GauB-Elimination ein polynomieller Algorithmus.

Beweis. Die Anzahl der arithmetischen und Vertauschungsoperationen l3sst sich einfach z.B.
durch O(m?n) polynomiell beschranken. Es bleibt zu zeigen, dass alle Zwischenergebnisse,
d.h. die Eintrage der Matrizen A polynomiell beschrankt sind.

Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass wir keine Zeilen- oder Spaltenvertauschungen bendtigen. Sei
Ay, von der Form und d;; der (i, j)-te Eintrag von D. Dann gilt

o det((Ak)i::::]lziﬁé‘) (7.5)
Y det((A)pE) |

wobei M;f;ﬁ die durch die Zeilen iy, ...,7; und Spalten ji,..., j; induzierte Untermatrix

einer Matrix M bezeichnet. Da der Wert einer Determinante sich nicht andert, wenn das
Vielfache einer Zeile/Spalte zu einer anderen Zeile/Spalte addiert wird, kénnen wir in ([7.5)
einfach A, durch A ersetzen:

det((A)l ..... k,/ﬂ-f—i)

1,k k+j
ij — . 7.6
T det((A)) (76)

Hieraus folgt wiederum size(d;;) < 4size(A). Da jeder Eintrag im Endergebnis in einer
bestimmten lteration der Eintrag einer Matrix D war, folgt, dass alle Komponenten wahrend
der Vorwartsiterationen durch 4 size(A) beschrankt sind.

Um die GroBeneigenschaften zu erhalten, muss auf jedes Zwischenergebnis der Euklidische
Algorithmus angewandt werden, der aber auch polynomielle Laufzeit hat. O
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Analog kann gezeigt werden, dass die GroRen bei der Riickwartssubstitution polynomiell
beschrankt bleiben. Ebenso gibt es eine Reihe weiterer Probleme, die Dank GauR-Elimination
polynomiell l&sbar sind.

Korollar 7.10. Die folgenden Probleme sind polynomiell [5sbar.

1. Die Bestimmung der Determinante einer Matrix;

2. Die Bestimmung des Rangs einer Matrix;

3. Die Bestimmung der Inversen einer reguldren Matrix;

4. Das Testen rationaler Vektoren auf lineare Unabhéangigkeit;

$)]

. Lésung eines linearen Gleichungssystems.

7.4 Die Ellipsoidmethode

Die Ellipsoidmethode wurde urspriinglich von Judin, Nemirovski und Shor in den 1970er
Jahren fiir die nichtlineare Optimierung entwickelt. Dort werden optimale Lésungen nicht
exakt berechnet, sondern durch die Ellipsoidmethode in polynomiell vielen Schritten bis auf
ein € > ( approximiert.

Khachian spezialisierte die Ellipsoidmethode 1979 zu einem exakten polynomiellen Algorith-
mus fiir lineare Programmierung. Diese Arbeit erfuhr weltweites Aufsehen. So titelte z.B. die
New York Times am 7. November 1979: “A Soviet Discovery Rocks World of Mathematics”,
woraus sie im Artikel einen “kaum einholbarer technologischer Vorsprung”, dhnlich wie bei der
Sputnik-Rakete folgerte (siehe auch [18]). Ein praktischer Nutzen hat sich bis heute allerdings
nicht eingestellt.

Die Ellipsoidmethode [6st lineare Programme nicht direkt, sondern {iberpriift ob ein Polytop
P ein vorgegebenes Mindestvolumen hat.

Zur Linearen Optimierung wahlen wir P, wie schon des o6fteren, als Kombination aller
primaler und dualer Ungleichungen, woraus zunachst kein volldimensionales Polyeder entsteht.
Der Trick ist, die Ungleichungen um ein kleines € zu relaxieren, so dass, wenn P # (), ein
Mindestvolumen garantiert wird, aber die relaxierte Version leer bleibt, falls P = ().

Die Ellipsoidmethode beginnt mit einem groBen Ellipsoid £, das P enthilt. lterativ wird
tiberpriift, ob der Ellipsoidmittelpunkt in P liegt und P somit nicht leer ist. Ist der Mittelpunkt
x von E nicht in P, so wird (mit Hilfe einer verletzten Seitenflachenungleichung) eine
Hyperebene durch den Mittelpunkt gelegt, welche den Ellipsoid in 2 zwei Halften, sogenannte
Halbellipsoide, teilt. Die eine Halfte kann P nicht enthalten. Die andere Halfte wird in den
kleinsten moglichen Ellipsoid E’ eingeschlossen, mit welchem das Verfahren anschlieBend
fortgesetzt wird.

Sobald das Ellipsoidvolumen vol(E’) das Mindestvolumen unterschreitet ist P leer. Der
Clou ist, dass das Volumen der Ellipsoide sich hinreichend schnell verkleinert.
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7.4.1 Ellipsoide

Definition 7.11. Ein Ellipsoid ist eine Menge E(A,z) = {z e R" : (z —2)TA (2 —2) <
1}, wobei A eine symmetrische positiv definite n x n-Matrix ist. Der Vektor x ist das Zentrum
von E(A, x).

Bemerkung 7.12. (Eigenschaften von Ellipsoiden)

e B(z,r):= E(r?l,z) ist die n-dimensionale euklidische Kugel mit Mittelpunkt x und
Radius .

e Eine positive definite Matrix A induziert eine Norm durch ||x||4 := VaTA=1z. Damit
ist E(A,z) = {z € R" : ||z —x||a < 1}. In diesem Sinne ist der Ellipsoid E(A, x) die
Einheitskugel mit Mittelpunkt x im normierten Vektorraum (R™,||.||4).

e Fiir jede positiv definite Matrix existiert eine eindeutige positiv definite Matrix A%, so
1 1 . . .
dass A2 A2 = A. Mit dieser gilt

E(A,z) = A2B(0,1) + .
Ein Ellipsoid ist also das affine bijektive Abbild der Einheitskugel.

e Das Volumen eines n-dimensionalen Ellipsoiden ist durch die Determinante von A
bestimmt:

vol(E(A,x)) = VdetA -V,

wobei

Vo 72 1 2em\"?
" T(n/24+1)  Jan \ n
das Volumen der Einheitskugel im R™ und I'(z) := [~ e~'t*~'dt die Gammafunktion
sind.

Bemerkung 7.13. (Das Léwner-John-Ellipsoid)

Gegeben seien ein Ellipsoid E(A, x) und eine Hyperebene{z : a7z = aTx} durch das Zentrum
x. Das kleinste Ellipsoid, welches das Halbellipsoid E' = {z € E(A,x) : a7z > aTx} enthilt,
heit Léwner-John-Ellipsoid von E’. Es kann mittels folgender Formeln berechnet werden:

A= s (A= ),
¥ = x —{1— —b, (7.7)
b = mAa.

Das Léwner-John-Ellipsoid und seine Minimalitdtseigenschaft wird im Folgenden nicht direkt
verwendet. Es motiviert vielmehr die in Algorithmus|7 folgenden Update-Formeln fiir Ellipsoide.

Ein Problem bildet offensichtlich die Wurzelbildung, die zu irrationalen Zahlen fiihren
kann. Wir kénnen eine Wurzel y/a nur mit rationalen Zahlen approximieren. Wegen des
Approximationsfehlers wird x’ nicht genau berechnet und wir miissen das nachste Ellipsoid
zum Ausgleich etwas groRer als das Léwner-John-Ellipsoid wahlen.

68



Stephan Held Skript Lingo, 2011/12

7.4.2 Die Ellipsoidmethode im Allgemeinen

Wir beschreiben die Ellipsoidmethode zunachst so, dass wir die Wahl der teilenden Hyperebenen
offen lassen und zundchst nur das GréBenwachstum der Ellipsoide analysieren.

Algorithmus 7 Die Ellipsoidmethode
Instanzzn e Nn>2 NeNzgeQ",Re Q. ,R > 2.
Output: Ein Ellipsoid E(Ax,zx).

1. p = [6N +log(9n?)].
AO = RQI
k = 0.

2. Wihle ein a; € Q™ \ {0}.

3. b, = L A.ay.
k el drar kK
e~ * - 1
Tht N Thyy = Tk b
o~ * . 2n°+3 2 T
Ak+1 o AkJrl = Tonz (Ak _n+1bk’bk) .

(:~ bedeutet hier, dass die Zahlen bis auf p Nachkommastellen genau approximiert
werden, unter Sicherstellung der Symmetrie von Ay ;.)

4. k:=k+ 1.
Falls k < N Gehe zu [2 Sonst Stopp

Die Anzahl N der lterationen ist also Teil der Instanz. In jeder Iteration wird eine Ap-
proximation E(Ay,1, 7k 1) des Lowner-John-Ellipsoids von E(Ay, zx) N{z : apz > apzy}
berechnet.

Bevor wir auf die Wahl von N, R sowie die a; eingehen, zeigen wir zunichst, dass die
Ellipsoidmethode tatsichlich eine Folge von Ellipsoiden berechnet,

e die mit Zahlen polynomiell beschrankter GroRe darstellbar sind,

e die jeweils den in Ej enthaltenden Teil des aus dem Vorganger resultierenden Halbellip-
soids {x € E(Ag,xy) : apx > apxy} enthalten und

e deren Volumen mit konstantem Faktor abnimmt.

Lemma 7.14. (Grétschel, Lovasz , Schrijver [1981])
Seik € {0,1,...,N}. Dann ist A, positiv definit und wir haben ||z;|| < ||zo||+ R2F, || Ax|| <
R22% und ||AY|| < R24k.

Beweis. siehe Mitschrift oder Korte und Viygen [1]. O

Korollar 7.15. Jedes E) := E(A,xy) ist ein Ellipsoid. Die Betrdge der vorkommenden
Zahlen sind kleiner als R?2N + 257¢(0)  jJede Iteration besteht aus O(n?) Rechenschritten
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(Additionen, Multiplikationen, Divisionen, Wurzelapproximationen), wobei jeder dieser Schritte
Zahlen mit O(p + size(ag) + size(R) + size(xy)) Bits benutzt.

Lemma 7.16. Firk =0,...,N — 1 haben wir Ex,1 O {x € Ex N Ey : agx > apxy}.

Beweis. siehe Mitschrift oder Korte und Viygen [1]. O
Lemma 7.17. Firk =0,...,N — 1 haben wir Vi{)(fgz)l) <e .
Beweis. siehe Mitschrift oder Korte und Vygen [1]. O

7.4.3 Die Ellipsoidmethode fiir Lineare Programmierung

In diesem Abschnitt wenden wir die allgemeine Ellipsoidmethode an um einen polynomiellen
Algorithmus fiir lineare Programme zu entwickeln. Aus dem Dualititssatz wissen wir, dass
LINEARE OPTIMIERUNG durch das Losen eines linearen Ungleichungssystems geldst werden
kann.

Allerdings miissen noch einige Probleme, wie die nicht gewahrleistete Volldimensionalitat
des Losungspolyeders sowie die Beschrankung des Lésungsraums, geldst werden.

Proposition 7.18. Angenommen, es gibt einen polynomiellen Algorithmus fiir das folgende
Problem: , Gegeben sei eine Matrix A € Q™ " und ein Vektor b € Q™, entscheide, ob
{z : Ax < b} leer ist.” Dann gibt es einen polynomiellen Algorithmus fiir LINEARE
OPTIMIERUNG, der eine optimale Basislésung bestimmt, falls es eine solche gibt.

Beweis. siehe Mitschrift oder Korte und Vygen [1]. O

Die Ellipsoidmethode ist allerdings noch nicht direkt anwendbar, da sie die Volldimensionali-
tdt (um Abbrechen zu kénnen) und Beschranktheit (um den ersten Ellipsoiden zu generieren)
von {z : Az < b} voraussetzt. Diese kann aber erreicht werden, ohne das Problem zu sehr
zu verdndern. Dieser Durchbruch gelang Khachiyan [17].

Proposition 7.19. (Khachiyan [1979], Gacs, Lovasz [1981])
Sei A € Q™™ und b € Q™. Das System Ax < b hat genau dann eine Lésung, wenn das
System

Az <b+el —R1<x<RIL

eine Losung hat, wobei 1 der aus lauter Einsen bestehende Vektor ist, 1 = 2n24(size(A) tsize(t))

und R =1+ 24(size(A)+size(b)).
Hat das System Ax < b eine Lésung, so ist

vol({x e R Ax <b+e€l,—R1 <z < RIl})> (LJ )

n2size(A

Beweis. siehe Mitschrift oder Korte und Viygen [1]. O
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Satz 7.20. (Khachiyan [1979])
Es gibt einen polynomiellen Algorithmus fiir LINEARE OPTIMIERUNG mit rationaler Eingabe,
und dieser Algorithmus bestimmt eine optimale Basislosung, falls es eine gibt.

Beweis. siehe Mitschrift oder Korte und Vygen [1]. O

Bemerkung 7.21. In der Praxis hat sich die Ellipsoidmethode als nicht konkurrenzfahig
zum Simplexalgorithmus herausgestellt. Es gibt aber auch effiziente polynomielle Algorithmen,
sogenannte Innere Punkte Algorithmen. Diese sind auch in der Praxis schnell und auf
groBen Instanzen haufig schneller als der Simplexalgorithmus.

Allerdings finden sie i.d.R. keine Basislésungen sondern eine Optimallésung im Inneren
einer Seitenfliche. Des Weiteren erlauben sie keine schnelle inkrementelle Neuberechnung
bei leichten Modifikationen, z.B. der Zielfunktion, neuen Variablen, neuen Ungleichungen,
wie der Simplexalgorithmus es tut. Sie sind daher als LP-Léser im Rahmen der Ganzzahligen
Optimierung weniger geeignet, wie wir im Verlauf der Voorlesung noch sehen werden.

In der Praxis werden ca. 90% der LPs mit dem Simplexalgorithmus gelést, und der Rest
mit Innere Punkte Algorithmen (laut Ed Rothberg von Gurobi Optimization, 2010).

7.5 Separation und Optimierung

Der Ellipsoid-Methode muss das Polyeder nicht explizit gegeben sein. Es reicht, wenn es
eine Funktion gibt, die in Schritt 2. von Algorithmus [7] entscheidet, ob = € P ist, oder eine
separierende Hyperebene liefert, d.h. einen Vektor a mit aTx > max{aTy : y € P}. Dies
konnen wir uns zunutze machen, um Lineare Programme mit exponentiell vielen Facetten
in polynomieller Zeit zu lésen, was bei kombinatorischen Optimierungsproblemen hi3ufig
vorkommt. Wir werden dies unter der Einschrankung, dass P volldimensional ist, zeigen.

Annahme: Wir kennen zwei Kugeln B(zg,7) C P C B(x, R) aber kein Ungleichungssys-
tem, welches P definiert. Statt dessen bendtigen wir ein Separationsorakel, das folgendes
Problem 16st:

SEPARATIONSPROBLEM

Instanz: Eine konvexe Menge P C R". Ein Vektor y € Q™.

Aufgabe: Entweder entscheide, dass y € P, oder bestimme einen Vektor d € Q™ mit
dTx < dTy fir alle x € P.

Dieses Separationsorakel nutzen wir wie eine Blackbox als Subroutine. Hiufig geniigt es,
das Separationsproblem nur zu approximieren, also folgendes Problem zu I6sen:
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SCHWACHES SEPARATIONSPROBLEM

Instanz: Eine konvexe Menge P C R", ein Vektor ¢ € Q", eine Zahl ¢ > 0 und
Vektor y € Q".
Aufgabe: Entweder bestimme einen Vektor 3/ € P mit ¢Ty < ¢Ty’ + € oder bestimme

einen Vektor d € Q™ mit dTx < dTy fiir alle x € P.

Damit werden wir LPs zundchst approximieren:

SCHWACHES OPTIMIERUNGSPROBLEM

Instanz: Eine Zahl n € N, ein Vektor ¢ € Q", eine Zahl € > 0. Eine konvexe Menge

P C R™, gegeben durch ein Orakel fiir das SCHWACHE SEPARATIONSPRO-
BLEM mit ¢ und 5.

Aufgabe: Bestimme einen Vektor y € P mit ¢Ty > sup{cTx : © € P} —e.

Algorithmus 8 Grétschel-Lovasz-Schrijver-Algorithmus

Instanz: Ein n € N,n > 2. Ein Vektor ¢ € Q", eine Zahl 0 < ¢ < 1. Eine konvexe Menge
P C R", gegeben durch ein Orakel fiir das SCHWACHE SEPARATIONSPROBLEM, ¢ und §.
Ein 2o € Q" und r, R € Q., so dass B(zg,7) C P C B(xg, R).

Ausgabe: Ein Vektor y* € P mit ¢Ty* > sup{cTz : © € P} —¢

1. Setze R := max{R,2},r := min{r,1} und v := max{||c||, 1}, N := 5n?[In %1
und y* := x.

2. Wende die ELLIPSOIDMETHODE (Algorithmus[7]) an, wobei ay, in Schritt 2. wie folgt
berechnet wird:

Rufe das Orakel fiir das SCHWACHE SEPARATIONSPROBLEM mit y = 1z,
auf.

Falls es ein y' € P mit cTy < cTy’ + ¢ liefert, dann

Falls ¢y’ > ¢Ty*, dann setze y* ;= y/.

Setze ay, := ¢ (um schlechtere Losungen als zy, ,,abzuschneiden™).
Falls es ein d € Q" mit dTx < dTy fiir alle z € P liefert, dann

Setze a; = —d.

Satz 7.22. Der GROTSCHEL-LOVASZ-SCHRIJVER-ALGORITHMUS /dst das SCHWACHE
OPTIMIERUNGSPROBLEM fiir beschrankte volldimensionale konvexe Mengen korrekt. Die
Laufzeit ist durch
6.2, 4 - - : 3
O (n°a? + n'af(size(c), size(e), nsize(xo) + n’a))
beschrankt, wobei o = log Rr—i” und f(size(c), size(€),y) eine obere Schranke fiir die Laufzeit
des Orakels fiir das SCHWACHE SEPARATIONSPROBLEM mit Eingabe c, €,y ist.
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Beweis. siehe Mitschrift oder Korte und Vygen [1]. O

Lemma 7.23. Sein € N, P C R" ein rationales Polytop und xy € Q™ ein Punkt im Inneren
von P. Sei T € N mit size(xy) < logT und size(z) < logT fiir alle Ecken x von P. Dann
gilt B(xo,7) C P C B(xo, R) mit v := 173" und R := 2nT. Sei ferner K := AT*"+!,

Fiir ein ¢ € Z" setzen wir ¢ := K"c+ (1, K, ..., K" 1T. Dann wird max{cx : = € P}
fiir ein einen eindeutig bestimmten Vektor x* angenommen. Fiir alle anderen Ecken y von P
gilt /T(z* —y) > T2" und x* ist auch eine optimale Lésung von max{cTz : = € P}.

Beweis. siehe Mitschrift oder Korte und Viygen [1]. O

Satz 7.24. Sein € N und ¢ € Q™. Sei P C R"™ ein rationales Polytop und xy € Q™ ein
Punkt in seinem Innern. Sei ferner T € N mit size(xo) < logT und size(x) < logT fiir alle
Ecken x von P.

Sind n,c,x9,T und ein polynomielles Orakel fiir das SEPARATIONSPROBLEM fiir P
gegeben, so kann eine max{cTx : x inP} annehmende Ecke x* von P in polynomieller Zeit
bestimmt werden, d.h. polynomiell in n,logT und size(c).

Beweis. siehe Mitschrift oder Korte und Viygen [1]. O

Beispiel 7.25. Das Traveling-Salesman Problem in einem gewichteten Graphen (G, c),
c: E(G) — Qs kann durch folgendes ganzzahliges lineares Programm beschrieben werden:

min Z cle)x,

e€E(Q)
s.d. Z re=2 (veV)
e€d(v)
Y z.>2 (XCV,X {0V}
ecd(X)

z. € {0,1} (e € E(GQ))

Die Ungleichungen 5(x) Te = 2 verhindern, dass die Lésungen aus unzusammenhangenden
Subtouren bestehen. Sie werden auch Subtoureliminationsbedingungen genannt (engl. subtour
elimination constraint). Die LP-Relaxierung 0 < x, < 1 enthalt exponentiell (2!V! — 2) viele
Ungleichungen zur Subtourelimination. Trotzdem kann die LP-Relaxierung in polynomieller
Zeit gelost werden. Das Separationsproblem ist das Minimum-Cut-Problem in ungerichteten
Graphen und kann in polynomieller Zeit gelést werden (z.B. durch n — 1 Aufrufe eines
Minimum-s-t-Cut Algorithmus).
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8 Ganzzahlige Optimierung

8.1 Einleitung

Im zweiten Teil der Vorlesung beschaftigen wir uns mit der ganzzahligen Optimierung. Wie
in GANZZAHLIGE OPTIMIERUNG auf Seite [L1] definiert, miissen zul3ssige Losungen zu
den linearen Nebenbedingungen die Ganzzahligkeit erfiillen. Wir betrachten also ganzzahlige
(lineare) Programme der Form

max{cTx : Ax < b,z € Z"}. (IP)

Einen Spezielfall bilden ganzzahlige Programme, in denen 0 < z < 1, d.h. z € {0, 1}, gilt.
Diese werden auch als bindre Programme bezeichnet.
Schon bindre Programme sind ein sehr machtiges Modellierungswerkzeug.

Beispiel 8.1. (Disjunktive Bedingungen)

Eine disjunktive Bedingung ,.x > a oder y > b mit a,b > 0 und x,y > 0" ldsst sich wie
folgt modellieren. Wir fiihren wieder eine binire Variable 6 € {0,1} ein. Dann modellieren die
Ungleichungen x > 6a und y > (1 — §)b die disjunktive Bedingung.

Beispiel 8.2. (Konditionale Bedingungen)
Eine konditionale Bedingung ,,Falls x < a dann y > b, sonst y > 0 mit a,b > 0" kann auf
Beispiel [8.1) zuriickgefiihrt werden:

y=>0
x>a oder y>b

Beispiel 8.3. (Diskrete Variablen)
Die Bedingung © € {s1,...,sx} kann durch x = s16; + -+ + s;0x mit §; € {0,1} und
01+ -+ 9,, = 1 modelliert werden.

Insbesondere lassen sich viele NP-schwere Optimierungsprobleme als ganzzahlige Programme
modellieren (ohne die Problemkodierung wesentlich zu vergroRern). Falls P £ NP gilt, so gibt
es keinen polynomiellen Algorithmus fiir GANZZAHLIGE OPTIMIERUNG.

Die lineare Relaxierung von([IP)) ist das lineare Programm

max{cTx : Ax < b}. (LP)
Weil es eine relaxierte (d.h. groRere) Losungsmenge besitzt definiert es eine obere Schranke:
max{cTzx : Az < b,z € Z"} < max{cTz : Az <b}.

Ist der Wert von positiv, so bezeichnen wir den Quotienten max{cTz : Ax <
b}/ max{cTx : Az < b,z € Z"} als Ganzzahligkeitsliicke (engl. integrality gap). Diese
kann jedoch recht groR werden, wie wir in den Ubungen sehen werden.
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8.2 Branch-&-Bound

Ein erstes einfaches Verfahren zum Lésen ganzzahliger Programme ist eine geschickte Enu-
meration genannt Branch-&-Bound (B-&-B). Trotz seiner Einfachheit bildet es einen
wesentlichen Bestandteil beim Ldsen von IPs.

In der Literatur ist Branch-&-Bound unter einer Vielzahl weiterer Namen bekannt.

e Implizite Enumeration,
e Divide-and-Conquer,
e Backtracking,

Wir werden es zunichst fiir allgemeine Optimierungsprobleme beschreiben und anschliefend
auf die Spezialisierung von ganzzahligen Programmen eingehen.
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Algorithmus 9 Allgemeines Branch-&-Bound-Verfahren

Instanz: Eine Menge S von zulassigen Lsungen (implizit gegeben) und eine Zielfunktion
c: S — K, die auf einem ,Universum” S O S wohldefiniert und max{c(z) : = € S} einfach
zu l6sen ist.

Aufgabe: Lose

max{c(z) : z € S}. (P)

1. Berechne eine untere Schranke L fur (ED z.B. heuristisch durch eine zul3ssige Losung,
oder setze [ = —o0.

2. Setze K = {S} (die Menge der noch zu betrachtenden Teilprobleme)

3. BRANCHING:
Falls K = (): Stopp (die beste gefundene Losung ist optimal)
Sonst wahle ein M € K

4. BOUNDING: - o
Wihle eine ,,geeignete” Menge M C S mit M C M, so dass das relaxierte Problem

max{c(r) : € M} (RPM)

.einfach” zu |ésen ist. Der Wert ¢* := ¢(z*) einer Optimallésung x* von (RPM)) bildet
eine obere Schranke (Bound) fiir

max{c(x) : = € M} (PM)

5. Falls ¢* < L, dann K <— £\ {M}, gehe zu 3. BRANCHING. (kein Element aus
M kann die beste bisherige Losung verbessern).
6. Falls z* € S und ¢(2*) > L, dann
L+ c K+ K\ M.
gehe zu 3. BRANCHING (die beste Losung aus M wurde gefunden).
7. SEPARATION:
(es gilt ¢* > L und 2* ¢ S. Wir kdnnen also noch keine verwertbare Aussage machen)

Zerlege M in ,geeignete” kleinere Mengen
Ml,MQ,...,MkCM:M1UM2U...UMk

und setzen K < (K\ M)U M, UMy U...U M.
gehe zu 3. BRANCHING.

Branch-&-Bound-Verfahren unterscheiden sich durch die Wahl der Relaxierungen S und A
im BOUNDING-Schritt, die SEPARATION-Strategie und die Auswahl der nachsten Kandida-
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tenmenge in BRANCHING.

Diese allgemeine Beschreibung lasst viele Details offen, insbesondere wie eine einfach zu
|6sende Relaxierung aussieht und wie sie gefunden werden kann.

Bei ganzzahligen Programmen bilden die linearen Relaxierungen eine natiirliche Relaxierung.
Branch-&-Bound l3sst sich damit wie folgt beschreiben:

Algorithmus 10 Branch-&-Bound fiir ganzzahlige Programmierung

Instanz: Eine rationale Instanz A, b, ¢ fir GANZZAHLIGE OPTIMIERUNG,
Py:={x : Ax <b},IPy:= PyNZ".
Aufgabe: Lose
max{cTz : x € I[P} (8.1)

1. Setze L = —o0.

2. Setze K = {I Ry}

3. BRANCHING:
Falls K = (): Stopp
Sonst wahle ein IP; € K

4. BOUNDING:
Lose die lineare Relaxierung

max{cTz : © € P;},

wobei P; die lineare Relaxierung von IP; bezeichne.
Falls P; = () oder das Problem unbeschrinkt, dann ¢* = —cc.
Sonst ¢* = ¢(x*)
5. Falls ¢* < L, dann
K K\ {IP},
gehe zu 3. BRANCHING.

6. Falls x* € Z" und ¢* > L, dann
L«—c K+K\IP.
gehe zu 3. BRANCHING (die beste Losung aus IP; wurde gefunden).

7. SEPARATION:
(¢* > L und z* ¢ Z".) Wahle ¢ mit 7 € Z und setze
1Py ={x€lP;: x; <|z}]};

[Py = {x € IP; = w; < a7}

()

K+ (IC\IP]) UIP2j+1UIP2j+2.
Gehe zu 3. BRANCHING.
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Abbildung 8.1: LP-Instanzen im Branch-&-Bound-Algorithmus auf Beispiel

Beispiel 8.4. Wir betrachten folgendes Problem:

max —x1+ 2%,

s.d. —41‘1 + 6@'2 S 9,
1+ T2 <4,
T1,T9 c ZZO‘

(8.2)

Die zugrunde liegende Lésungsmenge L Py der linearen Relaxierung ist in Abbildung(8.1) durch
die orange schraffierte Menge dargestellt. Zu beginn gilt K = {Fy} und L = —oco. Die
Optimallésung von max{cTz : x € Ry} ist z' = (3, 5).

Im SEPARATION-Schritt wihlen wir i = 2 und setzen P, = {x € Py : xy > 3},
PQI{JIGPO : LL’QSQ} undlC:{Pl,Pg}.

P, ist und wird in Schritt 5. verworfen, weil es leer ist. AnschlieBend betrachten wir
P, € K. Die Optimallésung von max{cTz : x € LP,} ist 2* = (2,2). D.h. wir landen im
SEPARATION-Schritt und setzen Py ={z € P, : v1 > 1}, P,={x € P, : x; <0} und
K = {Ps, Py}.

Die Optimallésung von max{cTz : x € LPs} ist z* = (1,2) und ganzzahlig. D.h. wir
kénnen die untere Schranke L auf L = 3 setzen.

Nun ist nur noch Py in K enthalten. Die Optimallésung ist x* = (0,3/2) mit Optimalwert
¢* = 3 < L. Somit wird dieses Teilproblem in Schritt 5. verworfen und der Algorithmus
terminiert.

Bemerkung 8.5. (B & B-Baum)
Branch-&-Bound-Algorithmen werden haufig durch einen sogenannten Branch-&-Bound-Baum
dargestellt. In diesem entspricht jeder Knoten einer Menge P; mit der durch 7. SEPARATION
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Abbildung 8.2: Branch-&-Bound-Baum fiir Beispiel

induzierten Eltern-Kind Relation. In Beispiel [8.2 ergibt sich der in Abbildung[8.2 dargestellte
Baum.

Bemerkung 8.6. (BRANCHING-Regeln)
Im 3. Schritt BRANCHING wird meistens eine der folgenden Regeln verwendet:

1. DFS (depth first search): Wiahle ein P;, das am tiefsten im Baum hangt. Hierdurch
soll méglichst schnell eine primal bessere Lésung gefunden werden um L zu erhéhen.
(Realisierung z.B. durch LIFO-Queue).

2. BFS (best first search): Wahle ein P; mit der groBten relaxierten Lésung. Dieses definiert
eine obere Schranke U fiir die Optimallésung, welche durch diese Regel méglichst schnell
reduziert werden soll.

Hintergrund: Haufig wird B&B nicht bis zum Ende ausgefiihrt, sondern abgebrochen,
sobald U — L, bzw. % bei L > 0, hinreichend klein ist.

Es ist klar, dass die Effektivitat von Branch-&-Bound sehr stark von der Giite der Relaxierung
abhidngt. Ist die relaxierte Losung immer groler als L, so werden letztlich fast alle Losungen
enumeriert. In diesem Fall ist Branch-&-Bound nahezu unbrauchbar. Trotzdem bildet es
bis heute eine zentrale Grundlage zum L&sen von ganzzahligen Programmen, auf die keine

moderne Software verzichten kann. Wir schlieBen diesen Abschnitt mit folgender Beobachtung
ab:
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Lemma 8.7. Es sei LP, ein rationales Polyeder.

o Ist max{cTx : x € LPy} unzuldssig oder unbeschrankt, so bricht das Verfahren ab
und zeigt an, dass keine Losung oder keine endliche Lésung besitzt.

e Hat max{cTx : = € LP,} ein endliches Optimum, und ist Py # (), so terminiert
Algorithmus 10 mit einer Optimallésung von (8.1)).

e Hat max{cTx : x € LBy} ein endliches Optimum, und ist Py = (), so kann durch
Einfiihrung einer unteren Schranke fiir den Zielfunktionswert ein endlicher Abbruch
erzwungen werden.

Beweis. Das Verfahren enumeriert implizit alle ganzzahligen Losungen in LFP,. O

8.3 Die ganzzahlige Hiille eines Polyeders

Definition 8.8. Gegeben sei ein rationales Polyeder P := {x : Az < b}. Die ganzzahlige
Hiille P; von P, definiert als P = {x : Az < b}; := conv{z € PNZ"}, ist die konvexe
Hiille der ganzzahligen Vektoren in P.

Bemerkung. Gegeben sei ein Polytop P := {x : Az < b}. Dann ist Py ein Polytop. Dies
folgt aus dem Darstellungssatz fiir Polyeder, speziell aus Korollar|4.21]

Satz 8.9. Die ganzzahlige Hiille eines rationalen Polyeders P ist wieder ein Polyeder.
Beweis. siehe Mitschrift oder Korte und Viygen [1]. O
Bemerkung 8.10. o Satz gilt nicht fiir irrationale Polyeder (siehe Ubungen).

e Ein wichtiger Ansatz zum Lésen von IPs sind Schnittebenenverfahren. Hier soll eine
,moglichst gute Beschreibung" von P; gefunden werden, indem sukzessive Teilmengen
von P\ P; aus P herausgeschnitten werden. Wir werden insbesondere ein Verfahren
kennenlernen, das auf diese Weise das ganzzahlige Programm [6st.

Proposition 8.11. Sei P = {x : Ax < b} ein rationales Polyeder mit P; # () und
c € R"™ ein Vektor. Dann gilt, dass max{cTx : x € P} genau dann beschrinkt ist, wenn
max{cTx : x € Pr} beschrankt ist.

Beweis. siehe Mitschrift oder Korte und Viygen [1]. O

Zur Effizienz von Schnittebenenverfahren (siehe Bemerkung [8.10) ist es wichtig, dass die
DarstellungsgroRe der Ungleichungen, die P; beschreiben, nicht zu groR wird. Des Weiteren
sind wir an einer oberen Schranke fiir die Ganzzahligkeitsliicke interessiert. Hierzu betrachten
wir die GroRe von Unterdeterminaten einer Matrix A.

Definition 8.12. Sei A eine ganzzahlige Matrix. Eine Unterdeterminante von A ist die
Determinante detB einer quadratischen Untermatrix B von A. Wir schreiben =(A) fiir den
maximalen Betrag einer Unterdeterminante von A.
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Lemma 8.13. Sei C = {x : Az < 0} ein polyedrischer Kegel, wobei A eine ganzzahlige
Matrix ist. Dann wird C' von einer endlichen Menge ganzzahliger Vektoren erzeugt, deren
Komponenten alle im Betrag kleiner oder gleich =(A) sind.

Beweis. Nach Lemma wird C' durch eine Menge {1, ..., y,} von Lésungen der Systeme

1
und b’ = =e; fiir einen Einheitsvektor e;. Setze z; := |detM|y; (i = 1,...,t). Nach der

Cramerschen Regel sind alle z; (i = 1,...,t) ganzzahlig und die Betrdge der Komponenten
durch Z(A) beschrankt. O

My = b erzeugt, wobei M aus n linear unabhingigen Zeilen der Matrix (A) besteht

Lemma 8.14. Jeder rationale polyedrische Kegel C' wird erzeugt von einer endlichen Menge
ganzzahliger Vektoren {ay,...,a;} mit der Eigenschaft, dass jeder ganzzahlige Vektor in
C' eine nichtnegative ganzzahlige Linearkombination von Vektoren in {a,...,a;} ist. Eine
solche Menge bezeichnen wir als ganzzahlige Hilbertbasis.

Ist C' spitz, so ist die (inklusions-) minimale ganzzahlige Hilbertbasis eindeutig.

Beweis. Nach Lemma wird C' durch eine Menge {b1,...,by} ganzzahliger Vektoren
erzeugt. Wir definieren das Polytop

Zi={Mb+-+ Ny 0N <1(i=1,...,k)}

(Bemerkung: Ein so erzeugtes Polytop wird auch Zonotop genannt.)

Behauptung: A = {a1,...,a;} := ZNZ"\ {0} bildet eine ganzzahlige Hilbertbasis. Da A
die Menge {by,...,b;} enthdlt, erzeugt A den Kegel C.

Seiy e CNZ" Danngibtes \; >0,i=1,...,k, so dass

t
Yy = Z/\ibi
i=1

: ' (8.3)
= D [Nalbi+ > (= )b
i=1 i=1
Wegen y — >0 [ \i|bs € Z7 gilt S0_ (N — [\ )bi € ZNZ" = A,
Des Weiteren sei C' spitz. Wir behaupten, dass
A={zecdA Ay zcA\{2}:x=y+2} (8.4)

eine eindeutige minimale ganzzahlige Hilbertbasis ist. Offensichtlich muss jede ganzzahlige
Hilbertbasis A enthalten. Bleibt zu zeigen, dass jedes a € A\fl eine nichtnegative ganzzahlige
Kombination von Vektoren aus A ist. Wir nehmen ein a € A\ A, das diese Eigenschaft nicht
erfiillt und wahlen @, so dass ¢Ta minimal ist fiir ein ¢ € Q™ mit ¢Tx > 0 fiir alle x € C'\ {0}.
Solch ein ¢ existiert, weil C spitz ist.

Wegen a ¢ AU {0} = a = ay + ay fiir a,ay € A\ {0}, wobei mindestens einer der
Vektoren ay, as (wie auch a) nicht als nichtnegative ganzzahlige Kombination von Vektoren
aus A darstellbar ist. 0.B.d.A. sei dies a;. Es gilt cTa = cTay + cTas. Aus cTa, cTay, cTay >
0= cTa > cTay, ein Widerspruch dazu, dass a den Wert ¢Ta minimiert. O
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Satz 8.15. (Cook et al. [1986]) Sei A eine ganzzahlige m x n-Matrix und seien b € R™ und
c € R" beliebige Vektoren. Sei P := {x : Az < b} mit P; # ().

A. Angenommen, y ist eine optimale Lésung von max{cTz : x € P}. Dann gibt es eine
optimale ganzzahlige Lésung z von max{cTx : x € Pr} mit ||z — yl|oc < nZ(A).

B. Angenommen, y ist eine zuldssige ganzzahlige Lésung von max{cTx : = € P}, aber
keine optimale. Dann gibt es eine zuldssige Lésung z € Py mit ¢Tz > 2Ty und ||z — y||oo <
nZ=(A).

Beweis. Beachte zunachst, dass P; = {z : Az < |b]}; nach Satz [8.9|ein Polyeder ist. Die
Beweise beider Teile sind fast identisch, weshalb wir sie parallel durchfiihren.

Im Fall A sei y € P eine optimale Lésung von max{cTz : x € P} und z* € PNZ" eine
optimale Lésung von max{cTz : x € P;}.

Im Fall B sei y € P NZ" nicht optimal und z* ein Vektor mit ¢Tz* > ¢Ty.

Wir spalten das System Az < b in zwei Teile Ajx < b; und Asz < by auf, so dass
Ayz* > Ay und Agz* < Ayy. Damit liegt 2* — y im polyedrischen Kegel C' := {z : Ajx >
0, AQI < O}

Nach Lemma wird C' durch eine Menge {z1,...,x,} ganzzahliger Vektoren mit
||Zilloo < Z(A) (i =1,...,s) erzeugt.

Daz*—yeC, gbtes \,..., 0o >0mit 2 —y =37, \z;. 0.B.d.A. sind héchstens
n der \; ungleich Null.

Fir = (p1,...,ps) mit 0 < p;, < \; (i =1,...,s) definieren wir

2y =2 — Z,uixi =y+ Z()‘l — )T
i=1 i=1

Es gllt Alzu = Alz* — Zle(,uzAlxz) S bl, AQZM = AQy 2;921()\2 — ,ul)AgfL‘l S bg und
damit z, € P.

Wir unterscheiden nun 2 Fille:

Fall 1: Es gibt ein i € {1,...,s} mit \; > 1 und cTz; > 0. Setzen wir z = y + x;,
so folgt ¢Tx > xTy, was nur unter B vorkommen kann. In diesem Fall ist z € Z" und
1z = yllw < E(A).

Fall 2: Fiir alle i € {1,...,s} mit \; > 1 gilt ¢Tz; < 0. Wir setzen

s

zi=2p =2 — ZL/\lel

i=1

Damit ist z ein ganzzahliger Vektor von P mit ¢Tz > ¢7z* und

1z = ylloo < Z(Ai — PiDlzillee < nZ=(A).

In beiden Fallen (A und B) ist = der gesuchte Vektor. O
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Korollar 8.16. Ist P = {x € Q" : Ax < b} ein rationales Polyeder und hat max{cTz :
x € Pr} eine optimale Lésung, dann hat es auch eine optimale ganzzahlige Lésung x mit
size(x) < 13n(size(A) + size(b)).

Beweis. Nach Satz hat max{cTz : x € P} eine optimale Lésung y mit size(y) <
4n(size(A)+size(b)). Nach Satz gibt es eine optimale Lésung = von max{cTz : = € P;}
mit ||z — y||c < nZ(A). Damit gilt mit Propositionen [7.1] und [7.3}

< 2size(y) + 2nsize(n=(A))
< 8n(size(A) + size(b)) + 2n logn + 4nsize(A) (8.5)
< 13nsize(A) + 8nsize(b).

size(z)

Korollar 8.17. Das Problem GANZZAHLIGE OPTIMIERUNG Jst in NP.

Beweis. Wenn ein ganzzahliges Programm eine Optimallésung hat, so hat es nach Korollar|8.16)
auch eine mit polynomieller Speichergrole. Dieses ist ein Zertifikat fiir das Entscheidungspro-
blem “Enth3lt ein gegebenes IP eine zuldssige Losung mit Wert groler als 7" ]

Korollar 8.18. Das Problem GANZZAHLIGE OPTIMIERUNG ist NP-vollstindig.
Beweis. Z.B. Maximum-Stable-Set ist polynomiell auf IP transformierbar. ]

Bemerkung 8.19. Wir kénnen IPs dadurch Ibsen, zunichst die LP-Relaxierung zu lésen
und dann in einem Radius von n=(A) um deren Optimallésung alle ganzzahligen Punkte zu
testen.

Satz 8.20. (Wolsey [1981], Cook et al. [1986])

Fiir jede ganzzahlige m x n-Matrix A gibt es eine ganzzahlige Matrix M, deren Elemente
im Betrage kleiner oder gleich n*"=(A)" sind, so dass es fiir jeden Vektor b € Q™ einen
rationalen Vektor d gibt mit

{z : Az <b}; ={x : Mz <d}.

Beweis. siehe Mitschrift oder Korte und Vygen [1]. O

8.4 Unimodulare Transformationen

Eine quadratische Matrix heillt unimodular, wenn sie ganzzahlig und ihre determinante
gleich 1 oder -1 ist. Von besonderem Interesse sind die folgenden drei unimodularen Matrizen,
die (als Multiplikation von rechts) der Multiplikation einer Spalte mit -1, der Vertauschung
zweier Spalten sowie der Subtraktion einer von einer anderen entsprechen. Es seienn € N, p €
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{1,...,n},q €{1,...,n} \ {p}, dann werden obige Operationen durch Multiplikation von

.....

.

1, firi=j#p
a; =4-1, firi=j=p
0, sonst
(1, fiiri=j¢ {p.q}
a; =<1, fir{i,j} ={p,q}
\(), sonst
(1, fliri=j
a; =< -1, fir (i,7) = (p,q)
0, sonst.

\

Proposition 8.21. Die Inverse einer unimodularen Matrix ist wieder unimodular. Fiir jede
unimodulare Matrix U sind die Abbildungen x — Uz und x — xTU Bijektionen auf Z".

Beweis. Nach der Cramerschen Regel ist U~! ganzzahlig und wegen (detU~!)(detU) = 1 ist
U~ unimodular. Damit sind die genannten Abbildungen auch Bijektionen. ]

Lemma 8.22. Fiir jede rationale Matrix M mit linear unabhdngigen Zeilen gibt es eine uni-
modulare Matrix U, so dass MU die Form (B0) hat, wobei B eine nichtsinguldre quadratische
Matrix ist.

Beweis. siehe Mitschrift oder [1]. O

Lemma 8.23. Sei A eine rationale Matrix und b ein rationaler Spaltenvektor. Dann gilt:
Das System Ax = b hat genau dann eine ganzzahlige Lésung, wenn yTb fiir jeden rationalen
Vektor y mit yT A ganzzahlig eine ganze Zahl ist.

Beweis. siehe Mitschrift oder [I]. O

8.5 Volistandig duale Ganzzahligkeit

Definition 8.24. Ein Polyeder P ist ganzzahlig, falls P = P;.

Satz 8.25. (Hoffmann[1974], Edmonds und Giles [1977])
Es sei P ein rationales Polyeder. Dann sind die folgenden sieben Aussagen dquivalent:

(a) P ist ganzzahlig.
(b) Jede Seitenfliche von P enthilt ganzzahlige Vektoren.
(c) Jede minimale Seitenfliche von P enthalt ganzzahlige Vektoren.

(d) Jede stiitzende Hyperebene von P enthalt ganzzahlige Vektoren.
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(e) Jede rationale stiitzende Hyperebene von P enthalt ganzzahlige Vektoren.

(f) Fiir jedes ¢ mit max{cTx : x € P} endlich, wird dieses Maximum mit einem ganzzahligen
Vektor angenommen.

(g) Fiir jedes ganzzahlige ¢ mit max{cTz : x € P} endlich, ist dieses Maximum eine ganze
Zahl.

Beweis. siehe Mitschrift oder [1]. O
Definition 8.26. (Edmonds und Giles [1977])

Ein System Ax < b linearer Ungleichungen heillt vollstindig dual ganzzahlig oder TDI
(engl. totally dual integral), wenn das Minimum in der LP-Dualitatsgleichung

max{cTz : Ax <b} =min{y™0 : yTA=c,y >0}

fiir jeden ganzzahligen Vektor ¢, fiir den das Minimum endlich ist, eine ganzzahlige optimale
Lésung y hat.

Korollar 8.27. Es sei Ax < b ein TDI-System mit A rational und b ganzzahlig. Dann ist
das Polyeder {x : Ax < b} ganzzahlig.

sieche Mitschrift oder Abschnitt 5.3 in [I]

Proposition 8.28. Ist Ax < b TDI und ist a7z < [ eine giiltige Ungleichung fiir {x :
Az < b}, so ist das System Ax < b,aTx < (3 auch TDI.

Beweis. siehe Mitschrift oder [1]. O
Satz 8.29. (Giles und Pulleyblank [1979])

Fiir jedes rationale Polyeder gibt es ein rationales TDI-System Ax < b mit A ganzzahlig
und P = {x : Ax < b}. Hierbei kann b genau dann ganzzahlig gewihlt werden, wenn P
ganzzahlig ist.

Beweis. siehe Mitschrift oder [1]. O

Insbesondere sind die “Seitenflachen” von TDI-Systemen wieder TDI:

Satz 8.30. (Cook [1983])
Gegeben sei ein TDI-System Ax < b,aTx < [ mit a ganzzahlig. Dann ist das System
Ax < b,aTx =  auch TDI.

Beweis. siehe Mitschrift oder [1]. O
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8.6 Vollstandig-unimodulare Matrizen

Definition 8.31. Eine Matrix heilt vollstandig-unimodular oder TU, falls jede Unterde-
terminante von A gleich 0, +1 oder —1 ist.

Satz 8.32. (Hoffman und Kruskal [1956])
Eine ganzzahlige Matrix A ist genau dann TU, wenn das Polyeder {x : Ax < b,x > 0} fiir
Jjeden ganzzahligen Vektor b ganzzahlig ist.

Beweis. siehe Mitschrift oder [I]. O

Offensichtlich ist auch die Transponierte einer TU-Matrix wieder TU. Mit Satz ergibt
sich somit das folgende Korollar:

Korollar 8.33. Eine ganzzahlige Matrix A ist genau dann TU, wenn fiir alle ganzzahligen
Vektoren b und ¢ beide Optima in der LP-Dualitatsgleichung

max{cTx : Az < b,z >0} =min{y™ : yTA>c,y >0}
mit ganzzahligen Vektoren angenommen werden, falls die Optima endlich sind.
Eine alternative Formulierung mittels TDI ist:

Korollar 8.34. Eine ganzzahlige Matrix A ist genau dann TU, wenn das System Ax <
b,x > 0 fiir jeden Vektor b TDI ist.

Ein dritter Weg zu zeigen, dass ein Ungleichungssystem TDI ist, ist durch folgendes Lemma
gegeben:

Lemma 8.35. Es sei Ax < b,x > 0 ein lineares Ungleichungssystem, wobei A € R™*"
und b € R™. Falls gilt, dass fiir jedes ¢ € 7", fiir welches min{y™b : yTA > ¢,y > 0} eine
optimale Lésung hat, es auch eine optimale Lésung y* hat mit der Eigenschaft, dass alle den
nicht-verschwindenen Komponenten von y* entsprechenden Zeilen von A eine TU-Matrix
bilden, dann folgt, dass das System Ax < b,x > 0 TDI ist.

Beweis. siehe Mitschrift oder [1]. O

Um die TU-Eigenschaft einer Matrix zu zeigen erweist sich folgende Charakterisierung als
sehr hilfreich:

Satz 8.36. (Ghouila-Houri [1962])
Eine Matrix A = (a;;) € Z™ ™ ist genau dann TU, wenn es fiir jede Zeilenindexmenge
R C{1,...,m} eine Partition R = RiUR, gibt mit

Z Qjj — Z ai; € {—1,0, 1} (86)

iI€ER; 1€ERy

firalle j=1,...,n.
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Beweis. siehe Mitschrift oder [1]. O

Mit Hilfe von Satz konnen die nidchsten zwei Resultate leicht gezeigt werden. Dazu
bendtigen wir den Begriff der Inzidenzmatrix. Die Inzidenzmatrix eines ungerichteten
Graphen G ist die Matrix A = (ay.¢)vev(c),ccr(c) definiert durch

1 , fallsvee
Ay e =

0 , sonst.

Die Inzidenzmatrix eines gerichteten Graphen G ist die Matrix A = (ay¢)vev(G)ecE(@)
definiert durch
—1 , fallsv =2z

Ay, (zy) = 4 1 , fallsv =1y

0 , sonst.

Satz 8.37. Die Inzidenzmatrix eines ungerichteten Graphen G ist genau dann TU, wenn G
bipartit ist.

Beweis. Nach Satz gilt: Die Inzidenzmatrix ist TU < fiir alle X C V(@) existiert eine
Partition X = AUB mit E(G[A]) = E(G[B]) = 0 < fir alle X C V(G) ist G[X] bipartit
< @ ist bipartit. ]

Satz 8.38. Die Inzidenzmatrix eines Digraphen G ist TU.

Beweis. Gegeben eine Zeilenindexmenge R setze R; := R, Ry = (). Diese Aufteilung erfiillt
die hinreichende Bedingung aus Satz [8.36] O

Es stellt sich heraus, dass die meisten TU-Matrizen auf sogenannten Netzwerkmatrizen
basieren.

Definition 8.39. Es seien G = (V, E) ein gerichteter Graph und T' = (V, Ey) ein spannender
gerichteter Baum auf V' (d.h. der zugrundeliegende ungerichtete Graph ist ein Baum auf'V,
nicht zu verwechseln mit einer Arboreszenz). Ferner sei M die wie folgt definierte Ey x E-Matrix.
Fiir e = (v,w) € E und ¢' € Ey gilt:

+1, falls der (eindeutige) v-w-Pfad in T'¢’ als Vorwdrtskante enthilt,
My .= —1, falls der (eindeutige) v-w-Pfad in T €' als Riickwértstskante enthalt,

0, falls der (eindeutige) v-w-Pfad in T'¢’ nicht enthilt.
(8.7)
Matrizen dieser Art werden auch Netzwerkmatrizen genannt und wir sagen, dass G und T
die Matrix M reprasentieren.

Bemerkung 8.40. Untermatrizen von Netzwerkmatrizen sind wieder Netzwerkmatrizen:
e Eine Spaltenentfernung entspricht der Entfernung einer Kante aus G.

e Eine Zeilenentfernung entspricht der Kontraktion einer Kante von T.
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Satz 8.41. Netzwerkmatrizen sind vollstandig-unimodular.
Zum Beweis dieses Satzes benoetigen wir zunaechst das folgende Lemma.

Lemma 8.42. Es seien G = (V, E) ein schwach zusammenhangender Digraph (d.h. der zu-
grundeliegende ungerichtete Graph ist zusammenhangend) und N seine V' x E-Inzidenzmatrix.
Ferner entstehe N durch die Entfernung einer Zeile aus N. Dann hat N vollen Zeilenrang. Des
Weiteren bildet eine Spaltenmenge K genau dann eine Basis von N, wenn die den Spalten
aus K entsprechenden Kanten einen aufspannenden gerichteten Baum auf' V' bilden.

Beweis. “<": Es bilde £ C FE einen spannenden gerichteten Baum und es sei B die
(V| = 1) x (V| — 1)-Matrix, die aus den E’-entsprechenden Spalten von N hervorgeht. Hat
B vollen Rang bilden die Spalten offensichtlich eine Basis von N.

Seien die Spalten von B also linear abhingig. Dann gilt Bz = 0 fiir einen Vektor x # 0. Es
sei £ C E’ die Kantenmenge, die den nichtverschwindenden Komponenten von x entspricht.
Da E’ ein Baum ist, ist £ ein gerichteter Wald (aber nicht notwendiger Weise ein Branching!),
der mindestens zwei Knoten mit Grad 1 in (V, E”) hat.

Es sei u ein solcher Knoten, der nicht der entfernten Zeile von N entspricht. Dann ist Bx
in der u entsprechenden Zeile aber ungleich Null, da diese wegen deg(v, g (u) = 1 genau
einen Eintrag ungleich Null hat. 4

=

Es nun B eine Basis von N, d.h. B besteht aus |V/| — 1 linear unabhangigen Spalten von
N. Es seien E’ die den Spalten aus B entsprechenden Kanten. Zu zeigen: Die Kanten aus E’
bilden einen spannenden gerichteten Baum. Dazu reicht es zu zeigen (wg. |E'| = |V| — 1),
dass (V, E’) keine ungerichteten Kreise enthilt.

Wir nehmen an, es gebe einen Kreis C' und betrachten eine Orientierung von C'. Es sei
r € {-1,0,1}* mit

+1, falls e in C in Vorwartsrichtung vorkommt
z. =< —1, falls ein C in Riickwartsrichtung vorkommt

0, falls e nicht in C' vorkommt
Offensichtlich gilt Bx = 0 und = # 0, ein Widerspruch zur Basiseigenschaft von B. 4 [

Beweis. (von Satz Es sei M eine Netzwerkmatriz, die durch G = (V, E) und T' =
(V, Ey) representiert wird. Ferner seien N und L die Inzidenzmatrizen von G und 7. N und
L entstehen durch Entfernung einer (zum gleichen Knoten gehdrenden) Zeile aus N und L.
Nach Satz ist (ILN) vollstandig-unimodular und nach Lemma ist L eine Basis von
(ILN). Daher sind auch

LYILN)=(L""1L'N) (

und (somit) Z:L_l {Vvollstéindig—unimodular. Nachrechnen ergibt LM = N und daher LM =
sowie M = L~'N, womit M vollstandig-unimodular ist.

o0
0= &
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8.6.1 Dekomposition vollstandig-unimodularer Matrizen

Es ist nicht leicht TU-Matrizen zu finden, die keine Netzwerkmatrizen sind. Zwei solche
Beispiele wurden von Hoffman [1960] und Bixby [1977] gefunden:

1 -1 0 0 —1 11111
-1 1 -1 0 0 11100
0 -1 1 -1 0/],]10110 (8.9)
0 0 -1 1 -1 10011
-1 0 0 -1 1 11001

Bemerkung 8.43. Folgende Operationen erhalten die TU-Eigenschaft:
(i) die Vertauschung von Zeilen und Spalten;
(ii) Ersetzung einer Matrix durch ihre Transponierte;

(iii) Multiplikation einer Zeile oder Spalte mit -1;

N € ¢ —€ ec . _
(iv) Pivotisierung, d.h. Ersetzung von <b D) durch (eb D_ ebcT) (wobei € = +1);

(v) das Hinzufiigen einer Zeile oder Spalte mit héchstens einem Eintrag ungleich 0, der
dann £1 sein muss;

(vi) die Wiederholung einer Zeile oder Spalte.

Bemerkung 8.44. Des Weiteren erhalten folgende Kompositionen die TU-Eigenschaft

(i) A B := (“g g) (1-Summe);

(i) (A a) @ ( g) = (’g “g) (2-Summe);

. (A a a 10 0 A abT
(iii) (c 0 1) D3 (d d B) = (dcT B) (3-Summe);

wie mit Hilfe von Satz|[8.36 gezeigt werden kann.
Wir schlieBen den Abschnitt iiber TU-Matrizen mit folgendem tiefgreifenden Satz ab.

Satz 8.45. (Seymour [1980])

Eine Matrix A ist genau dann TU, wenn A aus Netzwerkmatrizen und den zwei Matrizen in
unter Anwendung der Operationen und Kompositionen aus den Bemerkungen und
entsteht. Dabei werden die Kompositionen aus Bemerkung[8.44 nur angewandt, wenn
fiir A und B jeweils die Anzahl der Zeilen plus die Anzahl der Spalten mindestens vier ist.

Beweis. Dies ist eine Folgerung des Dekompositionssatzes fiir Matroide von Seymour [23]. [
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8.7 Schnittebenen

Ein Ansatz zum Losen ganzzahliger Programme besteht darin, P; zu beschreiben, bzw. die
LP-Relaxierung so lange zu verbessern, bis die Optimalldsung ganzzahlig ist, indem weitere
Ungleichungen zu P hinzugefiigt werden. Diese sollen fraktionale Ecken, aber keine zuldssigen
ganzzahligen Losungen abschneiden.

Definition 8.46. Eine Ungleichung aTx < [ ist zulassig fir X C R", falls aTx < (3 fiir
alle x € X gilt.

Beispiel 8.47. Wir betrachten das lineare Problem (1.1)-(1.6) aus der Einleitung in Kapi-
tel[1.1, Wir nehmen weiter an, dass nur ganzzahlige Einheiten produziert werden kénnen, was
allerdings bei der Raffinierung eine wohl unnétige Einschrinkung ware:

min 3z1 + 5o (8.10)
201 + 75 >3 (8.11)

2x, + 219 > 5 (8.12)

1 +4xe >4 (8.13)
x> (8.14)

Ty > (8.15)

x1, 29 € Z. (8.16)

Der optimale Lésungswert der LP-Relaxierung ist 8,5 mit optimaler Lésung x1 = 2,25 = 0,5,
die nicht ganzzahlig ist. Es stellt sich die Frage, wie wir die LP-Relaxierung verbessern kénnen.

Multiplizieren wir die Bedingung mit % so erhalten wir 1 + x5 > 2,5. Da die linke
Seite immer ganzzahlig ist, gilt auch

Mit dieser zusatzlichen zuldssigen Ungleichung ist die optimale Lésung der LP-Relaxierung
T = %, Ty = % mit Optimalwert ? > 8, 5.

Diesen Trick, Mutliplikation einer Zeile mit einem Skalar und anschlieBendes Aufrunden
der rechten Seite, kénnen wir leider nicht nochmal anwenden, da fiir jedes Skalar, fiir das
die rechte Seite fraktional ist, auch auf der linken Seite fraktionale Koeffizienten entstehen
wiirden und wir anschlieBend nicht runden kénnten.

Wir kénnen aber mehrere Ungleichungen kombinieren. Mutliplizieren wir z.B. mit

und mit 2 und addieren die entstehenden zwei Ungleichungen, so erhalten wir

0

1
3
x1 + 2wy > 3 und wiederum nach Aufrundung der rechten Seite die zuldssige Ungleichung

10

Mit Beriicksichtigung dieser Ungleichung ist die Optimallésung des LPs die ganzzahlige Lésung
x1 = 2,25 = 1 mit Optimalwert 11, also eine Optimallésung von (8.10)-(8.16).
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T2
P
2
—
T+ 219 =4
| | N
1 2 3 4
17]+I2:3

Abbildung 8.3: Lésung von Beispiel mit zusatzlichen Schnittebenen

Abbildung 8.3 zeigt graphisch, wie die LP-Relaxierung mit Hilfe der zusatzlichen Schnitte
verfeinert wird. Insbesondere sind nach Einfiigung der zweiten Schnittebene alle Ecken
ganzzahlig und somit eine polyedrische Beschreibung von P; gegeben. Die optimalen Lésungen
der verschiedenen LPs sind eingekreist eingezeichnet.

Beispiel 8.48. (Ganzzahliges Runden)
Wir betrachten X = P NZ* mit

P={zeR": z>0,132; + 2075 + 11z3 + 624 > 72}.

Teilen wir die Ungleichung durch 11, ergibt sich:

Ex —|—@x +z —|—£x >6—|—E
ottt = 11

Nun relaxieren wir die Ungleichung zundchst, indem wir die Koeffizienten auf der linken Seite
aufrunden:

6
2$1+2I2+1’3+I4Z6+ﬁ.

Fiir ganzzahliges x muss jetzt aber auch die rechte Seite ganzzahlig sein. D.h.
2.T1+2£E2+$3+£E4 2 7
ist eine zuldssige Ungleichung.

Wir werden nun das Vorgehen aus diesem Beispiel verallgemeinern und sehen, wie Py fiir
beliebige rationale Polyeder P auf dhnliche Weise bestimmt werden kann.
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Definition 8.49. Es sei P eine konvexe Menge. Dann definieren wir
P'= () Hi,
PCH

wobei der Schnitt liber alle rationalen affinen Halbrdume H = {x : cTx < 0} geht, die
P enthalten. Weiter setzen wir P\") := P und PUV) .= (P®W)'. Dann heilft P die i-te
Gomory-Chvatal-Stutzung (engl. Gomory-Chvatal-truncation) von P.

Wegen P C H gilt P C H; und Pr = (P'); sowie
PO PYH D PR S D Py

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, zu zeigen, dass P rationale Polyeder sind, die in endlicher
Zeit bestimmt werden konnen und es fiir jedes rationale Polyeder P eine Zahl ¢t mit P = P;
gibt.

Proposition 8.50. Fiir jedes rationale Polyeder P = {x : Ax < b} gilt
P'={z : uTAz < [uTb] fiir alle w > 0 mit uT A ganzzahlig}.
Beweis. siehe Mitschrift oder [I]. O

Diese Proposition gibt uns noch kein Verfahren, um P’ in endlicher Zeit zu bestimmen.
Allerdings kdnnen wir ein rationales Polyeder P durch ein TDI-System darstellen. Unter
Verwendung von Satz |asst sich P’ daher endlich beschreiben:

Satz 8.51. (Schrijver [1980])
Sei P ={x : Ax < b} mit Az < b TDI, A ganzzahlig und b rational. Dann gilt

P'={x: Az < |b]}.
Insbesondere gilt fiir rationale Polyeder P, dass P’ wieder ein rationales Polyeder ist.
Beweis. siehe Mitschrift oder [1]. O

Bemerkung 8.52. Die zweite Aussage von Satz[8.51) kann auf kompakte konvexe Mengen
verallgemeinert werden. Dash, Dey, Vielma [2011]: Die Gomory-Chvatal-Stutzung einer
kompakten konvexen Menge ist ein rationales Polytop.

Damit ist insbesondere die Gomory-Chvatal-Stutzung eines irrationalen Polytops ein ratio-
nales Polytop.

Lemma 8.53. Fiir eine Seitenfliche F eines rationalen Polyeders P gilt F' = P' N F' und
allgemein F) = PO N F fiir alle i € N.

Beweis. siehe Mitschrift oder [I]. O

Lemma 8.54. Es seien P ein (nicht notwendigerweise rationales) Polyeder in R™ und U eine
unimodulare n x n-Matrix. Wir setzen f(P) :={Uxz : x € P}. Dann ist f(P) ein Polyeder.
Ist auBerdem P ein rationales Polyeder, so folgt (f(P)) = f(P') und (f(P))r = f(Fr).
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Beweis. Da f linear und bijektiv ist f(P) wieder ein Polyeder. Hat P die Darstellung
{z : Ax < b}, so gilt offensichtlich f(P) = {z : AU 'x < b}. Wegen Proposition
8.21]sind f und f~! Bijektion auf Z" und daher gilt (f(P)); = f(Pr).

Um (f(P)) = f(P’) zu zeigen, wahlen wir unter Anwendung von Satz [8.29] wieder eine
Darstellung P = {z : Az < b} mit Ax < b TDI, A ganzzahlig und b rational.

Mit Proposition ist auch AU'x < b nach der TDI-Definition TDI.

Daher gilt nach Satz [8.51}

(f(P)) ={x: AU 'z <b} ={z : AU 'z < [b]} = f(P).

O
Mit diesen Hilfslemmata konnen wir das Hauptresultat dieses Abschnitts beweisen.
Satz 8.55. (Schrijver [1980])
Fiir jedes rationale Polyeder P gibt es eine Zahl t € N mit P®) = P;.
Beweis. siehe Mitschrift oder [1].
1. Schritt Reduktion des Problems auf volldimensionale Polyeder.
2. Schritt Induktion nach dimP iiber Seitenflichen vom P. O

Satz 8.56. (Chvatal [1973])
Fiir jedes (nicht notwendigerweise rationale) Polytop P gibt es eine Zahl t mit P® = P;.

Beweis. Wir wahlen ein rationales Polytop @ D P mit Q; = P; und wenden Satz auf Q
an.

() kann z.B. folgendermassen konstruiert werden: Wir nehmen einen Hyperwiirfel W, der
P enthilt. Es gibt endlich viele z € (W \ P) N Z". Fiir jedes wahlen wir eine Hyperebene,
die z von P separiert. () definieren wir durch die Vereinigung der Ungleichungen fiir W und
obiger separierender Hyperebenen. ]

Definition 8.57. Gegeben sei ein rationales Polyeder oder ein Polytop P. Die kleinste Zahl
t, so dass P) = P; heift der Chvatal-Rang von P.

Definition 8.58. Sei P = {x : Ax < b}. Schnitte der Form
uT Az < [uTb| mit u > 0 und uT A ganzzahlig
(siehe Proposition heiBen Gomory-Chvatal-Schnitte

Bemerkung 8.59. 1. Gomory hat 1960 eine endliches Schnittebenenverfahren, d.h. ei-
ne Version von Algorithmus unter Verwendung von Gomory-Chvatal-Schnitten
entwickelt.

2. Gomory-Chvatal-Schnitte wurden lange Zeit (bis Mitte der Neunziger Jahre) als ineffektiv
abgeschrieben. Insbesondere lhre Verallgemeinerung auf gemischt ganzzahlige Probleme
hat sich aber als effektive Hilfe zum Lésen von MIPs erwiesen.
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Algorithmus 11 Allgemeines Schnittebenenverfahren
Instanz: Eine rationale Instanz A, b, ¢ flir GANZZAHLIGE OPTIMIERUNG,
Aufgabe: Lose max{cTz : z € PyNZ"}.

P:={x : Az < b}.

while true do
x* = argmax{cTz : x € P};
if 2* € Z" then return z*;
else
Berechne eine Schnittebene {z : aTx = 8}, die * von Py separiert (d.h. aTz* > 3);
P:=Pn{z :a’z < B}
end if
end while

3. Fiir spezielle Probleme gibt es aber meistens eine Reihe effektiverer und oft numerisch
stabilerer kombinatorischer Schnitte (Beispiel: TSP: Kammungleichungen, ..., MWSS:
Clique Cuts)

4. Ein praktisches Problem von Gomory-Chvatal-Schnitten ist die zunehmende numerische
Instabilitat.

5. Wie in der dritten Programmieraufgabe wenden IP-Implementierungen Algorithmus[1]]
nur solange an, wie numerisch stabile Schnitte, die P hinreichend stark verkleinern
gefunden werden. Anschliessend wird mittels Branch-&-Bound (Algorithmus[10) das
Optimum gefunden. Dabei kann ggf. in jedem Branching-Knoten die LP-Relaxierung
mittels endlich vieler Iterationen der While-Schleife in Algorithmus[11) verbessert werden.
Die Kombination von Algorithmus|[11] und Algorithmus[10 wird auch als Branch-&-Cut
bezeichnet.

8.7.1 Gomory-Schnitte aus dem Simplextableau generieren

Wir betrachten ein IP der Form
max{cTx : Ax = b,z > 0 und ganzzahlig} (8.19)

mit ganzzahligen A und b. Gegeben eine optimale Basis B kann das Problem mit Hilfe des
zu B gehorenden Simplex-Tableaus, wie folgt beschrieben werden:

max ZjeN C}:fj + Cnt
xB¢+ZjeNa’ijxj:bj izl,...,m (820)
x>0,

wobei ¢y < 0 und b >0 gelten.
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Falls die optimale Basislésung z* nicht ganzzahlig ist, existiert eine Zeile i mit b; & Z. Der
zu dieser Zeile gehérende Gomory-Schnitt (vergl. Beispiel 8.48)) ist

rp + Y |ay |z < [b). (8.21)

JEN

Die Auflésung =5, = b; — ZjeN a;;x; ergibt
> ai; — lag ))a; > by — by (8.22)

JEN

Da 2% = 0 (nur Basisvariablen sind groRer als Null) und b; — |b;] > 0, wird z* durch diese
Ungleichung abgeschnitten. Insbesondere ist der Schlupf obiger Ungleichungen fiir ganzzahlige
Losungen = wieder ganzzahlig. Wir kdnnen den Schnitt also durch

> (@i — ai))w; = by — [b) + s (8.23)
jEN

durch Einfiihrung einer neuen Variable s € Z~ in die Form (8.19) bringen.

Beispiel 8.60. siehe Mitschrift.

Eine genauere Betrachtung der Tableau-Eintrige ¢, a und b ergibt folgende Alternativbe-
schreibung:

Proposition 8.61. Es sei 3 eine Zeile von A" und q; = B — |Bi] (i = 1,...,m) der
Gomory-Schnitt entspricht folgendem Gomory-Chvatal-Schnitt:

tham < |q™b). (8.24)

Beweis. leichte Ubungsaufgabe. O

Zum Generieren eines solchen Schnittes ohne explizites Tableau reicht es also, S fiir eine
Zeile i mit xF € 7 als Losung des Gleichungssystems SAp = €] zu bestimmen.

8.7.2 Starke Schnittebenen — Liften von Schnittebenen

Bei der der Verbesserung der LP-Relaxierung durch Schnittebenen sind Schnitte, die moglichst
viel vom derzeitigen Polyeder P abschneiden gesucht, um schnell eine “gute” Beschreibung
von P; zu erhalten. In gewisser Weise optimal sind hierbei natiirlich facetten-definierende
Schnittebenen. In diesem Abschnitt werden wir einige solche Schnittebenen untersuchen.

Wir betrachten das Stable-Set Problem auf einem Graphen G = (V, E)) mit der Losungs-
menge S == {z € BY : x,+ 2, < 1firalle (v,w) € E}. Hierbei sei B = {0,1}.
Offensichtlich gilt dim(conv(S)) = n := |V, da conv(S) n + 1 affin unabhangige Vektoren
enthilt (Ubungsaufgabe).
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Abbildung 8.4: Der Wheel-Graph W

Offensichtlich erfiillen alle Losungen = € S die Cliquen-Ungleichungen:

Z x, <1 fiir eine Clique C' C G. (8.25)
veV(C)

Aber wie gut sind diese Ungleichungen?

Lemma 8.62. Wenn C' eine inklusionsmaximale Clique ist, so definiert eine Facette
von conv(.S).

Beweis. Wir zeigen dim(conv(S) N{z : 3_ cy ) @o = 1}) = n — 1, womit es sich um eine
Facette von conv(S) handeln muss. Die Knoten seien nummeriert, so dass V' = {vy,...,v,}
und C' = {vy,...,v,}. Da C maximal ist, gibt es fiir jedes v; & C einen Knoten I(j) € C,
und {v;,1(j)} & E. Die charakteristischen Vektoren der Mengen {v1}, ..., {vk}, {vks1, L(k +
)}, ..., {vn, l(n)} sind affin unabhaengig. O

Wir betrachten als Beispiel den “Wheel"-Graphen W in Abbildung [8.4 Die maximalen
Cliquen ergeben folgende Ungleichungen:

—_ =
—_ =

(8.26)

—_ = = = =
—_ =

—_ =
VAN
— = =

Diese bilden allerdings keine vollstindige Beschreibung von conv(S) wir die Ecke x! =
%(0 11111)von 1’ und z > 0 zeigE. Es gibt aber einen Kreis ungerader Lange
H = {vy,...,vs}, der wegen der Giiltigkeit (Ubungsaufgabe) von

> a, < ]~ 1 (8.27)

2
veH
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die Ecke 2! abschneidet. Da es nur 5 stabile Mengen gibt (Ubungsaufgabe), die mit
Gleichheit erfiillen, handelt es sich nicht um eine Facette von conv(S) und £(1 2222 2) ist
eine Ecke des durch (8.26]), (8.27) und = > 0 definierten Ungleichungssystems. Allerdings
handelt es sich bei ([8.27)) um eine 4-dimensionale Seitenflache. Wir wollen versuchen diese
durch eine leichte Neigung, beziehungsweise durch Einbeziehung von x1, zu einer Facette zu
machen. Es stellt sich die Frage, gibt es eine zuldssige Ungleichung

ax1+$2+x3+x4+x5+x6§2 (828)

mit & > 0 und wie grols kdnnen wir o wahlen?
Falls z; = 0, so gilt firallea > 0. Falls z; =1, so gilt 79 = --- = 25 = 0 und
somit o < 2. D.h.
201 + X9+ 13+ 14 + x5 + 26 < 2 (8.29)

ist eine zuldssige Ungleichung. Desweiteren gibt es nun 6 stabile Mengen, die ((8.29) mit
Gleicheitheit erfiillen und die Ungleichung ist also eine Facette. Dieses Prinzip, eine Ungleichung
mit weiteren Variablen zu erweitern, wird auch Lifting genannt. Es 3Rt sich wie folgt
verallgemeinern.

Proposition 8.63. Es seien S CB", S° =SN{zx € B" : z, = 4§} fir 6 € {0,1} und
D i < (8.30)
i=2

giiltig fiir alle z € S°. Falls S* = (), dann ist x; < 0 zuldssig fiir S. Falls S* # (), dann ist

1T + ZO&Z'.TZ' S 6 (831)
=2
zuldssig fiir S und jedes oy <  — ¢ mit ¢ := max{) ;. ,x; : x € S'}. Gilt zudem
ay = B — (¢ und definiert eine Seitenfliche der Dimension k von conv(S°), so definiert
eine Seitenfliche der Dimension k + 1 von conv(S). (Definiert eine Facette von

conv(S°), so definiert (8.31) eine Facette von conv(S).)
Beweis. (siehe Mitschrift) O
Korollar 8.64. Es seien S CB", S° =SN{r €B" : x; =4} fiir§ € {0,1} und

i—2
giiltig fiir alle v € S*. Falls S° = 0, dann ist x1 > 1 zulissig fiir S. Falls S° # 0, dann ist
YT + Z oz, < B+ (8.33)
i—2

zuldssig fiir S und jedes v; < ¢ — 8 mit ¢ := max{d> | ,a;z; : @ € S°}. Gilt zudem
v = ¢ — B und definiert eine Seitenfliche der Dimension k von conv(S"), so definiert
eine Seitenfliche der Dimension k + 1 von conv(S). (Definiert eine Facette von
conv(S'), so definiert (8.33) eine Facette von conv(S).)

98



Stephan Held Skript Lingo, 2011/12

8.7.3 Zulassige Ungleichungen fiir das 0-1-Knapsack-Polytop
S = {erB%” : Zaixigﬁ}, (8.34)
i€N
Wir treffen in diesem Abschnitt folgende Konventionen
e N={1,...,n}
o o, €Z, (i€ N).
e OBdA: o; < f3 (sonst wire z; = 0 festgelegt) = dim(conv(S)) = n.
e OBdA: a; > an,> -+ > ay

Definition 8.65. Eine Menge C C N heilt unabhangig, falls der charakteristische Vektor
X% in S liegt: x© € S. Falls x° € S, so nennen wir C' abhingig.

Proposition 8.66. Falls C C N eine abhangige Menge ist, so gilt: ) ... x; < |C| — 1 fiir
allex € S.

Beweis. Sei R C N mit x* € Sund Y, xF > |C|. Dann folgt C' C R, womit R abhangig
ist, also x® & S, ein Widerspruch! O

Definition 8.67. Die Erweiterung E(C') einer inklusions-minimalen abhangigen Menge C
ist die Menge
E(C)=CU{keN\C : ax>a; VieC}. (8.35)

Beispiel 8.68. S := {z € {0,1}°> : 79z, + 53zy + 53x3 + 4514 + 4bx5 < 178} Die
inklusionsminimalen abhingigen Mengen und ihre Erweiterungen sind

Cl :{17273} E(Ol) = Ol
C(2 = {172a475} E(CQ) = CZ (8 36)
Cs ={1,3,4,5} E(C3)= Cj '
Cy =1{2,3,4,5} E(Cy) = Cyn{l} =N
Die Ungleichung aus Proposition gilt offensichtlich auch fiir die Erweiterung.
Korollar 8.69. Ist C eine inklusions-minimale abhingige Menge, so gilt
d m<|ol-1 (8.37)

i€E(C)

Proposition 8.70. Es sei C' = {j1,...,j-} eine inklusions-minimale abhidngige Menge mit
j1 < jo < -+ < j. Falls eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist, so definiert eine
Facette:

a) C=N.
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b) E(C)= N und (i) (C\ {j1,j2}) U{1} ist unabhingig.

c) C=E(C) und (i) (C\ {j1}) U{p} ist unabhingig, wobei p =min{i : i € N\ E(C)}.
d) C C E(C) € N und (i) und (ii).

Beweis. Wir konstruieren |N| unabhingige Mengen, deren charakteristische Vektoren per

Definition zuldssige Losungen aus S sind, (8.37)) mit Gleichheit erfiillen und die affin unabhangig
sind.

1. I;:=C\{j} firi=1,...,r. Dies ergibt |C| unabhdngige Mengen.

2. I, := C\ {1, 72, yU{k} fir k € E(C)\C. Fiir jedes k € E(C)\ C gilt |I,NE(C)| =
|C| — 1 und I}, ist wegen (i) und a; < oy unabhidngig. Dieses ergibt |E(C) \ C|
unabhingige Mengen.

3. I, = (C\{j1})U{k} fiir k € N\E(C). Fiir jedes k € N\ E(C) gilt |I,NE(C)| = |C|-1

und I ist wegen (i) und oy < oy unabhingig. Dieses ergibt [N \ E(C)| unabhingige
Mengen.

In jedem der Fille a)-d) kommen wir so auf |N| = |C| + |E(C) \ C| + |N \ E(C)| charak-
teristische Vektoren, die, wie leicht nachzurechnen ist, affin unabhangig sind. Also hat die
Seitenflache Dimension |N| — 1 und ist eine Facette. O

In Beispiel definieren die Ungleichungen fiir C; und C, somit Facetten!

Korollar 8.71. Falls C eine inklusions-minimale abhingige Menge fiir S ist und C' = C1UC,
eine Partition mit Cy # 0, dann definiert

Y m <] -1 (8.38)
1€Cy
eine Facette von conv(S(Cy, Cy)), wobei

S(C1,Co):=SN{xe{0,1}" : ;=0 firi e N\ C,x; =1 fiiri € Cy}.

Beweis. Essei () C Cy C C beliebig. Dann ist C; = C'\ C; eine inklusions-minimale abhangige
Menge fiir S(Cy, C3), da wegen S(Cy, Cy) = {w € {0, 1} 3. ouwy < B—3 00, i}
Proposition Fall a) mit S = S(C1,Cy) und N = C; angewandt werden kann. O

Mit dieser Grundlage kdnnen durch iteratives Liften, dass heilit durch iterative Anwendung
von Proposition und Korollar [8.64] Facetten des Knapsack-Polytopes erzeugt werden.

Satz 8.72. Es sei C eine inklusions-minimale abhingige Menge fiir S und C = C1UC5 eine
Partition mit Cy # (). Dann hat conv(S) eine Facette, die wie folgt reprdsentiert wird:

Y7o+ Y viwi+ Y @ <[ -1+ > (8.39)

iEN\C 1€Co 1eCq 1€Co

wobei1; > 0 (i € N\ C) und~; >0 (i € Cy).
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Beweis. Wir starten mit der Ungleichung . . x; < |C1| — 1, welche eine Facette von
conv(S(Cy, Cy)) definiert. Dann wenden wir iterativ Proposition auf jedesi € N\ C
und Korollar [8.64] auf jedes i € C5 an. Somit erhalten wir eine Sequenz von Facetten und
dazugehdriger Polytope an deren Ende die durch definierte Facette von conv(S)
steht. O

8.7.4 Zulassige Ungleichungen fiir das
Traveling-Salesman-Polytop

Ein ILP zum Losen des Traveling Salesman Problems haben wir bereits in Beispiel
kennen gelernt und gesehen, dass die lineare Relaxierung mit den Grad-2-Bedingungen und
Subtour-Eliminationsbedingungen mit Hilfe der Ellipsoidmethode in polynomieller Zeit geldst
werden kann. In diesem Abschnitt sei G = (V, E) ein vollstandiger Graph K, (n € N) mit
Kantenkosten ¢ : £ — R. Eine Tour ist ein Kreis in GG, der jeden Knoten aus V' enthalt. Mit
S bezeichnen wir die Menge aller Touren in GG. Das Traveling-Salesman-Problem besteht
aus dem Auffinden einer kostenminimalen Tour. Wir wiederholen die ILP-Formulierung aus
Beispiel mit anderen aber dquivalenten Subtour-Eliminations-Ungleichungen:

min Z cle)r,

e€E(Q)
s.d. er:2 (veV)
e€d(v) (840)
Y oz <|X|-1 (XCV,X {0V}
€ E(G[X])
ze € {0,1} (e€ b).

Unter gewissen Bedingungen definieren die (Subtour-Eliminierungs-) Ungleichungen im
obigen ILP Facetten. Wir erwahnen folgendes Resultat.

Satz 8.73. Das Traveling-Salesman-Polytop conv(S) hat die Dimension dim(conv(S)) =
|E| — |V]| = (JV|* = 3|V|)/2. Die Subtour-Eliminierungs-Ungleichungen definieren Facetten
von conv(S), falls |[V| >4 und 2 < | X| < |V]| —2.

Beweis. Der Beweis dieses Satzes wiirde den Zeitrahmen dieser Vorlesung sprengen. Ein
Beweis der Dimensionaussage von conv(.S) befindet sich in [12]. Die Facetten-Aussage wird in
der Anschluss-Veroffentlichung [13] bewiesen. Ein einfacherer Beweise der Facetten-Aussage
fir 2 < |X| < [|V]/2] kann z.B. in Kapitel 11.2 aus [20] nachgelesen werden. O

Eine weitere Klasse von zuldssigen Ungleichungen sind die 2-Matching-Ungleichungen.

Satz 8.74. Essei H CV : 3 < |H| < |V| —3. E C E sei eine ungerade Kantenmenge, in
der jede Kante genau ein Ende in H hat. Dann gilt

> me+ )z <|H|+ UEAV?J : (8.41)

e E(G[H]) eck
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Beweis. Sie H wie in der Voraussetzung gegeben. Wir erzeugen die 2-Matching-Ungleichung
als Gomory-Chvatal-Schnitt aus den Grad-Ungleichungen und den Ungleichungen 0 < x < 1.
Dazu multiplizieren wird die folgenden Ungleichungen mit 1/2, addieren sie und runden die
rechte Seite ab:

e die Grad-(Un-)Gleichung fiir alle v € H,
e die Ungleichungen —z, < 0 fiir alle e € 6(H) \ E,
e die Ungleichungen z, < 1 fiiralle e € E
[

Bemerkung 8.75. Das Separieren der 2-Matching-Ungleichungen kann als Minimum-
Capacity-T-Cut-Problem formuliert und in O(|V|*) gelést werden. (siehe [1], Abschnitt
21.4).

Die 2-Matching-Ungleichungen lassen sich wie folgt verallgemeinern. Dabei werden die aus
H herausgehenden Kanten durch Teilgraphen ersetzt.

Satz 8.76. Es seien H,Ty,...,T, C V mit
L|HNT|>1Vi=1,...,k
2 |T\H|>1VYi=1,...k
30TNT;=0V,1<i#j<k
4. k > 3 ungerade
Dann gilt die Kamm-Ungleichung
> oo +§k: doow <|H|+zk:(|T|_1)_ﬂ. (8.42)
e€ E(G[H)) ) i=1 ecE(G[T3]) o i=1 l 2

Wir bezeichnen (H, Ty, ..., Ty) auch als Kamm mit Griff H (englisch handle) und k Zahnen
T;.

Beweis. Es sei (H,Ti,...,T;) ein Kamm gemiR der Voraussetzungen. Wie schon zuvor
generieren wir als Gomory-Chvatal-Schnitt durch Addition von mit 1/2 multiplizierten
Ungleichungen, sowie abschlieBendem Abrunden der rechten Seite. Die bendtigten Unglei-
chungen sind:

e die Grad-Gleichungen fiir alle v € H,
e die Ungleichungen —x, < 0 fiir alle e € 6(H) \ UL, E(T;)

e die Subtour-Eliminations-Ungleichungen der Mengen T;, H N T;,T; \ H fiir alle i =
1,... .k
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]

Im Gegensatz zu den Subtour-Eliminations-Ungleichungen und den 2-Matching-Ungleichung-
en ist fiir die Kamm-Ungleichungen kein polynomieller Separations-Algorithmus bekannt. Es ist
eine offene Frage, ob dieses Problem polynomiell oder NP-schwer ist. Fiir eine feste Zahl k& € N,
kénnen Kamm-Ungleichungen mit & Zihnen durch O(n?*) Maximim-Flow-Berechnungen
separiert werden [3].

Man sieht schnell, dass das TSP-Polytop eine exponentielle Anzahl von Facetten hat.

Bemerkung 8.77. Es gibt kein Polytop polynomieller GréBe, dessen Projektion das TSP-
Polytop ist.

Mehr Details zum TSP-Polytop kénnen in Abschnitt 21.4 aus [I] oder in [6] gefunden
werden.

8.8 Lagrange-Dualitat
Wir betrachten in diesem Abschnitt ganzzahlige Programme der Fom

max cTx

Ax <b

Ar <V
x ganzzahlig

(8.43)

Wir nehmen an, dass die Nebenbedingungen Ax < b, x ganzzahlig leicht zu erfiillen sind, z.B.
wenn {x : Az < b} ein ganzzahliges Polyeder ist. Wir wiirden die Ungleichungen A’z </
gerne weglassen, was aber zu einem ggf. sehr unterschiedlichen Problem fiihren kann.

Anstatt die Ungleichungen A’z < I/ zu ignorieren, bestrafen wir ihre Verletzung in der
Zielfunktion. Wir setzen @) := {z € Z" : Ax < b} (der Lésungsraum der “einfachen
Nebenbedingungen) und definieren fiir Vektoren A\ > 0 das Programm

LR(\) :=max{cTz + \T(V/ — A'z) : v € Q} (8.44)

Das Programm ([8.44) heilt Lagrange-Relaxierung von (8.43) und die Komponenten
von A\ heilen Lagrange-Multiplikatoren.

Proposition 8.78. Das Programm ist eine Relaxierung von (8.43).

Beweis. Jede zulassige Losung 2’ von ([8.43)) ist offensichtlich zuldssig fiir ([8.44)). Insbesondere
gilt AT(b' — A’z’) > 0. Das Programm ([8.44) stellt also eine obere Schranke dar. O

Um die beste (d.h. kleinste) obere Schranke zu erhalten, miissen wir das Lagrange-Duale-
Programm

min{LR(\) : A > 0} (8.45)

|osen.
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Satz 8.79. (Geoffrion [1974]) Sei ¢ € R*, A" € R™*™ und I/ € R™. Ferner sei Q C R", so
dass conv(()) ein Polyeder ist. Angenommen max{cTz : A'x <V ,x € conv(Q)} hat eine
optimale Lésung.

Es sei LR(\) := max{cTx + A\T()/ — A’z) : x € Q}. Dann wird inf{ LR(\) : X\ > 0} fiir
ein A > 0 angenommen und dieses Minimum ist gleich max{cTz : A’z <V, x € conv(Q)}.

Beweis. Es sei conv(Q)) = {z : Az < b}. Dann gilt:

max{cTz : z € conv(Q), A’z <V}
= max{cTx : Az <b, Az <V}
= min{ATV +77b : 7 TA+ANTA =cT,v,A >0}
= min{ ATV + min{y7b : Y TA=cT —ATA v>0} : A >0}
min{ ATV’ + max{(cT — A\TA )Tz : Az <b} : A >0}
min{max{(cTz + AT(t/ — A'x) : z € conv(Q)} : A >0}
min{max{(cTx + A\T(t/ — A'x) : x € Q} : A >0}
= min{LR(\) : A > 0}

(8.46)

Aus der LP-Dualitat folgt in der dritten Zeile, dass es ein A gibt, welches inf{ LR()\) : A > 0}
annimmt. [l

Proposition 8.80. LR : R™ — R ist eine konvexe Funktion.

Korollar 8.81. Haben wir ein ganzzahliges Programm
max{cTx : Az <b, A'x <V, x ganzzahlig}

mit {x : Ax < b} ganzzahlig, so ergibt das Lagrange-Duale dieselbe obere Schranke wie die
LP-Relaxierung.

Ist {z : Az < b} nicht ganzzahlig, so ist die obere Schranke (8.45]) meist niedriger (d.h.
besser) als die LP-Relaxierung. In diesem Fall ist die Lagrange-Relaxierung allerdings
in der Regel schwerer zu berechnen. Dies ergibt sich aus dem Beweis wie folgt. Es gelte
Q={r: Az < b,x € Z"} C conv(Q) € {z : Ax < b}. Wir entfernen im Beweis alle
Zeilen mit conv(Q) und ersetzen das vorletzte '=" durch ein '>".

Folgender Satz gibt uns die Mdglichkeit die Relaxierungsliicke unter gewissen Vorausset-
zungen zu beschranken.

Satz 8.82. Es seien 2P = min{LR(\) : X\ > 0} der Wert des Lagrange-Dualen und

P = max{cTz : Ar < b, Aw <V, z ganzzahlig}. Dann gilt

IP>

> LD _

z €

genau dann, wenn es ein \* und ein x* € S := {x : Az < b, A’z <V, x ganzzahlig} gibt,
so dass

(i) TV — Ax*) < 4y,
(i) cTa* + X T (b — A'x*) > LR(X\*) — 3 und
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(iii) 6 + 65 < e.

Beweis. Zunichst seien \* > 0, 2* € S, ; und 0, gegeben, so dass (i)—(iii) erfiillt sind. Dann
folgt:
AP < LR < cTa* + M T(V — Alz*) + 6,
<cTa* 401+ 0 <cTx*+e€
< 2P 4e.

Zum Beweis der Gegenrichtung seien z* eine optimale Losung des ILPs und A* eine optimale
Losung des Lagrange-Dualen. Dann gilt

P = LR\ = cTa* + M*T(V — A'x*) + LR(\*) — cTa* — X T(V — Alx¥)
— 2P NT(Y — ) + LR(V) — cTar — MT(Y — A'a?),

Wegen /¥ > ZEP — ¢ folgt:
NTO — Ax*) + (LRN) — cTa* = NT(0 — AxY)) <e.
Mit 07 := N*T(b'— A’z*) und 9y := LR(N*) —cTa* = \*T(b/ — A'z*) werden (i)—(iii) erfiillt. O

Die Lagrange-Relaxierung kann unter Umstanden schon eine optimale Lésung von ([8.43))
liefern. Fiir e = 0 ergibt sich folgendes Korollar:

Korollar 8.83. Es gilt 2'" = 2 genau dann, wenn es ein \* und ein x* € {x : Az <
b, Az <V, x ganzzahlig} gibt, so dass

(i) NT(b— Alz*) =0,
(ii) cTa* + NT(H — A'z*) = LR(\Y).

Das Lagrange-Duale-Programm kann mit dem vielfach in der nichtlinearen Optimierung
eingesetzten Subgradienten-Verfahren geldst werden.

Definition 8.84. Ein Subgradient in = einer konvexen Funktion f : R™ — R ist ein Vektor
v(z) mit f(a') > f(z) +v(z)T (' — ) fir alle x' € R™.
Ist [ stetig differenzierbar so ist der Subgradient eindeutig durch den Gradienten bestimmt.

Das Lagrange-Duale kann mit Hilfe des Subgradienten-Verfahrens approximiert werden. Wie
beim Gradientenverfahren und in Algorithmus[12 dargestellt, werden die Lagrange-Multiplier in
Richtung des Negativen (Sub-) Gradienten verdndert. Hierbei bestimmen die Skalare p; € R>g
die Schrittweite.

Satz 8.85. Falls > p; = 00 und lim; o0 pt; = 0, so gilt lim;_,o, LR(AY) = min{LR(\) :
A >0},

Beweis. Siehe Polyak [2]. O
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Algorithmus 12 Subgradienten-Verfahren

Instanz: Ein IP gemiR (8.43).
Ausgabe: Eine optimale Losung A > 0 von ([8.45]).
Setze A(©) > beliebig;
fori=0,... do
Bestimme eine Losung 29 von LR(A®).
D= max {0, A\O) — p; (0 — A'2@)} fiir ein y; € Rag;
end for

8.8.1 1-Baum-Relaxierung des TSP

Wir betrachten das TSP-Problem aus Beispiel [7.25] Die LP-Relaxierung lasst sich mittels
Ellipsoidmethode effizient berechnen.

Definition 8.86. Gegeben sei ein vollstindiger Graph K,, mit V .= V(K,) = {1,...,n}
und E := E(K,). Ein 1-Baum ist ein Graph bestehend aus einem aufspannenden Baum auf
den Knoten {2,...,n} und zwei Kanten, mit denen der Knoten 1 inzident ist.

Jede Tour ist offensichtlich ein 1-Baum und ein kostenminimaler 1-Baum bestimmt eine
untere Schranke fiir die Kosten einer billigsten Tour. Wir betrachten nun die IP-Formulierung
des TSP-Problems.

min cle)x, (8.47)
e€E(G)

s.d. Z Te =2 (veV) (8.48)
e€d(v)

d oz <[X]-1 (X cv, X ¢{0,V}) (8.49)
e€E[X]

z. € {0,1}. (8.50)

Die Halfte der Ungleichungen (8.49) ist offensichtlich redundant, da >~ 2 < |X| —
1< > cmpnx Te < [V \ X| — 1. Wir kénnen also ohne weiteres alle Subtour-Elimination-
Constraints mit 1 € X weglassen.

Ferner summieren wir alle Bedingungen vom Typ ({8.48)), teilen durch zwei und erhalten die
zuldssige Gleichung ) 7z = n.

Wir betrachten folgende Lagrange-Relaxierung: Wir relaxieren die Grad-Bedingungen (8.48))

fir alle Knoten, belassen sie aber fiir den Knoten 1. Ferner fiigen wir die im Originalproblem

redundante Nebenbedingung > _, x. = n hinzu und erhalten:
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LR(\ K, ¢) = min Z (cle) = A — Aj)ze + 2 Z i (8.51)
e=(i,j)€E(Kn) i=1

s.d. Z Te =2 (8.52)

e€d(1)
Y or <IX[-1  (XCV.Xg{DV},1¢X (8.53)

e€E[X]
Z Te=n (8.54)

e€E(Kny)

z. € {0, 1}. (8.55)

Die zuldssigen Lésungen von ([8.51))-(8.55) sind genau die 1-Bdume. Insbesondere ist der
Zielfunktionswert invariant in \;. Es interessieren also nur die restlichen (n — 1) Lagrange-
Multiplikatoren. Insbesondere lasst sich LR(\, K, ¢) effizient durch die Bestimmung eines
Minimum-Spanning-Trees auf {2,...,n} und dem Hinzufiigen der zwei billigsten Kanten aus
6(1) in héchstens O(n? + nlogn) = O(n?)-Laufzeit bestimmen.

Definition 8.87. Das Lagrange-Duale
HK(K,,c):=max{LR(\ K,,c) : A€ R"}
heilt die Held-Karp-Schranke (Held, Karp [1970]) fiir K, c.

Mit Korollar und der Tatsache, dass das Baumpolytop und damit auch ([8.51))-(8.55)
ganzzahlig ist (Ubungsaufage), ergibt sich folgendes Resultat.

Satz 8.88. (Held und Karp [1970])
Gegeben sei eine TSP-Instanz (K, ¢). Der Wert der LP-Relaxierung iiber dem Subtour-Polytop
ist gleich der Held-Karp-Schranke HK (K, c).

Satz 8.89. Gegeben sei ein zusammenhangender ungerichteter Graph G = (V, E) und
n := |V|. Das Polytop

P = xE[O,l]E:er:n—l, Z T < |X|—1V0D#£ X CV(G)
eel e€E(G[X])

ist ganzzahlig und seine Ecken sind genau die Inzidenzvektoren der aufspannenden Biume.

Beweis. Mitschrift oder [I], Kapitel 6. O
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