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8. Ubung

1. Sei (G,u,b,c) eine Instanz des MINIMUM-COST-FLOW-PROBLEMS. Man nennt eine Funktion
7m: V(G) — R ein optimales Potential, falls es einen b-Fluss f in (G, ) mit minimalen Kosten
gibt, so dass 7 ein zuldssiges Potential beziiglich (G, ¢) ist.

(a) Man beweise, dass eine Funktion 7 : V(G) — R genau dann ein optimales Potential ist,
wenn fiir jedes X C V(G) die folgende Ungleichung gilt:

X))+ Y ule)s Y ule). (%)

e€d— (X):er(e)<0 e€dt(X):cr(e)<0

(b) Man zeige, wie man in polynomieller Zeit fir eine gegebene Funktion = : V(G) — R
entweder eine die Bedingung (%) verletzende Menge X findet oder entscheidet, dass es
keine solche gibt.

(¢c) Zeigen Sie, wie man fiir ein gegebenes optimales Potential einen b-Fluss mit minimalen
Kosten in O(m + n?®) Zeit findet. (34242 Punkte)

2. Wir betrachten ein Verfahren, das aus dem SUKZESSIVE-KURZESTE-WEGE-ALGORITHMUS ent-
steht, indem man stets um 4’ := min { mineepp) ur(e), max{V(s), —b’(t)}} augmentiert. Zei-
gen Sie, dass dieser Algorithmus bei ganzzahligen b-Werten und Kapazitidten ebenfalls nach
hochstens %Zvev(@ |b(v)| Augmentierungen terminiert. (3 Punkte)

3. Sei (G, u,b,c) eine Instanz des MINIMUM-COST-FLOW-PROBLEMS. Sei ¢y € E(G) eine Kante
mit c(eg) > (|V(G)| — 1) maxeepa)\ feo} [c(e)|. Beweisen Sie die folgende Aussage: Wenn es einen
b-Fluss ¢ in (G,u) mit g(ep) = 0 gibt, dann gilt f(ey) = 0 fiir jede Optimallosung f. (5 Punkte)

4. Ein Restaurantbesitzer steht vor folgendem Problem: Er weif}; dass er fiir den Tag ¢ der néchsten
Woche d; frische Servietten bendétigt (i = 1,...,7). Jeden Morgen kann er frische Servietten zum
Preis von a Euro pro Stiick kaufen. Ferner kann er jeden Abend einen Teil seiner Servietten in
die Reinigung geben. Dabei gibt es die Schnellreinigung und die Standardreinigung zum Preis
von b Euro pro Serviette bzw. ¢ Euro pro Serviette. Bei der Standardreinigung erhélt man
die Servietten am iibernéichsten Tag morgens gereinigt zuriick. Die Schnellreinigung liefert die
Servietten bereits am néchsten Morgen. Es gilt ¢ < b < a. Fiihren Sie das Problem, eine
kostenminimale “Serviettenstrategie” zu finden, auf ein Minimum-Cost-Flow-Problem zuriick.

(5 Punkte)

Abgabe: Donnerstag, den 13.12.2018, vor der Vorlesung.



