efinition: ...
Sei X eine endliche Menge Boolescher Variablen. Eine
Wahrheitsbelegung fur X ist eine Funktion T : X — {true, false}.
Wir erweitern T auf die Menge L := XU{Xx : x € X} der Literale lber
X, indem wir T(x) := true genau dann setzen, wenn T (x) = false.
Eine Klausel tber X ist eine Menge von Literalen Gber X. Sie wird
von T genau dann erfullt, wenn mindestens eines ihrer Literale
durch T auf true gesetzt wird. Eine Familie Z von Klauseln Gber X ist
genau dann erfullbar, wenn es eine Wahrheitsbelegung gibt, die alle
Klauseln in Z gleichzeitig erfillt.
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Notation: Statt z.B. {{X1 : )?2}, {)?1 : X3}, {X~| , X2, Xg}}> far eine
Familie von Klauseln schreibt man (x; VV x2) A (X3 V X3) A (X1 V X2 V X3).

SATISFIBILITY (SAT) |

Instanz: Eine Menge X von Variablen und eine Familie Z von
Klauseln Gber X.
Frage: Ist Z erfullbar?




Definion

Ein Entscheidungsproblem P = (X, Y) ist in NP, wenn es ein Polynom p
und ein Entscheidungsproblem P’ = (X', Y’) in P gibt, wobei

X' = {x#c|x e X,ce{0,1}PE)N " 50 dass

Y ={y e X | esgibt c e {0,1}PEZN] mit ysc e Y.
c. Zertifikat far y.

Beispiele fur Probleme in NP:

@ HAMILTON-KREIS:
Instanz: Ein ungerichteter Graph G
Frage: Besitzt G einen Hamilton-Kreis?

@ STABILE MENGE:
Instanz: Ein ungerichteter Graph G und eine ganze Zahl k
Frage: Besitzt G eine stabile Menge mit kK Knoten?

@ SATISFIABILITY
Instanz: Menge X von Variablen und Familie Z von Klauseln tber X.
Frage: Ist Z erflllbar?



Definifon ]
Sei A ein Alphabet und R C A* x A* ein Berechnungsproblem. Eine R
benutzende Orakel-Turingmaschine ist (fir N € 7Z. ) eine Funktion

®:{0,..., N}xAxA — {-2,...,N}xAxAx{-1,0,1}x{-1,0,1}

Berechnung: wie bei einer 2-Band-T.M., bis auf diese Unterschiede:

Anfangs sei time'®) := 0. Wenn & (n(’), 37(:()/)7 tf)%) — (=2,0,7,6,€) in

Schritt i, dann sei x € A% mit k := min {j eN | = u} 1 und
Xj = z‘j(") farj=1,..., k der String auf Band 2. Falls x € Xg, dann

@ Uberschreibe Band 2 mit z‘j("+1) =y farj=1,... size(y) und

1 .
ts(ilz:(})/)+1 — U fiir ein (x, y) € R,

o setze time!™") .= time!) + 1 + size(y) und n(+1) .= n() 41,

Sonst sei time!"*") .= time!”) + 1. Die Berechnung lautft, bis n() = —1.
Dann sei time(®, x) := time'"). Output: wie bei der 2-Band-T.M.




Beweis des Satzes von Cook (l)

Die Variablenmenge V/(x) enthalte:

@ eine Variable vy, furic {0,...,Q},j € {-Q,...,Q}und o € A:
Soll genau dann true sein, wenn zur Zeit / an Stelle j des Bandes
das Symbol o steht.

@ eine Variable wj, fir i € {0,...,Q},j e {—-Q,...,Q} und
ne{—1,...,N}:

Soll genau dann true sein, wenn zur Zeit / die Bandposition
gleich j ist und nl) = n,

Die Klauselfamilie Z(x) soll genau dann erfillbar sein, wenn es einen
String ¢ mit output(®, x#c) = 1 gibt.




Beweis des Satzes von Cook (ll)

Klauseln (in Mengenschreibweise):
Die folgenden Mengen sind Klauseln der Familie Z(x)

@ Zur Zeit / soll an Bandposition j genau ein Zeichen stehen:
(o} {V,‘jg ’ o < /z\}
firi e {0,...,Q}undjc {—-Q,..., Q}.
® {Vjo, Viry _
farie {0,...,Q},je{-Q,...,Qlund o, 7 € Amito # 7.

@ Zur Zeit / soll genau eine Bandposition j betrachtet werden und
genau ein Zustand n angenommen werden:
o {wj,|je{—-Q,....,Q},ne{-1,...,N}} furie{0,...,Q}.
Qo {W,'j,»,7 Wij’n’} far | {O, Ceey Q}, {j,_//} C {—Q, Ceey Q} und
{n.n"}y C{—=1,... N} mit (j,n) #£ (J/, ).




Beweis des Satzes von Cook (l1l)

Weitere Klauseln:

@ Die Berechnung beginnt korrekt mit Eingabe x#c fur ein
o= {()7 1}Lp(size(x))j

© {Vo,jxt farje{1,... size(x)}.
° {VO,size(x)—H,#}-
@ {Vo,size(x)+1+4,0> Vo,size(x)+14j,11  farje {1,..., [p(size(x))]}.
® {Vo,ut
firje {—Q,...,0} undj € {size(x) + 2 + | p(size(x))], ..., Q}
® {Woio}

@ Die Ubergangsfunktion wir korrekt dargestellt:

® WVios Wijn; Vitt jr 1» Wijgs Wi, Wit jromy  TUrie{0,..., Qj,
je{—-Q,...,Q},c € A, ne{0,...,N}, wobei ®(n, o) = (m,,9)



Beweis des Satzes von Cook (V)

Weitere Klauseln:

@ Bei nl) = —1 endet die Berechnung:

@ {Wij 1, Wir1, -1}, {Wij 1, Vijo,Vit1 o} )
farie {0,...,Q—-1},je{-Q,...,Q}and o € A.

@ Ungescannte Bandpositionen bleiben unverandert:

® {Vio, Wiirn, Vit1 .o} )
farie{0,...,Q—-1},0 € A,ne{—1,...,N} und

U ei-Q,...,Qpmitj # J'.

@ Die Ausgabe ist 1:
° {Va11} {Vazul




