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9. Übung

1. Aufgrund eines erst jetzt entdeckten Fehlers im Buchungssystem hat ein großes Hotel viele Bu-
chungen angenommen, ohne die Verfügbarkeit freier Zimmer zu prüfen. Jede Buchung betrifft
einen bestimmten Zeitraum; es wird aber immer nur ein Zimmer benötigt. Alle Zimmer sind
gleichwertig, dennoch wurden die Buchungen zu unterschiedlichen Preisen vorgenommen. Das
Hotel möchte nun einigen Kunden absagen, so dass die freien Zimmer ausreichen und möglichst
wenige Einnahmen verlorengehen. Wie würden Sie dieses Problem lösen? Kann man erreichen,
dass kein Gast während seines Aufenthalts umziehen muss? (4 Punkte)

Hinweis: Formulieren Sie dies als Minimum-Cost-Flow-Problem, wobei jeder Tag einem Knoten
entspricht.

2. Sei (G, u, b, c) eine Instanz des Minimum-Cost-Flow-Problems. Man nennt eine Funktion
π : V (G) → R ein optimales Potential, falls es einen b-Fluss f in (G, u) mit minimalen Kosten
gibt, so dass π ein zulässiges Potential bezüglich (Gf , c) ist.

(a) Man beweise, dass eine Funktion π : V (G)→ R genau dann ein optimales Potential ist, wenn
für jedes X ⊆ V (G) die folgende Ungleichung gilt:

b(X) +
∑

e∈δ−(X):cπ(e)<0

u(e) ≤
∑

e∈δ+(X):cπ(e)≤0

u(e). (∗)

(b) Man zeige, wie man in polynomieller Zeit für eine gegebene Funktion π : V (G)→ R entweder
eine die Bedingung (∗) verletzende Menge X findet oder entscheidet, dass es keine solche gibt.

(c) Zeigen Sie, wie man für ein gegebenes optimales Potential einen b-Fluss mit minimalen Kosten
in O(m+ n3) Zeit findet. (3+2+2 Punkte)

3. Betrachten Sie die Einschränkung des Minimum-Cost-Flow-Problems auf Instanzen
(G, u, b, c), in denen b ganzahlig ist und u(e) = 1 für alle e ∈ E(G) gilt. Zeigen Sie, dass der
Minimum-Mean-Cycle-Cancelling-Algorithmus auf diesen Instanzen eine Laufzeit von
O(m2n2 log n) erreicht, wobei n die Zahl der Knoten und m die Zahl der Kanten sei. (5 Punkte)

Hinweis: Teilen Sie den Algorithmus in Phasen auf, wobei eine Phase aus einer maximalen Folge
von Iterationen bestehe, in denen auf keiner Kante der Flusswert zweimal geändert wird. Dann
suche man eine erste Phase i, so dass kj ≤ 2ki für alle j = i, . . . , i + n(dlog ne + 1) gilt, wobei ki
die Zahl der Iterationen in Phase i sei.

4. Sei (G, u, b, c) eine Instanz des Minimum-Cost-Flow-Problems, für das eine zulässige Lösung
existiere. Zeigen Sie, dass es dann eine kostenminimale Lösung f gibt, für die eine Kantenmenge
F ⊆ E(G) existiert, so dass der (V (G), F ) zugrundeliegende ungerichtete Graph kreisfrei ist und
auf allen Kanten e ∈ E(G) \ F gilt: f(e) ∈ {0, u(e)}. (4 Punkte)

Abgabe: Donnerstag, den 11.12.2014, vor der Vorlesung.


