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7. Übung

1. Im Tagebau sollen Rohstoffe gefördert werden. Jeder Kubikmeter Gestein wird durch einen Knoten

in einem gerichteten Graphen G modelliert. Eine Kante (v, w) ∈ E(G) bedeutet, dass v nicht

abgebaut werden kann, ohne dass auch w abgebaut wird (zum Beispiel weil w oberhalb von v liegt).

Der Abbau von einem Kubikmeter Gestein v ∈ V (G) bringt einen (möglicherweise negativen)

Gewinn p(v). Wie bestimmt man effizient eine abzubauende Menge X ⊆ V (G), die den maximalen

Gewinn p(X) bringt? (4 Punkte)

2. Sei G ein ungerichteter Graph mit MA-Reihenfolge v1, . . . , vn. Für u, v ∈ V (G) sei κGuv die maximale

Anzahl intern disjunkter u-v-Wege in G. Beweisen Sie, dass dann κGvn−1vn
= |δG(vn)| gilt. (5 Punkte)

Hinweis: Man beweise mittels Induktion, dass κ
Gij
vjvi = |δGij(vj)| gilt, wobei Gij = G[{v1, . . . , vi} ∪

{vj}]. Dazu nehme man o.B.d.A. {vj, vi} 6∈ E(G) an (überlegen Sie auch, warum das keine Ein-

schränkung ist), wähle eine inklusionsminimale Menge Z ⊆ {v1, . . . , vi−1}, die vj und vi trennt, und

lasse h ≤ i die maximale Zahl sein, so dass vh 6∈ Z und vh mit vi oder vj benachbart ist (falls es ein

solches h gibt).

3. Sei (G, u, c, b) eine Instanz des Minimum-Cost-Flow-Problems. Man nennt eine Funktion π :

V (G)→ R ein optimales Potential, falls es einen b-Fluss f in (G, u) mit minimalen Kosten gibt, so

dass π ein zulässiges Potential bezüglich (Gf , c) ist.

(a) Man beweise, dass eine Funktion π : V (G)→ R genau dann ein optimales Potential ist, wenn

für jedes X ⊆ V (G) die folgende Ungleichung gilt:

b(X) +
∑

e∈δ−(X):cπ(e)<0

u(e) ≤
∑

e∈δ+(X):cπ(e)≤0

u(e). (∗)

(b) Man zeige, wie man in polynomieller Zeit für eine gegebene Funktion π : V (G)→ R entweder

eine die Bedingung (∗) verletzende Menge X findet oder entscheidet, dass es keine solche gibt.

(c) Zeigen Sie, wie man für ein gegebenes optimales Potential einen b-Fluss mit minimalen Kosten

in O(m+ n3) Zeit findet. (4+2+2 Punkte)

4. Sei (G, u, c, b) eine Instanz des Minimum-Cost-Flow-Problems, für das eine zulässige Lösung

existiere. Zeigen Sie, dass es dann eine kostenminimale Lösung f gibt, für die eine Kantenmenge

F ⊆ E(G) existiert, so dass der (V (G), F ) zugrundeliegende ungerichtete Graph kreisfrei ist und

auf allen Kanten e ∈ E(G) \ F gilt: f(e) ∈ {0, u(e)}. (3 Punkte)
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