TDI-Systeme

Eine endliche Menge {v1, ..., v;} von Vektoren heif3t Hilbert-Basis,
wenn jeder ganzzahlige Vektor cone({vy. ..., v;}) als nicht-negative
ganzzahlige Linearkombination von v4, ..., v; geschrieben werden

kann. )
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Hilbert-Basis erzeugt.




TDI-Systeme

Jeder rationale polyedrische Kegel wird durch eine ganzzahlige
Hilbert-Basis erzeugt.

Beweis:

Sei C ein rationaler polyedrische Kegel.

= C wird von rationalen Vektoren by, ..., bx erzeugt.
O.B.d.A seien by, ..., by ganzzahlig.

H bestehe aus allen ganzzahligen Vektoren in

k
P{Z)\IbIOS)\,§1fOr/€{1,,k}}

i=1

= H ist endlich.
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Beweis (Fortsetzung):
Behauptung: H ist eine Hilbert-Basis, die C erzeugt.

Denn: Wegen {by,...,bx} € H C C gilt C = cone(H).
Sei b ein ganzzahliger Vektor in C.

= Es gibt nichtnegative Zahlen 1, ..., p mit b = ZL nibj, also

b(i >+Z — il )b

=1
= Der Vektor

k k

b — (Z |14 bi) =) (ui — Lpi] )by
i=1 =1

Ist ganzzahlig und eine Element von P.

= b kann als nicht-negative ganzzahlige Linearkombination von

Elementen aus H geschrieben werden.

= H ist eine Hilbert-Basis. ]
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Notation: Fur ein Ungleichungssystem Ax < b und eine Flache F von
{x € R" | Ax < b}, heif3t eine Zeile von A aktiv, wenn die zugehorige
Ungleichung in Ax < b von allen Vektoren x € F mit Gleichheit erfullt
Ist.

Ein zulassiges Ungleichungssystem Ax < b ist genau dann TDI, wenn
far jede minimale Flache F von P := {x € R" | Ax < b} die Zeilen von
A, die in F aktiv sind, eine Hilbert-Basis bilden.




TDI-Systeme

Beweis:

“=:” Sei Ax < b TDI. Sei F eine minimale Flache von P, und seien
ai,...,as die Zeilen von A, die fur F aktiv sind.

Zu zeigen: {ay, ..., a;} ist eine Hilbert-Basis.

Sei ¢ ein ganzzahliger Vektor in cone({ay, ..., a:}).

Das Maximum in der Gleichung

max{c'x | Ax < b} = min{b'y | Aly = ¢,y > 0} (1)
wird von jedem Vektor x in F angenommen.

Ax < bist TDI = duales LP hat eine ganzzahlige Optimallosung y.
Komplementarer Schlupf: Die Eintrage von y, die zu Zeilen von A
gehoren, die far F nicht aktiv sind, sind 0.

= C Ist ganzzahlige nicht-negative Linearkombination von a, ..., a;.
= ai,...,as Ist Hilbert-Basis.
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Beweis (Fortsetzung):

“<:" Annahme: FUr jede minimale Flache F von P bilden die flr F
aktiven Zeilen von A eine Hilbert-Basis.

Sei ¢ € 7" ein Vektor, fr den die Optima in (1) endlich sind.

Zu zeigen: Das Minimum wird von ganzzahligem Vektor angenommen.

Sei F eine minimale Flache von P, sodass von jedem Vektor in F das
Maximum in (1) angenommen wird.

Es seien a4, ..., a; die in F aktiven Zeilen von A.
Komplementéarer Schlupf: ¢ € cone({ay, ..., ai}).
t
ai,...,as ist Hilbert-Basis = Es gibt \1,..., A\t € Z-omitc = > \;g
=1
(A1, ..., At) kann mit Nullen zu einem Vektor y € Z™ mit y > 0,

Aly = cund bly = x'Aly = c'x fir alle x € F erweitert werden.
= y ist eine ganzzahlige duale Optimallosung. ]
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Eine rationales Ungleichungssystem Ax < 0 ist genau dann TDI, wenn
die Zeilen von A eine Hilbert-Basis bilden.
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Theorem (Giles und Pullyblank)

FUr jedes rationale Polyeder P C R" gibt es ein rationales TDI-System
Ax <bmitAec Z™"und P = {x € R" | Ax < b}. Der Vektor b kann
genau dann ganzzahlig gewahlt werden, wenn P ganzzahlig ist.




TDI-Systeme

Theorem (Giles und Pullyblank)

FUr jedes rationale Polyeder P C R" gibt es ein rationales TDI-System
Ax <bmitAec Z™"und P = {x € R" | Ax < b}. Der Vektor b kann
genau dann ganzzahlig gewahlt werden, wenn P ganzzahlig ist.

Beweis: Wissen schon: Wenn b in dieser Darstellung ganzzahlig ist,
dann ist P ganzzahlig.

O.B.d.Asei P # ().
FUr jede minimale Flache F von P sei

Cr:={ceR"|c'z=max{c'x | x € P} flralle z € F}.

= Cr ist ein polyedrischer Kegel.
Denn: Es sei P = {Ax < b}. Dann wird Cr von den in F aktiven Zeilen
von A erzeugt.



TDI-Systeme

Beweis (Fortsetzung):
Sei F eine minimale Flache, und es sei a4, ..., a; eine ganzzahlige
Hilbert-Basis, die Cr erzeugt.

Wahle xo € F, und definiere 3; := alxo furi=1,... t.
= Bi=max{ax | x e P} (i=1,...,1).
Sei Sr das Ungleichungssystem al x < 3¢,...,alx < j3;. Alle

Ungleichungen in S¢ sind far P gdltig.
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Beweis (Fortsetzung):

Sei Ax < b die Vereinigung der Systeme S Uber alle minimalen
Flachen F of P.

= P C{x e R"| Ax < b}.

Und: Falls x* € R"\ P, dann gibt es eine Stltzhyperebene von P, die
x* von P separiert, und diese Stutzhypereben berthrt P in einer
minimalen Flache.

= Es gibt eine Ungleichung in, Ax < b, die von x* verletzt wird.

= P ={x e R"| Ax < b}.
Und: Ax < bist TDI.

Falls P ganzzahlig ist, konnen alle 3; ganzzahlig gewahlt werden, weil
alle xp € F ganzzahlig gewahlt werden konnen. ]
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Vollstandige Unimodularitat

Definition:
Eine m x n-Matrix A mit Rang m heif3t unimodular, wenn A € Z"*"
und det(B) € {—1, 1} flr alle reguldren m x m-Teilmatrizen B von A.

Beobachtung: Eine quadratische unimodulare Matrix hat eine
ganzzahlige Inverse (Cramersche Regel)
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Vollstandige Unimodularitat

Eine Matrix A heif3t vollstandig unimodular (totally unimodular
(TU)), wenn jede Unterdeterminante von A (also jede Determinante
von quadratischen Untermatrizen von A) 0, —1 oder 1 ist. )
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Vollstandige Unimodularitat

Sei A vollstandig unimodular, und sei b ein ganzzahliger Vektor. Dann
ist das Polyeder P = {x € R" | Ax < b} ganzzahlig.
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Vollstandige Unimodularitat

Sei A vollstandig unimodular, und sei b ein ganzzahliger Vektor. Dann
ist das Polyeder P = {x € R" | Ax < b} ganzzahlig.

Beweis: Es reicht zu zeigen: Jede minimale Flache F von P enthalt
einen ganzzahligen Vektor.

Jede minimale Flache von Pkannals F = {x ¢ R" | A'x = b’}
geschrieben werden, wobei A'x < b’ ein Teilsystem von Ax < b ist.

O.B.d.A: A" hat vollen Zeilenrang.

Nach Vertauschen von Spalten kénnen wir A" = [U V| fir eine Matrix
U mit det(U) € {—1,1} annehmen.

= x := (Y, ?) ist ein ganzzahliger Vektor in F. O
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Vollstandige Unimodularitat

17

Sei A € Z*" eine Matrix mit Rang m. Dann gilt: A ist genau dann

unimodular, wenn flr jeden ganzzahligen Vektor b das Polyeder
{x e R"| Ax = b, x > 0} ganzzabhlig ist.




Vollstandige Unimodularitat

Sei A € ™" eine Matrix mit Rang m. Dann gilt: A ist genau dann
unimodular, wenn flr jeden ganzzahligen Vektor b das Polyeder
{x e R"| Ax = b, x > 0} ganzzabhlig ist.

Beweis:
“=:” Sei A unimodular und b ein ganzzahliger Vektor.

Sei x’ eine Ecke von {x € R" | Ax = b, x > 0}.

= Es gibt n linear unabh. Ungleichungen in Ax < b, —Ax < —b, —I,x <0, die
von x” mit Gleichheit erflllt werden.

= Die Spalten von A, die zu Nicht-Null-Eintrdgen von x’ gehbéren, sind linear
unabhangig.

Diese Spaltenmenge kann zu einer regularen m x m-Untermatrix B von A
erweitert werden.

= Die Einschrankung von x’ auf Koordinaten, die zu B gehdren, ist B~ b.
Wegen det(B) € {—1,1}) ist B~' ganzzahlig.
Die anderen Eintrage von x’ sind Null. = x’ ist ganzzahlig.
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Vollstandige Unimodularitat

Beweis (Fortsetzung):

“<=” Annahme: {x € R" | Ax = b, x > 0} ist flr jeden ganzzaligen
Vektor b ganzzahlig.

Sei B eine regulare m x m-Untermatrix von A.

Zu zeigen: det(B) € {—1,1}.

Cramersche Regel: Es reicht zu zeigen, dass B~ u fiir jeden
ganzzahligen Vektor u ganzzahlig ist.

Sei u ein ganzzahliger Vektor.

Sei y ein ganzzahliger Vektor mit z := y + B~ 'u > 0.

= b := Bz ist ganzzahlig.

Ergédnze z mit Nullen zu einem Vektor z’ mit Az’ = Bz = b.
= 7' ist eine zulassige Basislésung von Ax = b.

= 7' ist eine Ecke von {x € R" | Ax = b, x > 0}.

= Z' ist ganzzabhlig.

= 7 Ist ganzzahlig.

Daher ist B~'u = z — y ganzzahlig. O
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