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9. Übung

1. Ein ungerichteter planarer Graph G heißt selbstdual, wenn es eine Einbettung von G gibt, so dass
G in bezug auf diese Einbettung isomorph zu G∗ ist.

(a) Welche regulären selbstdualen Graphen gibt es?

(b) Gibt es (bezüglich der Knotenzahl) beliebig große selbstduale Graphen? (2+2 Punkte)

2. Sei G ein zusammenhängender Graph mit planarer Einbettung Φ. Es sei G∗ der planare Dualgraph
dazu. Zeigen Sie, dass die Zahl der aufspannenden Bäume für G und G∗ gleich ist. (3 Punkte)

3. Betrachten Sie den Greedy-Knotenfärbungsalgorithmus, in dem die Knoten in irgendeiner Rei-
henfolge durchlaufen werden und jeder Knoten die kleinste noch nicht an seinen schon gefärbten
Nachbarn benutzte Farbe bekommt. Zeigen Sie, dass es für jedes n ≥ 2 einen Graphen G mit
|V (G)| = 2n und χ(G) = 2 gibt, so dass, wenn die Knoten in einer geeigneten Reihenfolge durch-
laufen werden, der Greedy-Algorithmus n Farben benötigt. Zeigen Sie umgekehrt, dass es für jeden
Graphen G eine Sortierung der Knoten gibt, so dass, wenn der Greedy-Algorithmus die Knoten
in dieser Reihenfolge betrachtet, er nur χ(G) Farben benötigt. (2 Punkte)

4. Für einen einfachen Graphen G sei t(G) die kleinste Zahl, für die es planare Graphen G1, . . . , Gt(G)

gibt, so dass folgende Bedingungen erfüllt sind:

• V (Gi) = V (G) (i ∈ {1, . . . , t(G)}),
• E(G) =

⋃t(G)
i=1 E(Gi).

Ein Graph G ist also genau dann planar, wenn t(G) = 1 gilt.

(a) Zeigen Sie, dass t(Kn) ≥ bn+7
6
c für n ∈ N \ {0} gilt.

(b) Zeigen Sie, dass es Graphen G mit t(G) = 2 und χ(G) = 8 gibt.

(c) Geben Sie eine möglichst gute obere Schranke für den folgenden Wert an:

max{χ(G) | t(G) = 2}.
Beweisen Sie die Korrektheit Ihrer Schranke. (2+2+3 Punkte)
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