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1 Einleitung

Die Diskrete Mathematik ist ein noch relativ junges Teilgebiet der Ma-
thematik, das sich als eigenstiandige Disziplin erst in der zweiten Halfte des
20. Jahrhunderts etabliert hat. Dabei war die Diskrete Optimierung mit ihren
beachtlichen Anwendungserfolgen die treibende Kraft. Untersuchungsgegen-
stand der Diskreten Mathematik sind im Wesentlichen endliche Strukturen.
Die Diskrete Mathematik hat aber auch einen engen Bezug zur theoretischen
Informatik. Viele Beweise sind konstruktiv und damit einem Algorithmus ver-
wandt. Die meisten Probleme und Fragestellungen sind einfach zu verstehen,
die Losungen aber oft sehr schwierig.

Das Bonner Forschungsinstitut fiir Diskrete Mathematik hat die Entwick-
lung der Diskreten Mathematik in den vergangenen Jahrzehnten maf3geblich
mitgestaltet. Die Forschungsschwerpunkte des Instituts sind die Kombinato-
rische Optimierung und Anwendungen im Chip-Design. Theorie und Anwen-



dung sind hier aufs engste verzahnt. Nicht zuletzt die Anwendungserfolge
ermoglichen eine exzellente Ausstattung des Instituts, unter anderem mit ei-
ner der weltbesten Bibliotheken des Gebiets und natiirlich dem Arithmeum.
Dieses zeigt mit seiner einzigartigen Sammlung historischer Rechenmaschi-
nen und -biicher bis hin zu neuester Chiptechnologie die Entwicklung des
Rechnens und bereichert dartiberhinaus mit Konzerten und Kunstausstellun-
gen die Bonner Kulturlandschaft.

Die Diskrete Mathematik ist in Bonn Teil der Bachelor- und Masterstu-
dienginge in Mathematik und Informatik. In beiden Fachern ist eine Spe-
zialisierung auf Diskrete Mathematik moglich. Das Lehrveranstaltungsange-
bot besteht aus regelmafigen Vorlesungen, Seminaren und Praktika sowie
natlirlich den Abschlussarbeiten. Als studentische Hilfskrafte und im Rah-
men ihrer Abschlussarbeiten wirken viele Studentinnen und Studenten in den
Forschungsprojekten des Instituts mit. Diese Arbeiten tragen oft wesentlich
zu neuen Verfahren bei, mit denen zukiinftige Chips optimiert werden.

Diese Broschiire soll als erste Einfithrung in die Diskrete Mathematik,
das Bonner Institut und das hiesige Studium dienen. Sie kann selbstverstand-
lich nicht alle Fragen beantworten. Bei weiterem Interesse finden Sie auf den
letzten Seiten zusatzliche Informationsquellen und Kontaktadressen. Gerne
beantworten wir Thre Fragen in einem personlichen Gesprach.




2 Was ist Diskrete Mathematik?

Die Diskrete Mathematik beschaftigt sich mit endlichen Mengen und
Strukturen. Diese sehr allgemeine Beschreibung der Diskreten Mathematik
wollen wir in den nachsten fiinf Abschnitten mit mehr Leben fiillen. Wir wer-
den einige ausgewahlte, aber typische Fragestellungen der Diskreten Mathe-
matik vorstellen. Dabei beschranken wir uns nicht nur auf die Beschreibung
der Probleme, sondern geben vielfach auch vollstandige Beweise sowie Al-
gorithmen zur Losung der Probleme an. Gerade der algorithmische Aspekt in
der Diskreten Mathematik ist wesentlicher Antrieb zum Beweis neuer struk-
tureller Aussagen. Daher haben konstruktive Beweise in der Diskreten Ma-
thematik eine viel groflere Bedeutung als in vielen anderen Teilgebieten der
Mathematik.




2.1 Der Vier-Farben-Satz

1852 stellte Francis Guthrie dem Mathematikprofessor De Morgan eine
scheinbar sehr einfache Frage: Ist es stets moglich, mit vier oder weniger
Farben die Lander einer beliebigen Landkarte so zu farben, dass benachbar-
te Lander unterschiedliche Farben erhalten? Die Lander sollen dabei zusam-
menhédngende Gebiete sein (Exklaven oder Inseln sind also nicht erlaubt), und
zweil Lander sollen nur dann als benachbart betrachtet werden, wenn sie ei-
ne gemeinsame Grenzlinie haben. Beispiele fiir solche Farbungen sehen wir
in Abbildung 1. Zum einen ist dort eine Deutschlandkarte mit ihren 16 Bun-
deslandern (aber ohne die Exklave Bremerhaven und die Inseln) mit vier Far-
ben gefarbt. Zum anderen ist dort eine kompliziertere kiinstliche Landkarte
zu sehen, die mit vier Farben gefarbt ist.

Abbildung 1: Mit vier Farben gefarbte Landkarten

Es hat iiber hundert Jahre gedauert, bis die Antwort auf Guthries Frage
endlich gefunden wurde: Im Jahre 1976 bewiesen Appel und Haken das fol-
gende Ergebnis, das ,,Vier-Farben-Satz“ genannt wird und einer der bekann-
testen Satze der Diskreten Mathematik ist.



Satz 1 (Vier-Farben-Satz) Die Lander einer jeden Landkartéknen so mit
vier Farben gedirbt werden, dass benachbarténhder unterschiedliche Far-
ben erhalten.

Der Beweis dieses Satzes von Appel und Haken ist mehr als &0€nS
lang und umfasst eine riesige Fallunterscheidung, die Sangreich ist, dass
nur mit Hilfe eines Computers alle diese Falle iberpnigfitden kdnnen.

1996 haben Robertson, Sanders, Seymour und Thomas einéfizrand
ten Beweis gefunden, der mit einer kleineren Fallunterisichg auskommt.
Aber auch hier sind noch so viele Falle zu tberprifens déss nur mit Com-
puterhilfe moglich ist.

Wie lasst sich nun ein Ergebnis wie der Vier-Farben-Satzvieithoden
der Diskreten Mathematik beweisen? Zunachst stellt mstn dass die Form
und GrolRe der Lander offensichtlich keine Rolle spielleifs wichtig fir das
Problem ist zu wissen, welche Lander es gibt und welcheleaeine gemein-
same Grenzlinie haben, die erfordert, dass beide Landeimarschiedlichen
Farben gefarbt werden miissen. Damit kann man das Prolserim@roblem
in Graphen formulieren.

Ein Graph besteht aus einer Menge vénotenund einer Menge von
Kanten wobei jede Kante ein Paar von Knoten ist. Alle fir das Bags-
problem relevanten Informationen lassen sich nun einfaeinem Graphen
darstellen, indem man als Knoten die Lander nimmt und alstétaalle Paa-
re von Landern, die eine gemeinsame Grenzlinie haben.h@ralassen sich
gut veranschaulichen, indem man fur jeden Knoten einerktPumalt und
fur jede Kante eine Linie malt, die diese beiden Punkte ineidx. Die Lini-
en durfen dabei beliebige Form haben, und sie durfen sich & endlich
vielen Punkten schneiden. Allerdings darf jede Linie aud&sr beiden Kno-
ten, die sie verbindet, keine weiteren Knoten enthaltertiWést durch diese
Darstellung von Graphen, sagt man daher auch, dass eine Kaat Knoten
verbindet Abbildung 2 zeigt den Graphen, den man beispielsweise aus d
Deutschlandkarte von Abbildung 1 erhalt.

Jede Landkarte kann auf diese Artin einen Graphen umgetaveteen,
aber nicht zu jedem Graphen existiert auch eine Landkantenitiman zum
Beispiel einen Graphen, der funf Knoten hat und in dem ja gieser Knoten
durch eine Kante verbunden sind (Abbildung 3), so gibt ea&éiandkarte,
die diesen Graphen liefern wilrde. Denn es gibt keine Lanekait funf



Abbildung 2: Der Graph der Deutschlandkarte

Landern, in der je zwei Lander eine gemeinsame Grenzlinie haben. Dies zu
beweisen ist jedoch nicht ganz einfach.

Offensichtlich muss ein Graph, der aus einer Landkarte entstehen kann,
die Eigenschaft haben, dass man ihn so in der Ebene zeichnen kann, dass sich
keine zwei seiner Kanten kreuzen. Graphen mit dieser Eigenschaft nennt man
planar. Statt die Lander einer Landkarte gilt es nun also, die Knoten eines
Graphen so zu farben, dass Knoten, die durch eine Kante verbunden sind, un-
terschiedliche Farben haben. Allgemein heif3it ein Graph k-farbbar, falls man
die Knoten des Graphen so mit k Farben farben kann, dass je zwei Knoten, die
durch eine Kante verbunden sind, unterschiedliche Farben haben. Man kann
den Vier-Farben-Satz daher in der Sprache der Graphentheorie auch einfach
so formulieren:



Abbildung 3: Ein Graph, zu dem es keine Landkarte gibt.

Satz 2 (Graphentheoretische Formulierung des Vier-Farben-Satzes)
Jeder planare Graph ist Zafbbar.

Der Vier-Farben-Satz ist zunachst nur eine reine Existesgage. Der
Satz selber liefert noch keinerlei Hinweis darauf, wie mare el-Farbung
der Knoten eines planaren Graphen finden kann. Natirkictmte' man alle
moglichen Farbungen mit vier Farben durchprobieren.rilie Anzahl der
moglichen Farbungen, die man ausprobieren muss, stgyghentiell in der
Anzahl der Knoten des Graphen. Daher ist dieser Ansatz déinoecht klei-
ne Graphen nicht praktikabel. Man mochte fur dieses Rrabdlaher einen
sogenanntepolynomiellen Algorithmuangeben kdnnen. Dabei handelt es
sich um ein Verfahren, fir das man ein PolynBrangeben kann, so dass die
Anzahl Rechenschritte des Verfahrens fir einen beliebidenaren Graphen
mit n Knoten durchP(n) beschrankt ist.

Eine schnelle Mdglichkeit, die Knoten eines planaren Gesgzu farben,
liefert ein sogenannté&reedy-AnsatBei diesem gehen wir davon aus, dass
wir als Farben natirliche Zahlen verwenden. Man wahlt eime beliebige
Reihenfolge der Knoten des Graphen aus und farbt die Krintdieser Rei-
henfolge, indem man jedem Knoten die kleinste natirliciiel Als Farbe gibt,
die noch keiner seiner mit ihm durch eine Kante verbundensotéh tragt.
Dieser Algorithmus ist sehr einfach und auch sehr schnedh(kann zeigen,
dass die Anzahl Rechenschritte durch eine lineare Funki@schrankt ist).



Allerdings kann es passieren, dass der Algorithmus meiel$arben zum
Farben eines planaren Graphen benotigt. Die Landkaaelildung 4 zeigt
ein sehr einfaches Beispiel hierflr. Wenn man die Landeleir Reihenfolge
ihrer Nummerierung farbt, so wird Land 1 die Farbe 1 erimlteand 2 die
Farbe 2 und Land 3 die Farbe 3 erhalten. Land 4 kann die Farbeafen,
Land 5 die Farbe 4 und Land 6 muss schlie3lich die Farbe 5terhal

Abbildung 4: Eine Landkarte, fur die der Greedy-Algorithsnfunf Farben
benutzt.

Die einzigen polynomiellen Algorithmen, die man heutzetagnnt, um
einen planaren Graphen mit hochstens vier Farben zurfatimruhen auf
dem Beweis des Vier-Farben-Satzes und sind daher sehr izoenpl

Eine weitere Frage beim Farben planarer Graphen ist, obfimainen
gegebenen Graphen alle vier Farben benotigt oder ob mamemiger Farben
auskommt. Die Landkarte in Abbildung 5 ist beispielsweisé mar zwei
Farben farbbar. Man kann sich leicht Uberlegen, wie magier beliebigen
Landkarte entscheiden kann, ob sie 2-farbbar ist.

Wahrend man in polynomieller Zeit einen planaren Graph#wier Far-
ben farben kann, ist bis heute kein polynomieller Algaritis bekannt, der
feststellen kann, ob man auch mit weniger als vier Farbekcasit. Man
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Abbildung 5: Eine Landkarte, die mit nur zwei Farben gefarbt werden kann.

kann zeigen, dass das Problem, zu entscheiden, ob man drei oder vier Farben
benotigt, um einen gegebenen planaren Graphen zu farben, zu der Klasse der
sogenannten NP-vollstandigen Probleme gehort. Bei diesen handelt es sich
um eine grofle Klasse von Problemen, bei denen bis heute fiir keines die-
ser Probleme ein polynomieller Algorithmus bekannt ist. Sobald man jedoch
flir nur eines dieser Probleme einen solchen Algorithmus fande, wiilite man,
dass es auch fiir alle anderen NP-vollstandigen Probleme einen polynomiel-
len Algorithmus gibt. Die Frage, ob NP-vollstandige Probleme polynomielle
Algorithmen haben, ist unter dem Kiirzel ,,P=NP?* bekannt und gehort zu
den wichtigsten Fragen der Mathematik und der Informatik.
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2.2 Baume zihlen

Die Diskrete Mathematik beschaftigt sich auch mit dem Zahlen von Din-
gen. Dabei geht es allerdings weniger darum, konkrete Dinge zu zahlen, wie
zum Beispiel die Anzahl Miinzen in der eigenen Geldborse, oder die Anzahl
Reiskorner in einer Packung Reis. Vielmehr geht es darum, abstrakte Dinge
zu zahlen, die nicht explizit gegeben sind, sondern sich nur iiber ihre Eigen-
schaften definieren.

Als Beispiel betrachten wir die Frage, wie viele Moglichkeiten es gibt, ein
Stralennetz fiir n Stadte zu bauen, das aus moglichst wenigen Straenstiicken
besteht, die jeweils genau zwei Stiadte verbinden, so dass jede Stadt von jeder
anderen aus erreichbar ist. Nachfolgende Abbildung zeigt ein solches Straflen-
netz fiir einige deutsche Stadte.

Abbildung 6: Ein StraBennetz fiir 15 Stadte.
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Zunachst abstrahieren wir wiederum und stellen fest, gass solche
Stral3ennetz durch einen Graphen reprasentiert werdentk@irdem die Kno-
ten den Stadten und die Kanten den Stral3en entsprecherir Dauuserem
StralR3ennetz von jeder Stadt zu jeder anderen Stadt geladjen, heildt dies
fur unseren Graphen, dass wir von jedem Knoten des Graph@dem an-
deren Knoten des Graphen gelangen kdnnen, indem wir gnifam Kanten
laufen. Graphen mit dieser Eigenschaft nennt rmasammerdmgend Als
weitere Forderung haben wir, dass unser Straliennetzchégivenige Stra-
Renstiicke enthalten soll. Entsprechend muss unser Guapmmenhangend
sein und moglichst wenige Kanten enthalten. Einen Graphitrdieser Ei-
genschaft nennt man ein@aum Unser obiges Problem ist also aquivalent
dazu, zu bestimmen, wie viele Baume esmaiinoten gibt.

Hat ein Baum mindestens zwei Knoten, so findet man in ihm stétde-
stens einen Knoten, von dem nur eine Kante abgeht. Entfeantman diese
Kante, so erhalt man einen einzelnen Knoten und einen Batfithea restli-
chen Knoten. Iteriert man dieses Vorgehen, so stellt mandass man nach
n— 1 Schritten keine Kante mehr hat. Damit haben wir gezeigts éin Baum
mit n Knoten genaun — 1 Kanten enthalten muss.

Auf zwei Knoten gibt es nur einen mdglichen Baum. Auf dreiten gibt
es drei verschiedene Baume: Man erhalt diese, indem rohresien der drei
Knoten auswahlt und diesen mit den beiden anderen Knotegilfedurch
eine Kante verbindet. Auf vier Knoten gibt es bereits 16 lohg Baume,
die in der folgenden Abbildung gezeigt sind.

AU NANK
NAVMS XA XK

Abbildung 7: Die 16 moglichen Baume auf vier Knoten.

Wie viele Baume gibt es aufKnoten? Diese Frage wurde erstmals 1889
von Arthur Cayley beantwortet und ist daher auch unter demé&teCayley-
Formel bekannt.
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Satz 3 (Cayley-Formel) Es gibt n*~* Biume auf n Knoten.

Beweis. Um die Anzahl der Baume auf n Knoten zu zahlen, machen wir
zunachst etwas scheinbar Unsinniges: Wir zahlen namlich etwas anderes als
uns eigentlich interessiert. Und das machen wir dann gleich zweimal. Es han-
delt sich hierbei aber um eine bekannte Beweistechnik der Diskreten Mathe-
matik: das doppelte Abzdihlen.

Wir bezeichnen mit f(n) die Anzahl der mdglichen Baume auf n Knoten.
Wir haben gerade gesehen, dass f(4) = 16 gilt. Wir wollen nun durch dop-
peltes Abzéhlen von etwas anderen Biumen die Funktion f(n) bestimmen.
Wir betrachten im Folgenden einen Baum mit » Knoten, von denen genau ein
Knoten rot ist, wahrend die anderen n — 1 Knoten alle schwarz sind. Zudem
nummerieren wir die n — 1 Kanten mit den Zahlen 1,2,...,n— 1 durch.

2

Abbildung 8: Ein Baum mit nummerierten Knoten und Kanten sowie einem
roten Knoten.

Wie viele Baume auf n Knoten mit einem roten und n — 1 schwarzen
Knoten gibt es, bei denen zusatzlich die Kanten mit den Zahlen 1,2,...,n—
I nummeriert sind? Bei einem gegebenen Baum auf n Knoten haben wir n
verschiedene Moglichkeiten, einen dieser Knoten rot zu farben. Zudem gibt
es(n—1)-(n—2)-...-1=(n—1)! Mdglichkeiten, die n — 1 Kanten mit den
Zahlen 1,...,n — 1 durchzunummerieren. Daher gibt es also

fln)-n-(n—1)!
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Moglichkeiten, fiir » Knoten einen Baum mit n — 1 durchnummerierten Kan-
ten anzugeben und einen der n Knoten rot zu farben. Damit haben wir auf die
erste Art die gesuchte Anzahl bestimmt.

Wir zahlen nun die gleiche Anzahl auf eine andere Art. Dazu geben wir
den n — 1 Kanten eine Richtung und zwar so, dass man in dem Baum von
jedem Knoten zu dem roten Knoten gelangen kann, wenn man sich daran
halt, dass eine Kante nur in der vorgegebenen Richtung durchlaufen werden
darf.

Abbildung 9: Ein Baum, bei dem alle Kanten zu dem roten Knoten hin orien-
tiert sind.

Fiir jeden unserer f(n) mdglichen Bdume gibt es genau eine Moglichkeit,
sich Richtungen fiir die Kanten zu wahlen, so dass der rote Knoten von jedem
anderen Knoten aus erreichbar ist. Der rote Knoten ist dann in diesem Baum
der einzige Knoten, von dem aus man zu keinem weiteren Knoten iiber eine
Kante gelangen kann. Wahlt man umgekehrt in einem Baum die Richtungen
der Kanten so aus, dass es genau einen Knoten gibt, von dem aus man zu
keinem anderen Knoten liber eine Kante gelangt, so ist dieser Knoten eindeu-
tig bestimmt als derjenige, der rot gefarbt werden muss. Wir fragen uns jetzt
also: Wie viele Moglichkeiten gibt es, den Kanten eines Baumes eine Rich-
tung zu geben, so dass es genau einen Knoten gibt, von dem man nicht mehr
weggelangt?
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Um diese Anzahl zu bestimmen, wollen wir schrittweise 1 mit einer
Richtung versehene Kanten zwischen unsernoten einfugen und dabei
zahlen, wie viele solche Moglichkeiten wir haben. Dietersante, die wir
einfugen, kann in einem beliebigen deknoten beginnen und kann in einem
beliebigen anderen Knoten enden, das heil3t also fur dieléasite haben wir
n-(n—1) Moglichkeiten. Wie viele Moglichkeiten haben wir furedhachsten
Kanten?

Wir nehmen an, dass wir berektsKanten eingefiigt haben. Der Graph
besteht dann aus— k zusammenhangenden Teilen. Wollen wir eine weitere
Kante einfigen, so muss sie zwei verschiedene solcheviigénden. In je-
dem Teil des Graphen gibt es genau einen Knoten, in dem nadicé Kante
beginnt. Eine neu einzufligende Kante kann in einem belebilem Knoten
enden, sie kann jedoch nur in einem vor k— 1 Knoten beginnen, namlich
in einem Knoten aus dem— k — 1 Teilen, die den Endknoten nicht enthal-
ten und in denen noch keine Kante beginnt. Wir haben alsm — k— 1)
Moglichkeiten, um digk + 1)-te Kante einzuftigen.

Insgesamt ergibt sich somit fir unsere gesuchte Anzaltalimel:

n-(n—1)-n-(n—2)-...-n-1=n""1. (n—1)!

Vergleichen wir nun die so erhaltene Formel mit der obenlerhan For-
mel, so kdnnen wir die gesuchte Anzdlth) leicht ermitteln, denn es gilt:

f(n)-n-(n—1)! = n"1.(n—1)!

und daraus folgt

f(n)=n""2
Das heiRt also, wir haben damit bewiesen, das¥esBaume mitn Knoten
gibt. Damit ist der Beweis der Cayley-Formel beendet. O

Die Cayley-Formel besagt, dass es35= 1 946 195 068 359 375 ver-
schiedene Moglichkeiten gibt, ein StralRennetz fur 1&JSru bauen! Dies
zeigt, dass man bei der Suche nach einem billigsten soldn@®ehnetz nicht
einfach alle Moglichkeiten durchprobieren kann; dasdewiel zu lange dau-
ern. Wie es schneller geht, sehen wir im nachsten Abschnitt
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2.3 Optimale Baume

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass es n"~2 verschiedene Biu-

me auf n Knoten gibt. Demzufolge gibt es auch n"~2 Moglichkeiten, ein Stra-
Bennetz fiir n Stadte zu bauen. Wir nehmen nun an, dass wir fiir jede mogliche
StraBe die Kosten kennen, die ihr Bau verursacht. Welches unter den n" 2
moglichen Stralennetzen ist dann das billigste? Wir werden in diesem Ab-
schnitt zeigen, wie man ein solches Stra3ennetz sehr schnell bestimmen kann,
ohne alle moglichen Stralennetze durchprobieren zu miissen.

Wir formulieren unser Problem zunachst wieder fiir Baume. Wir haben
einen Graphen G gegeben, bei dem wir fiir je zwei Knoten wissen, wie hoch
die Kosten fiir eine Kante zwischen diesen beiden Knoten ist. Insgesamt hat
dieser Graph @ Kanten, da eine Kante jeweils zwei Knoten verbindet und
es fiir jeden der n Knoten n — 1 mogliche andere Knoten gibt, mit denen er
durch eine Kante verbunden sein kann. Die Kantenmenge von G sei mit E(G)
bezeichnet. Nun wollen wir uns aus E(G) eine Menge F von n — 1 Kanten
so auswahlen, dass diese einen Baum mit den n Knoten bilden und dabei
insgesamt moglichst geringe Kosten haben. Einen solchen Baum bezeichnet
man als minimalen aufspannenden Baum.

Wenn man in einem Graphen in einem Knoten startet, dann stets entlang
Kanten lauft, ohne einen Knoten (aufler dem Startknoten) mehrfach zu besu-
chen, und schlieBlich zum ersten Mal wieder am Startknoten ankommt, so
nennt man den durch die benutzten Knoten und Kanten gebildeten Graphen
einen Kreis. In einem Baum kann es niemals einen Kreis geben, denn wir
haben gefordert, dass ein Baum zusammenhangend sein muss und moglichst
wenige Kanten enthalt. Hat man aber einen zusammenhiangenden Graphen,
der einen Kreis enthalt, so kann man eine beliebige Kante des Kreises entfer-
nen, und der Graph bleibt zusammenhangend.

Im Folgenden geben wir einen sehr einfachen Greedy-Algorithmus an,
mit dem man einen minimalen aufspannenden Baum bestimmen kann.

Die Kosten einer Kante e seien mit c(e) bezeichnet. Zunichst sortieren
wir alle Kanten, entsprechend ihren Kosten: die billigste zuerst, die teuerste
zuletzt. Nennen wir die Kanten in dieser Reihenfolge eq,e3,...,e,, wobei
natiirlich m = ;1(an1) ist. Zur Vorbereitung auf den Hauptteil des Algorithmus
setzen wir noch F := 0.
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Wir gehen dann alle Indizeés= 1,...,m durch und entscheiden jeweils,
ob wir g zu F hinzufiigen. Schauen wir uns eine solche Kastan, die die
beiden Knoterv undw verbinde. Wenn wir bereits eine Moglichkeit haben,
durch Benutzen der Kanten khvon v nachw zu gelangen, dann dirfen wir
g nicht hinzufligen, denn sonst entstiinde ein Kreis. Anfddafigen wirg
aber zuF hinzu.

Diese Vorgehensweise wurde erstmals 1956 von Joseph Bkdmnarge-
schlagen und der Algorithmus wird daher alghiskals Algorithmugenannt.
Nachfolgend geben wir den Pseudocode dieses Algorithmus an

Kruskal (G, c: E(G) — R)

sortiereE(G), so dasg(e;) < c(ep) <... < c(em)
2 F:=0

3 fori=1tomdo

4 if FU{&} ist kreisfreithenF :=FU{g}

[

Satz 4 Kruskals Algorithmus liefert einen minimalen aufspanreanBaum.

Beweis. Zunachst beobachten wir, dass wir keinen Kreis in der Kemnge
F haben. AuRerdem erhalten wir einen zusammenhangendph@&@raDenn
nehmen wir an, dass es zwei Knotemnind w gibt, so dass man nicht Uiber
eine Folge von Kanten vannachw gelangt. Dann hatte der Algorithmus in
dem Schritt, in dem er die Kante zwischemund w betrachtet, diese zb
hinzugefuigt. Dann gelangt man aber doch varachw.

Die Kantenmeng€ enthalt also keinen Kreis, und sie ist die Kantenmen-
ge eines zusammenhangenden Graphen. Es handelt sichialgewilnscht
um einen Baum. Wir miissen nun noch zeigen, dass dieser Baumirema-
ler aufspannender Baum ist.

Diesen Beweis fulhren wir indirekt, das heifl3t wir nehmereargabe einen
besseren Baum, und filhren diese Annahme zum Widerspruch.

Unter allen minimalen aufspannenden BaumenFseidie Kantenmen-
ge eines solchen, so dass der kleinste Indéx deneg € F aberg ¢ F*
groRtmoglichist. Falls dieser Index nicht existiertgidd F = F* und wir sind
fertig. Ansonsten betrachte die KantenmefgeJ {e }. Diese enthalt einen
Kreis. DaF keinen Kreis enthalt muss dieser Kreis eine Kagjtg F enthal-
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ten. Die Kanten, die vor ¢; in F eingefiigt wurden, sind nach Definition von
i auch alle in F* enthalten. Zu dem Zeitpunkt, zu dem Kruskals Algorithmus
die Kante e; zu F hinzufiigt, hatte auch e; zu F hinzugefiigt werden konnen,
ohne einen Kreis mit den aktuell in F' enthaltenen Kanten zu schlieen. Da
e; aber nicht in F ist, muss j > i gelten und damit wegen der Sortierung der
Kanten c(e;) > c(e;). Dann bildet die Kantenmenge F* U {e;} \ {¢;} auch die
Kantenmenge eines minimalen spannenden Baumes. Dies widerspricht aber
der Wahl von F*. O

Wir haben also bewiesen, dass der Algorithmus immer einen minimalen
spannenden Baum berechnet. Aber wie schnell ist er? Ein Teilproblem be-
steht darin, m Zahlen zu sortieren, und ein anderes darin, zu entscheiden, ob
es einen Kreis in der Kantenmenge F U {e;} gibt. Wir wollen hier nicht auf
die Details eingehen, aber das eine geht leicht in ¢ - m? Rechenschritten, das
andere in c - m Rechenschritten, wobei c eine Konstante ist, die vom Computer
und der Implementierung, aber nicht von der Gro3e des gegebenen Graphen
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abhangt. Da das zweite Problemmal geldst werden muss, ist die Gesamt-
laufzeit hochstens@ mP. Tatsachlich kann der Algorithmus sogar so imple-
mentiert werden, dass er ntrm- logm Rechenschritte benotigt.

Das Berechnen eines minimalen aufspannenden Baumes fgp&ioches
Problem der kombinatorischen Optimierung. Stets gilt as,ener implizit
gegebenen endlichen (aber im Allgemeinen sehr grol3en) &emgbestes
Element zu finden. Die grundlegende Fragestellung besteft,db das we-
sentlich schneller als durch Ausprobieren geht, z.B. migei polynomiellen
Algorithmus. Im Falle des Berechnens eines minimalen aunfispnden Bau-
mes lautet die Antwort Ja, wie wir gesehen haben.

Hatten wir statt nach einem Baum aber nach einer Rundrefsags, die
jeden dem Knoten genau einmal besucht und zum Ausgangspunkt zuriick-
kehrt (das ist das beriihmiteaveling Salesman Problepso kdnnten wir die-
se Frage nicht beantworten. Denn dieses Problem ist NPesctas heildt, es
gibt genau dann einen polynomiellen Algorithmus, wenn PgiNtR verglei-
che Seite 11).
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2.4 Kiirzeste Wege

Wir wollen uns nun mit der Frage beschaftigen, wie ein Navigationsgerat
die kiirzeste Route zwischen zwei Punkten bestimmt. Das geht mit Methoden
der Diskreten Mathematik relativ einfach. Auch hier ist die Abstraktion einer
Stralenkarte durch einen Graphen sehr hilfreich.
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Nehmen wir also an, wir haben eine StraB3enkarte, auf der sowohl Start-
als auch Zielpunkt verzeichnet sind. Als Knotenmenge V' des Graphen neh-
men wir die StraBenkreuzungen auf dieser Karte. Ein Knoten v wird durch
eine Kante mit einem weiteren Knoten w verbunden, wenn man auf direktem
Wege von v nach w gelangen kann. Zum Beispiel werden also zwei durch
ein Stiick Strale verbundene Kreuzungen miteinander durch eine Kante ver-
bunden. Natiirlich braucht man fiir das Zuriicklegen der Strecke entlang einer
Kante e € E eine gewisse Zeit, und diese nennen wir Kosten (oder Gewicht)
dieser Kante und bezeichnen sie mit ¢(e). Auch EinbahnstraBen kann man so
im Graphen abbilden: wir geben jeder Kante eine Richtung, entlang der wir
fahren diirfen. Fiir eine Strafle, die in beide Richtungen befahrbar ist, miissen
wir dann zwei solche gerichtete Kanten in den Graphen einfiligen: eine fiir
jede Richtung.

Abbildung 10: Ausschnitt einer Straenkarte und der daraus abgeleitete ge-
richtete Graph.
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Wir konnen nun jeden Weg in der Karte als Weg W im Graphen darstellen,
namlich indem wir die Knoten, die diesen Weg ausmachen, in einer Liste
aufschreiben: W = v, vy,..., v mit v; € V. Fiir einen Weg sollte natiirlich
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Knoten auch eine entsprechende Kante
im Graphen existieren. Dementsprechend nennen wir eine Liste von Knoten
auch nur dann einen Weg, wenn diese Zusammenhangsbedingung erfiillt ist
und wir auch keine Kante entgegen ihrer Richtung ablaufen. Die Lange des
Weges erhalten wir, indem wir die Kosten dieser Kanten entlang des Weges
addieren.

Seien nun s und ¢t zwei Knoten. Um einen kiirzesten Weg von s nach ¢
zu finden, konnen wir alle Wege, die von s nach ¢ flihren, betrachten und uns
den kiirzesten merken. Bei groBen Stralenkarten ware aber auch ein Com-
puter schnell damit tiberfordert, da es extrem viele verschiedene Wege von
s nach ¢ geben kann. Wir wollen daher den sogenannten Algorithmus von
Dijkstra beschreiben. Dieser berechnet ausgehend vom Startknoten s einen
kiirzesten Weg zu allen anderen Knoten des Graphen. Die Lange eines sol-
chen kiirzesten Weges von s zu einem Knoten ¢ bezeichnen wir als den Ab-
stand von s nach ¢.

Der Algorithmus von Dijkstra markiert im Laufe seiner Ausfiithrung be-
stimmte Knoten mit zwei Werten. Zum einen markiert er jeden Knoten mit
der Lange eines kiirzesten momentan bekannten Weges von s bis zu diesem
Knoten. Diese Léinge bezeichnen wir mit /(x) fiir einen Knoten x und setzen
I(x) := oo, falls kein Weg von s zu dem Knoten x bekannt ist. Den Wert /(x)
nennen wir auch den /-Wert des Knotens x.

Zusitzlich wird jeder Knoten mit einer von drei moglichen Farben mar-
kiert. Diese Farbe gibt an, in welchem Zustand sich der Knoten befindet:

e Alle Knoten, deren kiirzester Abstand zu s bekannt ist, markieren wir
griin. Fir diese Knoten ist der /-Wert gleich dem Abstand von s.

Alle Knoten, fiir die wir schon einen Weg kennen, aber noch nicht wis-
sen, ob dieser Weg wirklich der kiirzeste ist, farben wir gelb. Der Kno-
ten s wird zu Beginn gelb gefarbt.

o Alle Knoten, fiir die wir noch keinen Weg von s aus kennen, markieren
wir rot. Fur diese Knoten ist der /-Wert c. Zu Beginn sind alle Knoten,
bis auf den Startknoten s, rot.
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Der Algorithmus von Dijkstra geht wie folgt vor:

Dijkstra (G,s€V(G),c:E—Ry)
setzd (s) := 0 undl (v) ;= fUr alleve V(G) \ {s}
farbes gelb und alle anderen Knoten rot
while es gibt einen gelben Knoteto
wahle einen gelben Knotermit minimaleml (v)
farbev griin
fur alle roten und gelben Knotemmit (v,w) € E:
setzd (w) := min{l(w),l (v) +c((v,w))}
farbew gelb

co~No o, wWwNPRE

Satz 5 Der Algorithmus von Dijkstra bestimmt den Abstand von s derje
anderen Knoten des Graphen.

Beweis. In jedem Durchlauf der while-Schleife wird ein gelber Knote
grun gefarbt, und wenn ein Knoten einmal griin gefatikeibt er es auch.
Der Algorithmus terminiert also.

Wir zeigen nun induktiv, dass stets fir jeden grinen Knoteler Wert
[(x) gleich dem Abstand vom Startknotenux ist. Am Anfang gibt es keinen
grinen Knoten, also gilt unsere Aussage. Auch nachdens gitin gefarbt
haben, stimmt die Aussage.

Wenn wir in einem Schritt nun einen gelben Knoter V \ {s} griin
farben, so haben alle Knoten mit kleinerésiVert bereits die Farbe grun;
wir wahlen jav gerade als gelben Knoten mit kleinstéfdvert. Nach Induk-
tionsvoraussetzung haben alle diese griinen Knoten deakten Abstand
als|-Wert gespeichert. Alle Kanten haben positive Lange, glbbes einen
kurzesten Weg vos nachv, in dem alle Knoten au3ergriin sind. Istx nun
der Vorganger vor auf diesem Weg vor nachv, so hat der Algorithmus in
dem Schritt, in denx die Farbe griin erhielt, auch die Karftev) betrachtet
und denl-Wert vonv auf den Abstand voenachv gesetzt. O

Ist ein Knoten bei Beendigung des Algorithmus von Dijkstragefarbt,
so bedeutet dies, dass es keinen Wegs/mim diesem Knoten gibt.
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Wir haben den Algorithmus von Dijkstra benutzt, um die Lange eines
kiirzesten Weges von s zu jedem anderen Knoten des Graphen zu berechnen.
Der Algorithmus von Dijkstra lasst sich leicht so erweitern, dass auch die
kiirzesten Wege berechnet werden: Immer wenn in Zeile 7 ein [-Wert eines
Knotens w verringert wird, wir also einen kiirzeren Weg gefunden haben, mer-
ken wir uns den griinen Knoten v, der dafiir verantwortlich war, als Vorganger
von w. Spater rekonstruieren wir durch Zuriickverfolgen der Vorgangerver-
weise die Route vom Ziel zum Start.

Das Berechnen kiirzester Wege spielt nicht nur beim Routenplaner im
Navigationsgerit eine wichtige Rolle. Auch im Chip-Design, einem zentra-
len Arbeitsgebiet des Forschungsinstituts fiir Diskrete Mathematik, spielen
kiirzeste-Wege-Probleme eine gro3e Rolle. Ein Chip besteht aus vielen Mil-
lionen kleinen Bauteilen, die durch Metallbahnen verbunden werden miissen,
so dass entsprechend einem Schaltplan Strom zwischen ihnen flieen kann.

Diese Metallbahnen verlaufen alle horizontal oder vertikal, und zwar in
bis zu zehn Ebenen. Die moglichen Positionen von Metallbahnen werden
durch ein dreidimensionales Gitter reprasentiert. Anschlusspunkte einzelner
Bauteile bilden jetzt Start und Ziel fiir einen kiirzesten Weg, der in diesem
sogenannten Routinggitter berechnet werden muss. Allerdings gibt es in die-
sem Gitter bereits Stellen, die durch andere Metallbahnen und Bauteile belegt
sind.
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Wenn ein Routenplaner mit StraBenkarte ein paar Sekunden fiir jede Rou-
te benotigt, so ist das nicht weiter schlimm, beim Routing eines Chips sieht
es ganz anders aus: hat das Netzwerk einer Straenkarte von Europa etwa
20 Millionen Knoten, so besteht das Routinggitter fiir einen derzeit aktuel-
len Chip aus 100 Milliarden Knoten. Auch werden fiir einen einzigen Chip
etwa 10 Millionen unterschiedliche Wege benotigt, die natiirlich auch alle be-
rechnet werden miissen. Ein wirklich effizientes Verfahren zur Berechnung
kiirzester Wege ist also notwendig. Am Forschungsinstitut fiir Diskrete Ma-
thematik werden stiandig weitere Verbesserungen hierfiir entwickelt.
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2.5 Matroide

Wir haben in den Abschnitten 2.1 und 2.3 jeweils einen Greedy-Algorith-
mus kennengelernt. Der erste diente uns zum Farben planarer Graphen, der
zweite zur Bestimmung optimaler Baume. Allerdings hat unser Farbungsalgo-
rithmus nicht notwendigerweise eine optimale Losung gefunden. Wir wollen
in diesem Abschnitt ganz allgemeine Bedingungen aufstellen, unter denen
ein Greedy-Verfahren stets eine optimale Losung findet. Dazu benotigen wir
zunachst die folgenden Begriffe:

Ein Unabhiingigkeitssystem ist ein Paar M = (S, 1), das folgenden Bedin-
gungen genugt:

1) S ist eine endliche, nichtleere Menge.

2) [ isteine Familie von Teilmengen von S mit der Eigenschaft, dass wenn
A €1 und B C A, dann gilt auch B € I. Die Elemente von I heilen
unabhdngige Mengen.

Gilt zudem die folgende, als Austauscheigenschaft bezeichnete Bedingung,
so nennt man das Unabhangigkeitssystem ein Matroid:

3) Falls A € I und B €I und |A| < |B|, so gibt es ein x € B\ A so dass
AU{x} el

Es sei M = (S,1) ein Unabhingigkeitssystem. Eine unabhingige Menge
A € I heilit maximale unabhdingige Menge, falls AU {x} & I fiir alle x € S\ A,
d. h. keine Obermenge von A ist in / enthalten. Wir konnen nun folgende
Aussage beweisen:

Satz 6 In einem Matroid haben alle maximalen unabhingigen Mengen die
gleiche Grofe.

Beweis. Angenommen, es gibt maximale unabhangige Mengen A, B € I mit

|A| < |B|. Dann gibt es nach 3) ein x € B mit AU {x} ist unabhingig. Dies ist
ein Widerspruch zur Maximalitat von A. a
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Als Anwendung dieses Satzes betrachte einen Graphen G mit Knoten-
menge V und Kantenmenge E. Dann ist M = (E,I) ein Matroid, wobei I alle
kreisfreien Teilmengen von E beinhaltet. Offensichtlich gentigt M den Eigen-
schaften 1) und 2) und ist somit ein Unabhangigkeitssystem. Der Nachweis
der Eigenschaft 3) ist auch nicht weiter schwierig: Betrachte zwei kreisfreie
Kantenmengen A und B mit |A| < |B|. Dann hat der Graph mit Knotenmen-
ge V und Kantenmenge B weniger Teile als der Graph mit Knotenmenge V
und Kantenmenge A. Es gibt somit mindestens eine Kante in B, deren End-
knoten in verschiedenen Teilen des Graphen mit der Kantenmenge A liegen.
Eine solche Kante kann daher zu A hinzugefiigt werden, ohne einen Kreis zu
erzeugen. Wir stellen fest, dass in dem Matroid M = (E,I) die maximalen
unabhingigen Mengen genau die Kantenmengen der aufspannenden Baume
sind. Wie wir bereits in Abschnitt 2.2 gesehen haben, haben diese in einem
Graphen mit n Knoten die Grofle n — 1, sind also insbesondere alle gleich
grof3.

Ein gewichtetes Matroid ist ein Matroid M = (S,I) zusammen mit einer
Gewichtsfunktion w : § — R. Fiir eine Menge A € I ist w(A) als Y, 4 w(x)
definiert. Wir wollen nun in gewichteten Matroiden maximale unabhangige
Mengen kleinsten Gewichts finden. Dies ist nach obiger Bemerkung eine Ver-
allgemeinerung des Problems, einen minimalen aufspannenden Baum in ei-
nem Graphen zu finden.
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Greedy (M = (S1),w:S—R)

1 sortiereS so dasw(s;) <w() < ... <w(s)
2 A=0

3 fori=1tondo

4 if AU{s} €l thenA:=AU{s}

Abbildung 11: Der Greedy-Algorithmus zur Berechnung maaden un-
abhangiger Mengen kleinsten Gewichts.

Satz 7 Es sei M= (S/) mit w: S— R ein gewichtetes Matroid. Dann findet
der Greedy-Algorithmus eine maximale unahbige Menge A_ S kleinsten
Gewichts.

Beweis. Wir zeigen, dass die Meng& zu jedem Zeitpunkt des Greedy-
Algorithmus die Eigenschaft hat, dass sie Teilmenge eingximmalen un-
abhangigen Menge kleinsten Gewichts ist. Da dies dannlaeiddeendigung
des Algorithmus gilt, folgt daraus, dass der Greedy-Algpnus eine maxi-
male unabhangige Menge kleinsten Gewichts liefert.

Zu Beginn des Greedy-Algorithmus i8t= 0 und damit istA sicherlich
Teilmenge einer maximalen unabhangigen Menge kleinstewnichts. Be-
trachte nun den Zeitpunkt des Algorithmus zu dem ein Eleraeni A hin-
zugefugt wird. SeB eine maximale unabhangige Menge kleinsten Gewichts,
die A enthalt.

Fallss € B, so giltauchAU{s } C B. Fallss ¢ B, so gibt es eine maximale
unabhangige Mendg® mit AU{s} C B'undB’' C BU{s}. Dies folgt aus der
Austauscheigenschaft 3), indem man diese auf die MeAgefs } undB so
lange wie moglich anwendet.

Nach Satz 6 erhalten wir al®) = (BU{s}) \ {z} fur ein Elementz von
B\ A. Die MengeAU {z} ist genau wie die MengA U {s } unabhangig, da
AU{z} C Bgilt. Daz ¢ Aist, kannz noch nicht an der Reihe gewesen sein,
es muss alsa(s) < w(z) gelten. Damit gilt danmv(B’) < w(B), womit auch
B’ eine maximale unabhangige Menge kleinsten Gewichts ist. O
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Wir zeigen nun, dass auch die Umkehrung von Satz 7 gilt, @hGdeedy-
Algorithmus liefert in Unabhangigkeitssystemen genanndmaximale un-
abhangige Mengen kleinsten Gewichts, wenn es sich um Mathtandelt.

Satz8 Es sei M= (S) ein Unablangigkeitssystem. Falls der Greedy-
Algorithmus @ir beliebige Gewichtsfunktionen v — R eine maximale un-
abhangige Menge kleinsten Gewichts findet, so ist M ein Matroid.

Beweis. AngenommemM ist kein Matroid, d.h. es gibt Mengel B € | mit
|A| < |B|, aber fir allex € B\ Aist AU{x} ¢ |. Definiere eine Gewichtsfunk-
tion wdurch

—(|B|—1/2)/|A|, fallsxe A
w(X) 1= -1, fallsxeB\A
0, sonst

Der Greedy-Algorithmus wahlt zuerst die Elemente ¥oda diese klein-
stes Gewicht haben, denn es gilt weg&n< |B| auch—(|B|—1/2)/|A| < —1.
Alle weiteren Elemente, die zZd hinzugenommen werden kdnnen, haben Ge-
wicht 0. Der Greedy-Algorithmus liefert daher eine maxienahabhangige
Menge mit Gewicht-(|B| — 1/2). Es gibt jedoch eine maximale unabhangi-
ge Menge kleineren Gewichts. Dazu betrachte eine belighigdmale un-
abhangige Meng®&', die B enthalt. Da kein Element positives Gewicht hat,
gilt w(B') <w(B) = —|B| < w(A), und somit isB’ eine maximale unabhangi-
ge Menge, die kleineres Gewicht adshat. Der Greedy-Algorithmus liefert
somit nicht eine maximale unabhangige Menge kleinsteniGdws: Damit
muss unsere Annahme, dddskein Matroid ist, falsch gewesen sein. 0O
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3 Das Forschungsinstitut fiir Diskrete Mathema-
tik der Universitit Bonn

Das Forschungsinstitut fiir Diskrete Mathematik wurde im Jahr 1987
durch Senatsbeschluss als zentrale wissenschaftliche Einrichtung der Uni-
versitat Bonn gegriindet. Hierdurch sollte der Arbeitsgruppe von Professor
Bernhard Korte ein besonderer Rahmen gegeben werden. Durch Erlass des
Ministeriums fiir Wissenschaft und Forschung wurde Professor Korte zum
Direktor dieses Instituts bestellt. Als zentrale wissenschaftliche Einrichtung
der Universitat Bonn untersteht das Institut direkt dem Senat bzw. Rektorat.

Im Jahr 1997 konnte das Institut einen Neubau an der Ecke Lennéstraf3e/
Fritz-Tillmann-Strale beziehen. In demselben Gebaude befindet sich auch
das Arithmeum.

Das Institutsgebaude enthalt zudem einen Horsaal, einen Seminarraum
sowie eine grofle Bibliothek.
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3.1 Professoren und Mitarbeiter

Abbildung 12: Von links nach rechts: Professor Korte, Professor Vygen, Pro-
fessor Hougardy, Juniorprofessor Nieberg, Dr. Brenner.

Alle am Institut tatigen Professoren sind Mitglieder der Mathematisch-
Naturwissenschaftlichen Fakultat, die u.a. fiir die Studiengange verantwort-
lich ist.

Das Institut hat einen wissenschaftlichen Vorstand, dem alle am Institut
tatigen Professoren und der gewahlte Honorarprofessor, Professor Dr. Lasz16
Lovész, Budapest, angehoren.
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Im Einzelnen sind am Institut tatig:

Professor Dr. Stefan Hougardy

Tel. 0228/738746

E-Mail: hougardy@or.uni-bonn.de

Sprechstunden: nach der Vorlesung und nach Vereinbarung

Professor Dr. Dr. h.c. Bernhard Korte

Tel. 0228/738770

E-Mail: dm@or.uni-bonn.de

Sprechstunden: nach der Vorlesung und Dienstag von 11-42 Uh

Professor Dr. Jens Vygen

Tel.: 0228/738770

E-Mail: vygen@or.uni-bonn.de

Sprechstunden: nach der Vorlesung und nach Vereinbarung

Juniorprofessor Dr. Tim Nieberg

Tel.: 0228/738747

E-Mail: nieberg@or.uni-bonn.de

Sprechstunden: nach der Vorlesung und nach Vereinbarung

Das Lehrveranstaltungsprogramm, insbesontidmengen, Tutorien und Se-
minare, wird betreut von

Akad.Rat Dr. Ulrich Brenner
Tel.: 0228/738749
E-Mail: brenner@or.uni-bonn.de

Herr Dr. Brenner ist erster und standiger Ansprechpaiftivedie Studie-

renden in allen Fragen des Studienprogramms, Vorlesuiggeninare etc.

Das Institut beschaftigt dartiber hinaus rund zehn wisseaftliche Mit-

arbeiter (die meisten davon Doktoranden), die bei der Batrg der Studie-
renden mithelfen.
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3.2 Bibliothek des Instituts

Das Institut besitzt eine ausgezeichnete Fachbibliothek zur Diskreten Ma-
thematik mit rund 15.000 Biichern und 160 laufend bezogenen wissenschaftli-
chen Zeitschriften. Hervorgegangen aus einer von der Deutschen Forschungs-
gemeinschaft geforderten Literaturstelle, ist diese Bibliothek eine der besten
und umfassendsten Literatursammlungen zur Diskreten Mathematik weltweit.
Sie ist montags bis freitags von 9 Uhr bis 17 Uhr geoffnet. Ausreichend viele
Pliatze zum Arbeiten, ein dem Universitatssystem angeschlossener Kartenko-
pierer, sowie Computer fiir Literaturrecherchen sind vorhanden.

Der Hauptteil der Bibliothek ist eine Prasenzbibliothek. Daneben gibt es
auch eine Studienbibliothek als Ausleihbibliothek fiir Studierende der Dis-
kreten Mathematik, insbesondere fiir hohere Vorlesungen und Teilnehmer der
Seminare. In dieser Bibliothek ist die einschlagige Literatur von Vorlesungen
und Seminaren auch mehrfach vorhanden. Studierende konnen aus dieser Bi-
bliothek Biicher ausleihen.
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Das Institut verfiigt ferner gemeinsam mit dem Arithmeum iiber eine um-
fangreiche Sammlung historischer Mathematik- und Rechenbiicher, vornehm-
lich aus dem 16. und 17. Jahrhundert. Diese gehort zu den besten ihrer Art im
deutschsprachigen Raum. Einige bibliophile Rara sind nur in dieser Samm-
lung nachgewiesen.
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3.3 Forschung am Institut

Die Arbeitsgruppe ,,Diskrete Optimierung®, die Professor Korte vor
mehr als 30 Jahren an der Universitit Bonn aufgebaut hat und aus der
das Forschungsinstitut fiir Diskrete Mathematik hervorgegangen ist, war si-
cherlich pragend fiir die Entwicklung dieses mathematischen Arbeitsgebie-
tes in Deutschland und auch weltweit. Sie wurde in ihren Anfangen durch
mehrere Sonderforschungsbereiche der Deutschen Forschungsgemeinschaft
gefordert. Ein langjahriges bilaterales Forschungsprojekt zwischen der Unga-
rischen Akademie der Wissenschaften und der Deutschen Forschungsgemein-
schaft hat insbesondere die Kooperation mit ungarischen Wissenschaftlern
und der dortigen exzellenten Schule in der Diskreten Mathematik gefordert.
Lehrstiihle an zahlreichen deutschen Universitaten und im Ausland sind aus
der Bonner Forschungsgruppe hervorgegangen. Mehr als 50 Forschungssti-
pendiaten und Forschungspreistrager der Alexander-von-Humboldt-Stiftung
haben sich das Bonner Institut als Gastinstitution ausgewahlt. Zahlreiche
Gastwissenschaftler haben langere oder kiirzere Forschungsaufenthalte in
Bonn verbracht. Der Stifterverband fiir die Deutsche Wissenschaft hat zwei
Stiftungsprofessuren (John-von-Neumann-Professuren) am Bonner Institut
eingerichtet. Das Forschungsinstitut fiir Diskrete Mathematik und die hier
tatigen Professoren und Wissenschaftler sind Mitglieder des Hausdorff Cen-
ter for Mathematics, des Exzellenzclusters Mathematik.

Die Forschungsschwerpunkte des Instituts sind die Kombinatorische Op-
timierung und Anwendungen im Chip-Design. Gegenstand der Kombinato-
rischen Optimierung sind Probleme, bei denen aus einer endlichen Menge
(mit einer kombinatorischen Struktur) ein bestes Elements (im Sinne einer
Zielfunktion) gesucht wird. Einfache Beispiele haben wir in den Kapiteln 2.3
bis 2.5 behandelt. Wie wir dort gesehen haben, ist das Ausprobieren aller
Moglichkeiten indiskutabel; stattdessen sucht man Algorithmen mit polyno-
mieller Laufzeit, die die kombinatorische Struktur des Problems ausnutzen.

Die Wissenschaftler des Instituts haben in vielen Bereichen der Kombi-
natorischen Optimierung wichtige Beitrage geleistet. Zu nennen sind hier
Netzwerkflussalgorithmen, Multicommodity flows, Steinerbaume, kiirzeste
und disjunkte Wege, Matchings, Facility location, Matroide und submodu-
lare Funktionen, um nur einige zu nennen. Das am Institut entstandene Stan-
dardwerk ,,Combinatorial Optimization: Theory and Algorithms* ist bereits
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in vielen Auflagen erschienen und in mehrere Sprachen étz¢rgorden. Es
bildet auch die Hauptgrundlage mehrerer Lehrveranstgdtnles Instituts.

Die Bedeutung der Kombinatorischen Optimierung liegt hithetzt dar-
in, dass die betrachteten Probleme in vielen Anwendungenagintrale Rol-
le spielen, z.B. in Verkehrsplanung, Logistik, Telekomiiation und vielen
anderen Bereichen. Das vielleicht spannendste und \igkstei Anwendungs-
gebiet ist das Chip-Design. Seit mehr als zwanzig Jahrepewert das Insti-
tut mit verschiedenen Firmen der Computerindustrie, alteran IBM, und
entwickelt Algorithmen fur den Entwurf hochstkomplexamips.

Die Kooperation zwischen der IBM und der Universitat Bormwbdem
Forschungsinstitut fur Diskrete Mathematik ist eine derdfristigsten und
auch erfolgreichsten Kooperationen zwischen Wissenscimaf Wirtschaft,
die es bisher weltweit gegeben hat. Mehr als 1.000 hochgtlexe Chips
sind bisher mit den Algorithmen und Methoden der Bonner @itdh Ma-
thematik entworfen worden, darunter bekannte Mikropreaesn, Network
Switches und System Controller, die sogar im Guinness-RischRekorde
erwahnt wurden. Die in Bonn entwickelten Algorithmen unéthbden, die
als Softwarepaket unter dem Namen ,,BonnTools" bekannd@mnyrsind in
Designcentern auf der ganzen Welt standig im Einsatz.

In den letzten zwanzig Jahren hat sich die Komplexitat dmgikchips
und Mikroprozessoren dramatisch vergrof3ert. Zu Anfartgghalie fingerna-
gelgrof3en Chips etwa eine Million Transistoren und eineages Verdrah-
tungslange dazwischen von circa 15 Metern. Heute findet awdreinem
gleich groR3en Chip rund eine Milliarde Transistoren, deyesamte Verdrah-
tung in einem dreidimensionalen Gitter mit zehn Lagen mé&heimen Kilo-
meter Lange haben kann. Bedingt durch die immense Steigeler Komple-
xitat treten im Chipdesign immer wieder neue und bishdligzanbekannte
Probleme auf, die auch dazu fiilhren, dass Methoden und iEhder Diskre-
ten Optimierung wesentlich weiterentwickelt werden neinss

Die Taktfrequenz moderner Mikroprozessoren liegt hebtr rier Giga-
hertz. Selbst einfache PCs haben Taktfrequenzen von nsethwael Gigahertz.
Das optimale Timing eines solchen Chips kann nur noch mitKiaerten
Verfahren aus der Diskreten Optimierung behandelt werdem.dem Mot-
to ,,immer kleiner, immer schneller®, von dem die Chipintligsgetrieben
wird, Rechnung zu tragen, werden stets neue technologi&atvécklungen
vorangetrieben. Die Materialien und Fertigungsprozessalen verbessert
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und optimiert. Durch solche technologischen Verbesserungen kann man dann
zum Beispiel Verbesserungen in der Taktfrequenz (Rechengeschwindigkeit)
von etwa 20 bis 25 Prozent erreichen. Da hierfiir aber neue Materialien und
vollstandig neue Fertigungstechnologien notwendig sind, ist das nur moglich,
indem neue Fabriken und neue Fertigungsgerate fiir die nachste Chipgenera-
tion gebaut werden. Das erfordert Investitionen in der Groenordnung von
funf Milliarden Dollar. Mit Methoden der Diskreten Mathematik konnten die
Bonner Forscher mehrfach ahnlich grofle Verbesserungen von 25 Prozent und
mehr erreichen. Fiir den Einsatz der Mathematik sind null Investitionen not-
wendig, nur richtiges Nachdenken! Ein schoner und nachvollziehbarer Be-
weis fiir den Wert der Mathematik!
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3.4 Arithmeum

Das Arithmeum ist ebenfalls eine zentrale Einrichtung der Universitat
Bonn, die durch Senatsbeschluss begriindet wurde, um der umfangreichen
Sammlung historischer Rechenmaschinen und Rechengerate von Professor
Korte eine besondere Heimat zu geben. Schon als Student begann Professor
Korte mechanische Rechenmaschinen zu sammeln, weil zu der Zeit bereits
alle groBen Rechner elektronisch waren und es abzusehen war, dass mecha-
nische Rechengerite vollstandig obsolet werden wiirden. Die erste Maschine
der Sammlung ist diejenige (Brunsviga-) Rechenmaschine, mit der Profes-
sor Korte die Ubungsaufgaben in der praktischen Mathematik geldst hat. Die
umfangreiche Sammlung mechanischer Rechenmaschinen war zunachst eine
private Sammlung, die dann Professor Korte gemeinsam mit anderen Samm-
lungsteilen (konstruktive Kunst und historische Biicher) durch Schenkungs-
vertrag der Universitat und dem Land Nordrhein-Westfalen tibereignet hat.
Im Gegenzug wurden dann zusatzliche Finanzmittel des Bundes (Ausgleichs-
mittel) fiir den Museumsteil im Neubau des Instituts zur Verfligung gestellt.
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Die Sammlung des Arithmeums ist nun mit mehr als 5.000 Objekt
die bei Weitem umfassendste und bedeutendste Sammlungnischer Re-
chenmaschinen weltweit. Viele Objekte sind Unikate, die inuder hiesi-
gen Sammlung zu finden sind. Aus Platzgriinden hatte siclsaiemlung
zunachst ausschlief3lich auf mechanische Rechengendteftriert. Fiir gro-
Re elektronische Rechner aus der Frilhzeit des Computdts féer Platz.
Seit der Neubau und zusatzliche Lagerflachen zur Veriggtehen, werden
auch elektronische Rechengerate in die Sammlung desmeitms aufge-
nommen. So verfugt das Arithmeum Uber einen der wenigeni(@der drei)
Zuse-Computer, die noch voll funktionsfahig sind. Bei Spkliihrungen im
Arithmeum wird dieser Zuse-Rechner vorgefiihrt.

Wie oben schon erwahnt, verfigt das Arithmeum Uber eedehtende
Sammlung bibliophiler Biicher zur Mathematik und zum ReghrNewtons
Principia Mathematicast in der Erstauflage und weiteren Auflagen vertreten.
Die Ausgabe von Diophantes Werken mit der Annotation vomrPide Fer-
mat ist ebenfalls vertreten. Hier findet man bekanntlictbéigihmte Randno-
tiz von Fermat, dass er fiir das sogenannte FermatscheeRr@@ -+ b" = c"
ist nur firn = 2 losbar) eine schone Losung habe, aber dass der Rand der
Seite zu klein sei, um sie dort niederzuschreiben. Es hatrivekch mehr als
300 Jahre gedauert, bis Andrew Wiles hierfir einen Beweliefgrt hat, der
sich aber nicht auf den Rand einer Buchseite schreibeth lass

Dartuber hinaus verfugt das Arithmeum tber eine umfaogeeSamm-
lung von Stuhlklassikern und Uber eine bedeutende Sangritonstrukti-
ver Kunst, die zu den drei besten Sammlungen im deutschEgeacRaum
gehort. Diese Kunstobjekte werden im Wechsel mit Sondstallungen zur
konstruktiven Kunst im Arithmeum gezeigt. Schlie3lichamstaltet die Deut-
sche Welle gemeinsam mit dem Arithmeum die Konzertserangerto dis-
creto”, die nunmehr schon in der zehnten Saison stattfifbdien der Aus-
stellung von Rechengeraten hat sich das Arithmeum songirem kulturel-
len Kleinod der Universitat entwickelt.

Im Arithmeum finden laufend Kinder-, Schiler- und Jugemdpam-
me statt. Jeden Sonntag gibt es kostenlose Fiuihrungen diggGammlung
und zur konstruktiven Kunst. Das Arithmeum ist dienstagsdoinntags von
11 bis 18 Uhr geoffnet. Frau Dr. Ina Prinz (Telefon 0228-788, E-Malil:
prinz@or.uni-bonn.de) ist die Direktorin des Arithmeums.
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4 Diskrete Mathematik in Bonn studieren

An der Universitiat Bonn kann die Diskrete Mathematik als Schwerpunkt-
gebiet im Rahmen eines Mathematik- oder Informatikstudiums gewahlt wer-
den. Das Studium beginnt mit dem Bachelorprogramm, im Anschluss daran
kann ein Masterprogramm durchlaufen werden. Fiir besonders an der For-
schung Interessierte bietet sich dartiberhinaus die Moglichkeit eine Promoti-
on anzuschlieBen.

Die Bachelorprogramme in Mathematik und Informatik zielen darauf hin,
den Studentinnen und Studenten eine grundlegende wissenschaftliche Ausbil-
dung in dem jeweiligen Fachgebiet zu vermitteln. Ein Teilgebiet — wie zum
Beispiel die Diskrete Mathematik — kann als Schwerpunktgebiet gewahlt
werden, indem besonders viele Veranstaltungen aus diesem Teilgebiet belegt
werden. Zudem ist das Studium eines Nebenfachs im Rahmen des Bachelor-
programms vorgeschrieben. Das Bachelorstudium dauert in der Regel 6 Se-
mester (3 Jahre) und endet mit dem Verfassen einer Bachelorarbeit. Bei erfolg-
reichem Studienabschluss wird der akademische Grad ,,Bachelor of Science
(B. Sc.)* verliehen.

Die Masterprogramme Mathematics bzw. Computer Science dienen dazu,
sich in aktuelle Forschungsthemen des jeweiligen Fachgebietes vertieft ein-
zuarbeiten. Ein wesentlicher Bestandteil ist das Verfassen einer Masterarbeit.
Als Zulassung zum Masterprogramm ist ein Bachelorabschluss erforderlich.
Die Regelstudienzeit fiir das Masterprogramm betragt 2 Jahre (4 Semester).
Die Veranstaltungen des Masterprogramms werden in englischer Sprache ab-
gehalten. Bei erfolgreichem Studienabschluss wird der akademische Grad
,,Master of Science (M. Sc.)* verliehen.

Im Rahmen einer Promotion werden unter der engen Betreuung einer
Professorin oder eines Professors aktuelle Forschungsthemen bearbeitet. Die
Ergebnisse werden in einer Doktorarbeit aufgeschrieben und stellen ein ei-
genstandiges wissenschaftliches Werk dar. Bei erfolgreichem Abschluss wird
der akademische Grad ,,Doctor rerum naturalium (Dr. rer. nat.)* verliehen. Zu-
lassungsvoraussetzung zur Promotion ist in der Regel ein Masterabschluss, in
Ausnahmefillen kann aber auch der Bachelorabschluss ausreichen.
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4.1 Lehrveranstaltungen

Herr Dr. Ulrich Brenner ist erster Ansprechpartner fiir Studierende in al-
len Fragen des Studiums. Selbstverstandlich konnen sich die Studierenden
auch mit Fragen zum Fach Diskrete Mathematik, zu den Vorlesungsinhalten
und zu Abschlussarbeiten (Bachelor- und Masterarbeiten) jederzeit an alle
Professoren des Instituts wenden.

In jedem Semester bietet das Forschungsinstitut fiir Diskrete Mathematik
Vorlesungen sowohl fiir den Bachelorstudiengang als auch fiir den Master-
studiengang an. Die meisten Vorlesungen sind vierstiindig und werden durch
zweistiindige Ubungen begleitet. Den Horerinnen und Horern der Vorlesun-
gen werden jede Woche Ubungsaufgaben gestellt, fiir die sie in der Regel
eine Woche Bearbeitungszeit haben und die dann in den Ubungen bespro-
chen werden. Die Aufgaben konnen Theorieaufgaben sein (einfache Beweise
oder Entwicklung von Algorithmen) oder in der Implementierung von Al-
gorithmen bestehen. Am Ende des Semesters gibt es eine Modulpriifung in
Form einer Klausur oder miindlichen Priifung. Zulassungsvoraussetzung fiir
die Modulpriifung ist die erfolgreiche Teilnahme an den Ubungen. Daneben
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gibt es im Masterstudiengang auch vertiefende zweistiindige und vierstiindige
Vorlesungen ohne begleitende Ubungen.

Samtliche Ubungen zu den Vorlesungen im Bachelorprogramm werden
von Tutoren in Kleingruppen durchgefiihrt. Als Tutoren konnen sich Studie-
rende, die die entsprechende Vorlesung bereits erfolgreich absolviert haben,
jederzeit bei Herrn Dr. Brenner (Tel. 0228/738749) bewerben. Eine Tuto-
rentatigkeit kann in den Studiengangen der Mathematik auch als Tutoren-
praktikum angerechnet werden. Herr Dr. Brenner betreut auch die Tutoren
und veranstaltet laufend Tutorenbesprechungen.

Seminare im Studienprogramm Diskrete Mathematik werden grundsatz-
lich als Vortragsseminare durchgefiihrt. Am Ende des vorhergehenden Seme-
sters werden in einer Vorbesprechung die Vortragsthemen vergeben. Hierbei
handelt es sich entweder um Kapitel aus geeigneten Monographien oder um
aktuelle Forschungsarbeiten aus der Zeitschriftenliteratur oder als Preprint.
Die Vortragenden werden von wissenschaftlichen Mitarbeitern des Instituts
betreut. Diese konnen jederzeit bei der Vortragsvorbereitung kontaktiert wer-
den. Vor dem eigentlichen Vortrag im Seminar wird (auBBer beim fiir das zwei-
te Semester vorgesehenen Seminar S1G1) ein ,,Probevortrag™ und eine ein-
bis zweiseitige Kurzzusammenfassung erwartet. Hierbei soll festgestellt wer-
den, ob die Vortragenden den Inhalt verstanden haben und in entsprechender
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Klarheit auch prasentieren konnen, so dass sichergestellt ist, dass alle Se-
minarteilnehmerinnen und Seminarteilnehmer dem Vortrag mit Verstandnis
folgen konnen. Eine schriftliche Ausarbeitung des Vortrags wird in der Regel
nicht erwartet. Hilfsmittel (Projektor, Handouts) sind moglich, jedoch soll der
wesentliche Vortragsinhalt an der Tafel entwickelt werden.

Das Forschungsinstitut bietet regelmafig Programmierpraktika an, in
denen die Studierenden lernen sollen, Algorithmen zu implementieren, die et-
was umfangreicher und anspruchsvoller sind als die in den Ubungsaufgaben
behandelten Verfahren. Es gibt in der Regel eine leichtere Einarbeitungsauf-
gabe, die bis zur Mitte des Semesters zu l0sen ist. Die weiteren Teilaufgaben
sind dann iiblicherweise bis zum Ende der Vorlesungszeit zu bearbeiten.
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4.2 Studienpline

Im Rahmen des Bachelor- und des Masterprogramms besuchen die Stu-
dentinnen und Studenten sogenannte Module, wie zum Beispiel Vorlesun-
gen oder Seminare, die jeweils ein Semester dauern und an deren Ende eine
Priifung abgelegt wird. Fiir jede erfolgreich abgelegte Priifung werden Lei-
stungspunkte vergeben, deren Hohe vom Arbeitsaufwand fiir das entsprechen-
de Modul abhangt.

Fiir den erfolgreichen Abschluss des Bachelorprogramms sind 180 Lei-
stungspunkte erforderlich. Im Rahmen des Bachelorprogramms in Mathema-
tik oder Informatik gibt es eine Reihe von Pflichtmodulen, die von jeder Stu-
dentin und jedem Studenten belegt werden miissen. Dariiberhinaus konnen
unter Einhaltung einiger Regeln weitere Module frei gewahlt werden. Al-
le Regeln im Detail hier aufzulisten ware zu aufwendig, sie konnen in den
entsprechenden Priifungsordnungen nachgelesen werden (siche Abschnitt 5).
Stattdessen geben wir hier beispielhafte Studienplane fiir ein Mathematikstu-
dium mit Nebenfach Informatik und ein Informatikstudium mit Nebenfach
Mathematik an. In beiden Studienplanen sind dabei moglichst viele Module
der Diskreten Mathematik vertreten, wobei in der Informatik mehr Pflichtmo-
dule und damit weniger Wahlmoglichkeiten existieren.

In jeder Zeile der Studienplane sind die in dem entsprechenden Semester
zu besuchenden Module aufgefiihrt. Alle rot gekennzeichneten Module sind
Pflichtmodule, die von jeder Studentin und jedem Studenten im Bachelorstu-
diengang belegt werden miissen. Die Module der Diskreten Mathematik sind
gelb. Sonstige, weitgehend frei wahlbare Module des Hauptfaches bzw. des
Nebenfaches sind griin bzw. blau gekennzeichnet. Module, die zur Bachelor-
bzw. Masterarbeit gehoren, sind orange hervorgehoben. Jedes Modul erfor-
dert eine gewisse zeitliche Prasenz, die in runden Klammern unterhalb des
Modulnamens angegeben ist. Dabei stehen die Buchstaben ,,V*, LU« 8¢
und ,,P* fiir die Lehrformen ,, Vorlesung*, ,,Ubung“, ,,Seminar, bzw. ,,Prak-
tikum“. Die hinter den Buchstaben stehenden Zahlen geben die wochentliche
Prasenzzeit in Stunden an. Zum Beispiel steht (V4+U2) fiir eine Veranstal-
tung, die insgesamt 6 Stunden Prasenz in der Woche erfordert, die sich in
4 Stunden fiir eine Vorlesung und 2 Stunden fiir eine Ubung aufteilen. In
eckigen Klammern ist neben der Modulnummer die Anzahl Leistungspunkte
angegeben, die flir das Modul bei erfolgreichem Abschluss vergeben werden.
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Fir den erfolgreichen Abschluss des MasterprograMathematicoder
Computer Sciencsind insgesamt 120 Leistungspunkte erforderlich. Im er-
sten Semester werden eine Reihe von vertiefenden Einigsueranstaltun-
gen in unterschiedliche Gebiete des entsprechenden Stadiies angeboten.
Darauf aufbauend konnen Spezialvorlesungen gewahtlemerdie das Wis-
sen aus aktuellen Forschungsgebieten vermitteln und aisdBge fir die
Anfertigung der Masterarbeit dienen. Obwohl auf3er den Nevdzur Master-
arbeit alle anderen Module frei wahlbar sind, gibt es eipéhR von Regeln,
die zum Beispiel sicherstellen, dass das Studium hinratheeit ausgelegt
ist. Wir geben hier wiederum nicht alle Regeln im Detail vaedondern zei-
gen anhand von Beispielen, wie ein MasterstudidathematicoderCompu-
ter Sciencemit Schwerpunkt auf der Diskreten Mathematik aussehemtedn
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4.3 Module der Diskreten Mathematik

Im Rahmen des Bachelor- und Masterstudiums in Mathematik oder Infor-
matik kann eine Vielzahl von Modulen aus der Diskreten Mathematik gewahlt
werden, die wir im Folgenden detaillierter beschreiben. Hinter jedem Mo-
dulnamen stehen in eckigen Klammern jeweils die Modulnummern fiir das
Studienfach Mathematik bzw. Informatik. Einige Module der Diskreten Ma-
thematik konnen im Rahmen des Informatikstudiums nicht gewahlt werden.
Entsprechend fehlt bei diesen die Angabe der zweiten Modulnummer. In run-
den Klammern steht hinter jedem Modul jeweils die wochentliche Prasenzzeit
mit den oben beschriebenen Buchstabenkiirzeln, die die Art der Veranstaltung
angeben.
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Module des Bachelorstudiums

Einfiihrung in die Diskrete Mathematik [V2C1] [BA-INF 107] (V4+U2)
Die Vorlesung vermittelt ein vertieftes Verstandnis detler Strukturen sowie
wichtiger Algorithmen fir grundlegende kombinatoriséptimierungspro-
bleme. Zudem erlernen die Studierenden die Bewertung vieener algo-
rithmischer Losungen und die geeignete Modellierung umplémentierung
praktischer Probleme als kombinatorische Optimierungspme.

Lineare und ganzzahlige Optimierung[V2C2] [BA-INF 106] (V4+U2)

Die Vorlesung vermittelt das Verstandnis der grundlegeritlisammenhange
der Polyedertheorie und der Theorie der linearen und ghligea Optimie-
rung sowie die Kenntnis der wichtigsten Algorithmen. Zuderiernen die
Studierenden die Fahigkeit praktische Probleme als matische Optimie-
rungsprobleme zu modellieren und algorithmisch zu losen.

Kombinatorik, Graphen, Matroide [V2C3] [BA-INF MM14] (V4+ U2)

Die Vorlesung vermittelt ein tieferes Verstandnis dis&reStrukturen, grund-
legende Fragestellungen und Losungsansatze der Kotohilnaowie die
Kenntnis der Grundlagen von Graphen- und Matroidtheorie.

Hauptseminar Diskrete Optimierung [S2C1] (S4)

Im Rahmen dieses Seminars erarbeiten die Studentinnentuddrien ein
aktuelles Thema der Diskreten Optimierung. Dazu wird Wideeler Litera-
turrecherche und der Lektiire von Originalarbeiten veetitDie Ergebnisse
werden didaktisch aufbereitet in einer Prasentationestajlt und diskutiert.

Programmierpraktikum Diskrete Optimierung [P2C1] (P4)

Das Programmierpraktikum vermittelt die Fahigkeit Algomen der Diskre-
ten Optimierung zu implementieren. Dazu gehoren die Wablgneter Da-
tenstrukturen sowie Kenntnisse in Test und Dokumentation.

Geschichte des maschinellen RechnefidI108][BA-INF 108](V2+U2)

Es wird einUberblick iiber die wesentlichen Erfindungen in der Gedtthic
des maschinellen Rechnens vermittelt. Dazu gehoren nightheoretische
Grundlagen, sondern auch das selbstandige Untersudterischer Objekte.
Die Studierenden werden dazu befahigt, aktuelle Entwiogen der Informa-
tik historisch einzuordnen.
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Module des Masterstudiums

Combinatorial Optimization [V4C1] [MA-INF 1102] (V4+U2)

Die Vorlesung vermittelt fortgeschrittene Kenntnisse der kombinatorischen
Optimierung und die Fahigkeit zur geeigneten Modellierung und Entwick-
lung von Losungsstrategien fiir kombinatorische Optimierungsprobleme.

Approximation Algorithms [V4C2] [MA-INF 1201] (V4+02)

In der Vorlesung werden die wichtigsten Approximationsalgorithmen fiir NP-
schwere kombinatorische Optimierungsprobleme vorgestellt. Dartiberhinaus
werden Techniken zum Beweis von unteren und oberen Schranken vermittelt
und auf Randomisierung beruhende Ansitze vorgestellt.
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Chip Design[V4C3] [MA-INF 1202] (V4+U2)

Die Vorlesung stellt die zentralen Probleme und Algoritirime Chip-Design
vor. Sie vermittelt zudem das Verstandnis fir die EntWwiok und Anwen-
dung mathematischer Methoden zur Losung realer Probletter Beriick-
sichtigung technischer Rahmenbedingungen. Schlielatden Techniken
zur Entwicklung und Implementierung effizienter Algoritemfir sehr grof3e
Instanzen vorgestellt und Einblicke in die Praxis des Ubgsigns gegeben.

Advanced Topics in Discrete Mathematic§v5C1] [MA-INF 1302] (V4)
Die Vorlesung behandelt ein fortgeschrittenes, aktuélteschungsthemader
Diskreten Mathematik.

Selected Topics in Discrete OptimizatiorfV5C2] [MA-INF 1303] (V2)
Die Vorlesung behandelt ein fortgeschrittenes, aktuéitegschungsthemader
Diskreten Optimierung.

Graduate Seminar on Discrete Optimization[S4C1] [MA-INF 1205] (S4)
In diesem Seminar wird ein jeweils wechselndes, aktuelbesdhungsgebiet
der Diskreten Optimierung anhand neuerer Originallitera¢rtiefend behan-
delt.

Graduate Seminar on Chip DesignS4C2] [MA-INF 1305] (S4)
Es werden jeweils wechselnde Themen des Chip-Design umchwelter An-
wendungen anhand aktueller Originalliteratur vertiefbatiandelt.

Combinatorial Algorithms [P5C1] [MA-INF 1207] (P4)

In diesem Praktikum wird die Fahigkeit zur Implementieggwon schwierige-
ren kombinatorischen Algorithmen sowie die Handhabungttrizialer Da-
tenstrukturen erlernt. Darliberhinaus werden fortgeehe Softwaretechni-
ken erlernt bzw. vertieft.

Algorithms for Chip Design [P5C2] [MA-INF 1308] (P4)

In diesem Praktikum wird die Fahigkeit zur Implementiegwon Algorith-
men fir das Chip-Design sowie der effiziente Umgang mit ggbRen In-
stanzen vermittelt. Dariiberhinaus werden fortgeseméiSoftwaretechniken
erlernt bzw. vertieft.
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4.4 Abschlussarbeiten

Die meisten Abschlussarbeiten in der Diskreten Mathematik kombinie-
ren eine theoretische Fragestellung mit einer Anwendung, in der Regel im
Bereich des Chip-Design. Je nach Neigung und Fahigkeiten kann der Schwer-
punkt dabei stiarker auf der Theorie oder starker auf der Anwendung liegen.
Dies ist zu Beginn der Arbeit meist nicht exakt festgelegt.

Bachelorarbeiten haben einfache, in wenigen Monaten zu bearbeitende
Themen zum Gegenstand. In der Masterarbeit werden anspruchsvollere Fra-
gestellungen bearbeitet. Fiir die Anfertigung einer Masterarbeit sind unter
Beriicksichtigung der notwendigen Einarbeitungszeit etwa 6 — 12 Monate zu
veranschlagen.
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4.5 Weitere Angebote fiir Schiiler und Studenten

Das Institut wird auch ein Exkursionsprogramm fiir Studierende der
Diskreten Mathematik durchfiihren. Hierdurch soll den Studierenden schon
in jungen Jahren ein Einblick in die berufliche Praxis und in die breiten
und interessanten Anwendungsmoglichkeiten der Diskreten Mathematik ge-
geben werden. Es ist beabsichtigt, zum Beispiel mathematische Abteilungen
in Produktionsunternehmen, Beratungsunternehmen, Fluggesellschaften, I'T-
Unternehmen und Unternehmen der Computerindustrie in dieses Exkursi-
onsprogramm einzubeziehen. Der Besuch von ausgewahlten technischen und
mathematisch-naturwissenschaftlichen Museen im In- und Ausland ist eben-
falls vorgesehen. Das Programm wird gemeinsam mit dem Arithmeum durch-
gefiihrt.

Das Institut betreibt auch ein besonderes Mentorenprogramm. Mento-
ren konnen Studierende werden, die sich durch sehr gute und ausgezeichnete
Priifungsergebnisse oder Seminarleistungen ausgewiesen haben. Sie werden
von den am Institut tatigen Professoren ausgewahlt und fiir eine Forderungs-
dauer von mindestens einem Jahr ernannt. Wahrend dieser Forderungsdauer
erhalten die Mentoren ein Stipendium von EUR 1.500,00 pro Jahr. Dieses Sti-
pendium wird unabhangig von der finanziellen und 6konomischen Situation
der Studierenden vergeben. Es ist insofern primar eine Auszeichnung fiir ex-
zellente Studienleistungen. Von den Mentoren wird — wie der Name schon
sagt — erwartet, dass sie jingere Studierende beraten, zum Beispiel in Form
von zwanglosen Studentenzirkeln u.A. Im Gegensatz zu den Tutoren wird
von den Mentoren aber keine spezifische Dienstleistung erwartet, da sich das
Mentorenprogramm primar als Auszeichnung fiir herausragende Studienlei-
stungen versteht.

Studierende, die eine Abschlussarbeit (Bachelor- oder Masterarbeit) in
der Diskreten Mathematik schreiben wollen, sollten sich moglichst frithzeitig
um eine Stelle als studentische Hilfskraft am Institut bemiihen. Die Vergi-
tung fiir eine studentische Hilfskraft richtet sich nach den Standardsatzen der
Universitat und ist so bemessen, dass sie zur Bestreitung von Lebensunterhalt
und Wohnen ausreicht. Eine studentische Hilfskraft erhalt einen Arbeitsplatz
am Institut. Sie kann an den Forschungsseminaren und allen sonstigen Akti-
vitaten des Instituts teilnehmen. Sie wird von einem wissenschaftlichen Mit-
arbeiter betreut und mit relativ einfachen Arbeiten an Forschungsthemen des
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Instituts zu einer Abschlussarbeit hingefiihrt. Es ist der Regelfall, dass Studie-
rende, die eine Abschlussarbeit in der Diskreten Mathematik schreiben, auch
eine Stelle als studentische Hilfskraft am Institut haben. So ist eine intensive

Betreuung gewahrleistet.

Das Institut veranstaltet gemeinsam mit dem Arithmeum ein eigenstandi-
ges Schiilerprogramm. Dadurch sollen Schiilerinnen und Schiiler (vorzugs-
weise der 9. Klasse) eine erste Einfithrung in die Diskrete Mathematik erhal-
ten, da dieses neue mathematische Gebiet tliblicherweise nicht Gegenstand
des Schulstoffs ist. Zu diesem Programm sollen sich die Klassen iiber Thren
Mathematik- oder Klassenlehrer anmelden. Es konnen dann Termine fiir das
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Programm, das in den Riaumen des Instituts stattfindet, vereinbart werden.
In seiner jetzigen Form findet das Programm an vier Tagen mit jeweils 1,5
Stunden statt. Teilnehmerinnen und Teilnehmer dieses Schiilerprogramms er-
halten ein Teilnahmezertifikat.

Mit diesem Programm soll erreicht werden, Schiilerinnen und Schiiler
moglichst frithzeitig fiir das spannende neue mathematische Gebiet der Dis-
kreten Mathematik zu interessieren und sie bei entsprechender Begabung zu
motivieren, sich fiir dieses Fach auch im Studium zu interessieren.
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5 Weiterfiihrende Informationen

Internet

http://www.or.uni-bonn.de
Die Webseite des Instituts.

http://www.or.uni-bonn.de/teaching.de.html

Enthailt alle Informationen zu den Lehrveranstaltungen der Diskreten Mathe-
matik sowie niitzliche Informationen zum Bachelor- und Master-Studiengang
an der Universitiat Bonn und am Institut.

http://www.arithmeum.uni-bonn.de
Die Webseite des Arithmeums.

http://www.mathematics.uni-bonn.de
http://www.informatik.uni-bonn.de

Mathematik bzw. Informatik an der Uni Bonn. Hier finden sich insbesondere
auch offizielle Dokumente, wie Priifungsordnungen und Modulhandbiicher.

Biicher, die zum Selbststudium geeignet sind:

Gritzmann, Brandenberg: Das Geheimnis des kiirzesten Weges. Ein mathe-
matisches Abenteuer. 3. Auflage, Springer 2005

Matousek, Nesetril: Diskrete Mathematik. Eine Entdeckungsreise. 2. Auflage,
Springer 2007

Aigner, Ziegler: Das BUCH der Beweise. 2. Auflage, Springer 2004

Lovész, Pelikdn, Vesztergombi: Diskrete Mathematik. Springer 2005
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