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k
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2 . . . ei−1
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2 . . . ei

2)

≥
∑
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mst(R/E1e
1
2 . . . ei−1

2 )−mst(R/E1e
1
2 . . . ei
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= mst(R/E1)−mst(R/E1E2) .
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��ÆD�M� Ç��
E ¥

 �q�M�q�q�Q�M�������$�M��È�� � Ç ¥ � ¥�� N0 ¥

B¼�rB ��KG���] G�����
� ç��uè2é��! ÝaR$&"('e�@�.é� Ðë;¶Gg¼»�ë; Ðë�ìrº=�ué½,pf;/10½Þ ²�5�ªF©�¤{¢
	�«

A3
A0ªF«v��¦�¢ ·�¡�¬F 

11/6¬�����©±ª��F¤{«3¬K¢¥¤ ªF h§£ªF©
SMT

>
8P©±ª'ª�§�> ù ��¯����M�0��¢����i�M�7�£�M��ÆD���M�������q�M�q�q���D���M��� Æ�È��7���±Ç��M��ÅdÇ��°ÆÓ�I�'Æ��±Ç�¢�È����G��Ä
È��q�±Ç���� É Â �WÆ�È����'Æ���ºÀ��¢����i�M�7�$��ÆD¢v�@�7� � Mi

Ç��hÆ Å%Ç���Ç�Å*��Åô�M��ÆD�q��Ç��q�Ó�M���$�������
RÇ��

Ei ¥Y ���i���<������� Nimax
= Mimax

�$���q���$�i���
R ¥ Õ°º0�M���¨�$�����M�M�M���i�±Ç������M���i� � Ni

Ç��
�$���q���$�i���$�Ç �

Ni+1
Ç�� ¥» ���i���<�I����� N0 � ÆD���Å�M�u���Q�M�������q�M�q�q� � �$���q���$�i��� R ¥

m Ì
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zÞ�i�
gain :=

∑

i gaini(ti+1) ¥ò ��� ÆD��Æ�È�º��±Ç����D���M���¡�v�i�]�����±Å°ÆD���$�Ó�0ÆD�±Ç���Ç��
¢�Æ����$�����£�M���¨���FÈ�È��"©�Ç��q� ¦ Ç�� ¬ �$Û.��Æ�È�Ç��±Ç��$�'É

|N0| ≤ |Nimax
|+ gain ¦ Ë ¬

|Mimax
|/2 = |M0|/2− gain ¦ î ¬

|Mimax
| ≤ smt3(R) ¦ Ì ¬

Õ¼�<�I�����Y©«�¸�7�i�±Ç �kº¨�M���£Å � È��i�¤���Æ¯������Þ���$�Y���"© ¦ Ë ¬nß ¦ Ì ¬ �����7�i�M���i�6Ç�Å|��È�º��M���¸�£È5Æ�Ç�Å��$�
�v�i�]�����±Å°ÆD���$���0ÆD�±Ç�� ¥Q ���*È��i�q�
�M�4�D�»�M���*���q�M�q�q�NÇ�� |N0| ¥ �ª��Ç��q� Nimax

= Mimax
������¨��Æ�È �»�D� |Nimax

| Ç�� ¦ Ë ¬ �'ÆD��¢v�¨���i��È5Æ��$�$����Ç5Æ ¦ î ¬i¥Y ������Æ�Ç����'ÆD���$�£È��Q���q� � ÆD���
©°����¢q�0Æ�Ç��

|N0| ≤
|Mimax

|
2

+
|M0|

2
.

Õ°º(zÞ�£Å%Å°Æ m ¥ Ë � |M0| ≤ ρ2 · smt(R) � ÆD���à¢.º ¦ Ì ¬<� |Mimax
| ≤ ρ3 · smt(R) ¥

 ���i���<�I�������M�����v�i�]�����±Å°ÆD���$���0ÆD�±Ç��%Ç��+ÆD��Å��
�M�
ρ3

2
+

ρ2

2
=

5/3

2
+

2

2
=
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6
.

§ �¨���£Å°Æ�Ç����¨�����M���@© �M��� �KÆ�È�Ç���Ç��WºÓ�D� ¦ Ë ¬�ß�¦ Ì ¬$¥ Ã»Û.��ÆD�±Ç���� ¦ î ¬ Ç��¨�M�����'Æ���Ç��$�M� ¥
§ �¼���FÈ�È��"©>�>¢.º¼Ç��������i�±Ç����£�k���FÅ �M���¨�¹Æ��i�^�M��ÆD�
|Mi+1| = |Mi|+ |ei+1|+ |fi+1| −

∣

∣e′i+1

∣

∣−
∣

∣f ′
i+1

∣

∣ = |Mi| − 2gaini(ti+1) .

Ã»Û.��ÆD�±Ç���� ¦ Ë ¬ Ç��>�q���@�7�$��¢.º Æ ��Ç�Å%Ç�È5ÆD�cÇ��������i�±Ç��7�*ÆD�M�
��Å��i�.� � ���±Ç��q�
|Ni−1| ≤ |Ni|+ gaini−1(ti) . ¦ ð ¬

 �¡�M���"© ¦ ð ¬ ©°����Ç��M�±Ç��q�
��Ç����Ï�M�����M�q���$���'Æ��G�$���D�>�M���½�$���u�M�M���i�±Ç����ã�q��Æ���� ¥¡ ����'Æ����½�M��ÆD�
N ′

i

��Æ��|����È�ºÀ�����½�$�FÅ|�v�����i�u�°Ç�� �M�±Ç���Ç5Æ�È ¥Ï§ �à�M���Å�'Æ����½©^���i��� Ç�� ��Æ��
�M�q���$���$�FÅ|�v�����i�u��� ��¦ ð ¬ �I�FÈ�È��@©>�^�����FÅ

|Ni−1| = |Ni| − |ei| − |fi|+ |Ti|
= |Ni| −

∣

∣e′i
∣

∣+ gaini−1(ti)−
∣

∣f ′
i

∣

∣+ gaini−1(ti) + |Ti|
= |Ni|+ gaini−1(ti).

 �������£Å°Æ�Ç���Ç��q�½�'Æ����=Ç��^©^���i�
N ′

i

��Æ��>��©«���$�FÅ|�������i�.��� ¥«Â ���M��Å��¨© ¥ È ¥ � ¥ � ¥ �M��ÆD�
�M���0�W©«�4�$�FÅ|�v�����i�u�������$�M��È����k���FÅ ���£Å��@��Ç��q�¡�M���½�$���7�

ei ¥� ���0�$���7�
e′i

Ç����M���
È����q�7�$�M���$���7�*���¡�M������ÆD�M� Ç��

Mi−1
�$���q���$�i�±Ç��q���M�����i�������FÇ��.�����D�

ei ¥ ®�Ç����$�*�M���
��ÆD�M�Ä�i���
�G���$���M�����i�q��¢��i��©«�$�i�ø�M�����W©°�Ð�$�FÅ|�v�����i�u��� ÆD�3È��'Æ��M�������$� � ©°����Æ@�7�
|e| ≤ |e′i| � ©^���i��� e

Ç��^�M�����$���7���G���
���i�£¢.º��M����Æ�È��7���±Ç��M��Å ¥« �u��� �
|Ni−1| = |Ni| − |ei| − |fi|+ |e| ≤ |Ni| − |ei|+ |e|

≤ |Ni| − |ei|+
∣

∣e′i
∣

∣ = |Ni|+ gaini−1(ti) ,

m@ð
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ÆD�����M���=Ç��������i�±Ç����£�����i������� ¦ Ë ¬ Ç��^�$�FÅ|��È��i��� ¥
 �0�M���@© ¦ Ì ¬ ©«���$�FÅ|��ÆD���

Mimax

©�Ç��M��ÆWÅ%Ç���Ç�Å*��Å
3
ÄS®.���£Ç����i�ª�M���$� ¥ Õ°º��$����Ä

�M�M�M���i�±Ç����£©°����Æ@�7�
Mimax

= MST imax
(R) � ©^���i�����M�������q¢����i�±Ç��q� imax

Ç�����Ç��'ÆD���$�
�M��ÆD�>�M�����q���q�i�±È�º�Ç��q�0�
�0ÆD�q�Ç����£È����q�$�NÆ�È�È¤�M����ÆD�M�±Ç ¯��£Ç5Æ�È?�$���7�$�>©^��Ç����£©«�i���*Æ��q�q�$�
���q�±Ç��q�µ�M�����i�KÆ�È���ÆD�±Ç����á�q��Æ���� ¥à �Ä�M�������M���i����ÆD��� � È��i�

s1, . . . , sjmax

¢��Å���i��Ä
Å%Ç���Æ�È°�G�i�����D�>�M���0�k��È�È°�$�FÅ|�������i�.���|�D�

SMT 3 ¥ Ã×Æ��G�
sj

Ç��WÆ���Æ�Ç������%Æ��M�±Ç���È�� �ÆD���4�I������Æ�Ç�����©°�|��Æ$�7�
smt(sj) = |sj| ¥ �ª��Ç��q���M�����$���u�7�i�.�±Ç����À�M��ÆD���$���u�M�0Æ��i��Ä

Ç��q� ÆÅ���i���D�¼�7�i�M�±Ç��$�$�=Å��'ÆD���*�$���q���$�i�±Ç��q���M���£Åõ¢uºÓÜ@�i��� È��i�q�
�M�Ð�$���7�$� � ©°�|��Æ$�7�
mst imax

(R/s1 . . . sjmax
) = 0 � �±Ç����$� SMT 3

Ç��Æ�È����'Æ���ºó�$���q���$�i���$� ¥Íù �±Ç��±Ç��q� Æ
���£È��$���$����Ç��q�|�M��Å � ©«�¨�'ÆD� ÆD�q��È�º0�M���_�°���.�M�0Æ��i�±Ç����}z¤�£Å%Å°Æ]Ç��½�M���Q���FÈ�È��"©�Ç��q��©DÆ$º ¥

|Mimax
| = mst imax

(R)−mst imax
(R/s1 . . . sjmax

)

=

jmax
∑

j=1

mst imax
(R/s1 . . . sj−1)−mst imax

(R/s1 . . . sj)

≤
jmax
∑

j=1

mst imax
(R)−mst imax

(R/sj)

§ � sj

Ç���Æ���Æ�Ç�� � �M���i�¡�M���
j
ÄK�M�¿�M��Å%Å°ÆD��� Ç��ª�£È��'ÆD�±È�º£¢����q���q�$�¡¢uº |sj| ¥ª§ � sj

Ç���Æ
�M�±Ç���È�� � �M���i� mst imax

(R)−mst imax
(R/sj) = gainimax

(sj)+ smt(sj) ≤ smt(sj) �¢��$�'ÆD���G� ÆD���M���¡�i���ø�D���M���¡�i�KÆ�È���ÆD�±Ç����ø�q��Æ��G���M���i��� ÆD���£��� Å������ Ç�Å|�q���"��Ç��q�
�M�±Ç���È��$� ¥»Ô �i���$� |Mimax

| ≤∑j smt(sj) = smt3(R) � ÆD��� ¦ Ì ¬ Ç��^�7�i�±Ç ¯��$� ¥ ut

B¼�rq ámF=���[�h�%âG���Q mãr�}���[Sx�hUY�]Z�D4L
Ò �£È�Ç�±7�@���M± º�ØÙ�+Æ�È��7���±Ç��M��Å ´ î Ë · ¯����DÇ��u���|�M���¨�7�i���i�0Æ�È¤�k�0Æ�Å��i©°���M± ¦ ÎGÇ��
�q��� î ¬ ©^���i���
k = 3

ÆD����Ç��À�'Æ��G�À�M���i�
gaini

Ç���Å°Æ�¹�Ç�Å%Ç�Ü@�$� ¥ Õ«�q�WÇ����'ÆD� Æ�È����¡¢��0��Ç��i©°�$��Æ��
Æ%Å�� ��Ç ¯��'ÆD�±Ç����¿�D�¸Õ°�i�±Å°ÆD� ÆD���£ÖNÆ�Å°Æ�Ç�º7�i�@ØÙ� Â È��7���±Ç��M��Å

A3 ¥ Õ«��Ç�È���Ç��q�Å���£�M���£Ç��
ÆD��Æ�È�º ��Ç�� � �������'ÆD�ã�q���"�7� Æ¡¢����q���ã���ã�M���Å�v�i�]�����±Å°ÆD���$�Å�0ÆD�±Ç��Ð�D� Ò �£È�Ç�±7�@���M± º�ØÙ�
Æ�È��7���±Ç��M��Å ¥
� ç��uè2é��! ÝaR$ba¡ä ·�²½¤��ªF¶'¡0å�hæ ¡¼¬F² 5�ªF©8¤¥¢
	�«çA�ªF«v��¦�¢ ·8¡s¬F 
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SMT
>

²������0�M��ÆD�
gaini

Ç��������*���$�$�$���0ÆD�±Ç�È�º Å°Æ�¹�Ç�Å%Ç�Ü@�$�À¢uº
ti+1

Ç��Ð�M���½�i�FÆ�È���ÆD�±Ç����
�q��Æ����¼�D� Â È��7���±Ç��M��Å

A3 � ��Ç����$�«�M���°�q��� �D�2�D�2�M���°�v�i�]�����±Å°ÆD���$�¼�0ÆD�±Ç��¨���$Û.��Ç����$�Y����È�º
�M��ÆD�>�M���¨��Æ�Ç��Ç��^�v�
�±Ç��±Ç��7� ¥Y§ �^�M�q�M���Q���q� � ���"©«�i�7�i� � �M��ÆD�^�M�����$�����M�M�M���i�±Ç����£�q��Æ��G�
�'ÆD��¢v���±Ç�Å|��È�Ç ¯��$�Ç �R�M�����M�±Ç���È��$��ÆD���*�����
���i���
���$�$��Ç�È�º ¥«Â �G�M��Å��¨�M��ÆD�Q���FÅ����M�±Ç���È��
�����
���i��Ç��Ð�M�����i�FÆ�È���ÆD�±Ç����À�q��Æ����°Ç��������������$� Ç��Ð�M�����$���u�M�M���i�±Ç����ã�q��Æ���� ¥� ��Ç��
�'ÆD����ÆD�q�v�i������È�º%Ç ���������D�¤�M���ª�$���7�$�PÇ��u�M��� �����$�$�½�I���¸�M���Q¯����M�«�M�±Ç���È��NÇ��«���£Å��@�7�$�
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¢.º�Æ0�G�$�$�����£�M�±Ç���È��*È5ÆD���i����� ¥ª§ �u�M��Ç��±Ç���� Æ����7� �'ÆD���$�ª�M��ÆD� � ÆD���M���*�±Ç�Å���©^���i�Ó�M���
¯����M�^�M�±Ç���È���©PÆ��>�G���
���i� � �M���¨��Æ�Ç��£�D�?�M�������$�$�����Å�M�±Ç���È����M������È��Å��Æ@�7��¢v�$�i�È5ÆD�M�7�i�
�M��ÆD���M��ÆD�«�D�Æ�M���^¯����M�¸�M�±Ç���È�� � �$���.�M�0Æ���Ç��i�±Ç��q���M���Q�
���$�$��º����£È��$�i�±Ç���� ¥Rù ��ÆD���Q�7�FÇ��q�
��� �q���"�7���M���¨�I�FÈ�È��@©�Ç��q�3È��£Å%Å°Æ ¥
` �^ � Ðë�aR$�~èÞ ¡0¡�¦�«°·*¢
	�¬K¢×¤�  ·±¬�A�	 ¡£¢ ·��

i
ª�§]¢
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A3

¢
	�· ¢¥©8¤ê��² ·
ti+1

¤�¡�AÄ	�ª�¡l·£  ¢¹ª «3¬��K¤�«h¤ ºA·
gaini

>
2 	�·£ 

Cut i(ti+1) ⊆ E0
¾.¤[>}·�>�¾G¢
	�·�©±·�«3ªF¶F·±³°·±³�5�·8¡]¯0·�²RªK ^5%¢¹ªW¢
	�·�¤{ 	¤{¢¥¤ ¬F²�¢ ·£©8«h¤{ �¬F²Â´

³F¤�¡�¢¹¬K =A0·V5F©±¬��%	k>

ù ��ÆD�^�q�.�$�°�M��Ç��PÅ��'ÆD�Å�I���«�M���Ü³Ù�
���$�$��º�Ä
A3

Ø�Æ�È��7���±Ç��M��Å°´  ���=ÆD�M�±Ç ¯��£Ç5Æ�È¤�$���7�$�
ei+1, fi+1

Ç��u�M��� �����$�$�Ó���q�±Ç��q�0�M�����i�KÆ�È���ÆD�±Ç����£�q��Æ����*ÆD����Æ����±Ç��
���$��������ÄK���i��ÆD�±Ç��7�
È��i�q�
�M���°¢q�q�°���i�7�i�°���£Å��"�7�$� ÆD��Æ�Ç�� ¥» ���i���<���������M���ª���$�M��È��¼�D�¤�M����Æ�È��7���±Ç��M��Å �q� �$�
����������ÆD�q�7�hÇ �«©«�%Æ����±Ç��
�4�M���£Å ÆD�uºÓ�M�����M���i��È��i�q�
�M� � �����NÇ����M�0ÆD���$� �M���*È��i�q�
�M�

0 ¥
 ��Ç���Ç����$Ûu��Ç��KÆ�È��i�u�������$���u�M�0Æ��i�±Ç��q�Ó�M���|�M�±Ç���È��

ti+1 ¥ Îq�q�M�M���i� � �M�����$�������M�M���i�±Ç����
�q��Æ������'ÆD�£¢v�=Å��i�M�7�$��Ç��u�����M���*�i�KÆ�È���ÆD�±Ç����¡�q��Æ���� � �±Ç����$��©°��± ���@© �M��ÆD�

N ′
i

©�Ç�È�È
Æ�È�©DÆ$º��>��Æ$�7���M�q���$���$�FÅ|�������i�.��� ¥

§ � �M��Ç��R©PÆ@º � ©«�^��¢q�0Æ�Ç�� Ò �£È�Ç�±7�"� ��±.ºvØÙ�JÆ�È��7���±Ç��M��ÅÉ § �|�'Æ������M���i� � �M���«���i�±Å%Ç���Æ�È��
�D���M���¼�G���
���i�|�M�±Ç���È��cÆD���¼�$���u�M�0Æ��i���$� ¥»Â �k���i�?�M���¼�i�FÆ�È���ÆD�±Ç����|�q��Æ��G�«©°�¼���i��È5Æ��$�¼�M���
���£Å°Æ�Ç���Ç��q�¨�$���7�$�¤�����FÅ

E0
©�Ç��M���M�����M���$���Þ��ÆD�M���.Ç��

E
ÆD���*�$���q���$�i�Þ�M���«�$���u�M�0Æ��i���$�

�M�±Ç���È��$�Q¢uº½�M���£Ç��Q�$���M���$�M�v������Ç��q�Å®.���£Ç����i�>�M���$�$� ¥
B¼�b� ��K4�R�[ G�����

§ �£�M��Ç������$�i�±Ç����Ó©«���q���@�7�@z¤�£Å%Å°ÆÅË ¥ î ¥QÂ �>©°����Æ@�7�\Â]���M�����$�i� � �M��Ç��NÈ��£Å%Å°Æ0©�Ç�È�È
Ç�Å|��È�º  ���$�����£Å¾Ë ¥ Ë ¥ÎGÇ����M��©«�¼Ç��u�M��� �����$�Å���FÅ��sÆ��q��Ç��±Ç�����Æ�È°�����0ÆD�±Ç���� ¥ z¤�i� M

¢v�¼Æ£���i���D�Q�$���7�$�
©�Ç��M�����q�0�iº��£È��$�|�M��ÆD�0�$���q���$�i���0�W©°�¿���i�±Å%Ç���Æ�È��

x
ÆD���

z ¥à ���i�á©«���q�i��������¢uº
CutM{x, z} �M���+È����q�7�$�M�^�$���7�����Æ���ÆD�M�sÇ��

M
�$���q���$�i�±Ç��q�

x
ÆD���

z � ©^���i���ª�±Ç��$�ÆD���^¢q����±7�i�°Ç��°ÆD�¼ÆD�M¢�Ç��M�0ÆD�Mº ©PÆ$º � ÆD���%È��i�
cutM = |CutM | ¥?ù �^©^�±Ç����

M : xz | y����Ç�����Ç��'ÆD���ª�M��ÆD�°�M���ª���i�±Å%Ç���Æ�È��
x

ÆD���
z

ÆD����Ç����M���ª�0Æ�Å����$���q���$�i���$�½�$�FÅ|�v�����i�u�
�D�

M � ¢q�q� y
Ç���Ç�� ÆD�����M���i������� ¥

§ � M
Ç���Æ½�M���$�°ÆD���

t = {x, y, z} Ç���Æ½�M�±Ç���È��0�D�DÇ������7�i�M�±Ç��$�$� � ©«�0�q�i��������¢uº
M [t]

�M���hÈ��'Æ��M�*��ÆD�M�*�D�
M

�M��ÆD�*�$���q���$�i���
t ¥ Öª�$�'Æ�È�È»�M��ÆD���M��Ç��=Ç��*�M�����±Ç��M��ÆD�±Ç����

�D�QÎGÇ��
�q����Ì ¥£ù � Æ��q�Ð�M���0�I�FÈ�È��@©�Ç��q�4�����M���������0ÆD�±Ç����ã�q�<¯����$��Ç��á® �$�i�±Ç������|Ë ¥ mÆD���ûË ¥ Ë�ÉÞÎ����
e′ ∈M [t] � ©«�«�q�<¯����»�M���+©±·�²�¬K¢¥¤{¶�·�A£¦�¢

CutM (t, e′) := CutM{x, z} �©^���i���
M − e′ : xz | y ¥ z¤�i� cutM (t, e′) := |CutM (t, e′)| ÆD���À��¢��G�i�M�7�Å�M��ÆD�

cutM (t, e′) + |e′| ≤ cutM (t) ¥Yù ��Æ�È����|�q�<¯������M���%©±·£²R¬K¢¥¤{¶�·_5�¬K¤� 

gainM (t, e′) := cutM (t, e′) + |e′| − smt(t) . ¦ É ¬
m ï
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 ¢����i�M�7�|�M��ÆD�
gainM (t, e′) ≤ gainM (t) ¥0§ �#Ç��µ��ÆD�M�±Ç��i��È5ÆD�

e′ ∈ CutM (t) � �M���i�
CutM (t, e′) = CutM (t)− e′

ÆD���
gainM (t, e′) = gainM (t) ¥

§ �0�M���>���$���¸�D�¤�M��Ç��«�G�$�i�±Ç����0©«�ª�M�q�q�v�
���>�M��ÆD�#Ç����'Æ����Å�M���i�
i
�D� Â È��7���±Ç��M��Å

A3�M���|�M�±Ç���È��
ti+1

Ç��*�����
���i�µ��� Å°Æ�¹�Ç�Å%Ç�Ü@�
gaini ¥ ù �����q¢���Ç���Ç��q�|�M���i�

i
Ç��u���£��Æ�È ��Ä

�M���i���+Æ��¼�I�FÈ�È��@©>�AÉ § ���M���¨¯����M�^��Æ�È �{ÄW�M���i� � e′i+1

Ç��^���i��È5Æ��$�$�£©�Ç��M�
ei+1 � ÆD��� Ç����M���

���$�$�����à����� � f ′
i+1

©�Ç��M�
fi+1 ¥Óù ����Æ$�7� |e′i+1| ≥ |f ′

i+1| � ÆD���
e′i+1

Ç������i��È5Æ��$�$�
¯����M� ¥ ® �hÈ��i�

M ′
i := Mi − ei+1 + e′i+1 ¥ Î����^�M������Æ�È ��ÄW�M���i��� � ©«�¨�����¨�M���������0ÆD�±Ç����

Cut i := CutMi
� Cut ′i := CutM ′

i
� �i��� ¥� ¢����i�M�7���M��ÆD�

cut i{u, v} ≥ cut ′i{u, v} ≥ cut i+1{u, v} ¦Kï
¬
���FÈ��q�^�I���+Æ�È�È

u, v
ÆD���

i
¢uº½�M���È�°���.�M�0Æ��i�±Ç����½z¤�£Å%Å°Æ ¥

 �������<¹��cÈ��£Å%Å°ÆhÇ�Å|��È�Ç��$�vz¤�£Å%Å°Æ�Ë ¥ î ¢.º Æ|��Ç�Å|��È��=Ç��������i�±Ç��7��ÆD�M�
��Å��i�u� ¥
` �! � µë�a�$<f ¾6·l¢

i ≥ 1
¬F �³

a ∈ Mi

>r��§ ¢
	�·�©�· ·*�F¤�¡�¢{¡ ¬ ¢¥©8¤ê��² ·
t

¡8¦�A�	 ¢
	�¬K¢
a ∈ Mi[t]

¬F !³
gaini(t, a) > 0

¾P¢
	�·£  ¢
	�·�©�·%¬F²½¡£ª·*�K¤5¡£¢{¡W¬ ¢¥©8¤ê��² ·
t′ ∈ {t, ti}

¡8¦�A�	
¢
	�¬K¢

a ∈Mi−1[t
′]

¬K �³
gaini−1(t

′, a) ≥ gaini(t, a)
>

ÆÈÇ�É!ÉåÊ½ÉåÊ²ÓiÍ^Ô�Ô�ÐXë�Õ�ìnÕÖz¤�i�
a ∈ Cuti(ti+1) ¥û ���i�Ä©°����Æ$�7�

a ∈ Mi[ti+1]ÆD���
gaini(ti+1, a) = gaini(ti+1) > 0 ¥ Õ°º|���i���'ÆD���$� ÆD�q��È�Ç��'ÆD�±Ç������D�hz¤�£Å%Å°Æ Ë ¥ Ì ��M���i���=Ç��+Æ��M�±Ç���È��

t′
�M�����£�M��ÆD�

a ∈M0[t
′] ⊂ E0 ¥ ut

§ �Ó�M��� �q��� �D�°�D�mz¤�£Å%Å°Æ�Ë ¥ Ì�©«�hÅ°Æ@º Æ�������Å�� �M��ÆD�
a /∈ {ei, fi}

����� ���½�M���
���FÈ�È��"©�Ç��q��³Y�����v�
�±Ç��±Ç���� ¥
��éDè%+»è2ê"ì,æ"ì,èn¶NaR$bj ��§

a ∈ {ei, fi}∩Mi[t]
§£ªK©[¡£ªF«°·#¢¥©�¤í��² ·

t
¾!¢
	�·� 

gaini(t, a) ≤ 0
>

8P©±ª'ª�§�> § � a = ei

�M���i� È��i�
a′ = e′i � ���M���i�M©�Ç����WÈ��i�

a′ = f ′
i ¥ z¤�i� {x, y, z} ¢��*�M����7�i�M�±Ç��$�$���D�

t � ÆD���ÿÆ�������Å��Å© ¥ È ¥ � ¥ � ¥ �M��ÆD�
Mi[t] − a : xy | z � ÆD���à���i���$� Æ�È��G�

Mi−1[t]− a′ : xy | z ¥Y ���i�

gaini−1(t) ≥ gaini−1(t, a
′) = cut i−1(t, a

′) + |a′| − smt(t) ,

ÆD����¢uº ¦Kï
¬<�
cut i−1(t, a

′) = cut i−1{x, y} ≥ cut i{x, y} = cut i(t, a) .

�ª��Ç��q� |a| = |a′| − gaini−1(ti)
©°����¢q�0Æ�Ç����M���=Ç����$Û.��Æ�È�Ç��Wº

0 ≥ gaini−1(t)− gaini−1(ti)

≥ cut i(t, a) + |a| − smt(t)

= gaini(t, a) . ut

m@Ê

This paper appeared in: Steiner Trees in Industry,  X. Cheng and D.-Z. Du (Eds.), 235-279, Kluwer Academic Publishers, 2001 



ù ����Ç��M�±Ç��q�
��Ç��M�Ó���i�7�i�0Æ�È��'Æ����$�Q���|�q���@�7�Üz¤�£Å%Å°Æ½Ë ¥ Ì � ���±Ç��q�°z¤�£Å%Å°Æ�Ë ¥ É ÆD���
z¤�£Å%Å°Æ0Ë ¥}ï ¥
` �^ � Ðë�aR$�� ¾.·£¢

M
¯0·�¬�¢ ·�©�«h¤� !¬F²½´ ¡[��¬K 	 	¤{ ^5�¢¥©�·�·�¬F !³

t = {x, y, z} ¯0·�¬W¢¥©�¤í�!²�·�>
¾.·£¢ {e′, f ′} := CutM (t)

¬F �³
e
¾

f
¯0· ¢
	�·�A�ªK©8©�·8¡[��ªF �³F¤{ ^5 ¬K©�¢¥¤ î�A£¤ ¬F²�·�³�5�·8¡ ¬�¡

¡�	�ª�:[  ¤{  � ¤<5F¦�©±·Èï�¾�¬F !³ ¬�¡8¡8¦�«3·
a 6= e

¤�¡°¬F  ·±³å5�·+§8©±ªF« ¢
	�·°AÄ��A£² ·%¤{ 
M + e

>
2 	�·£ �:#·Ö	�¬F¶F·

gainM (t, a) ≥ gainM (t)− |e′|+ |a| .
8P©±ª'ª�§�>vz¤�i�

c
¢v�|�M���|¢q�0ÆD���G��Ç��q�¡�7�i�M���<¹Ð�D�

M [t] ¥�§ � a
Ç��*���Ð�M���|��ÆD�M�

px

�����FÅ
c
���

x
Ç��

M [t] � �M���i� cutM (t, a) = max{|e′|, |f ′|} ≥ |f ′| ¥�§ � a
Ç������

py � �M���i�
cutM (t, a) = |f ′| ¥»§ ��¢v���M���'Æ����$� � ©°����Æ$�7�

gainM (t, a) = cutM (t, a) + |a| − smt(t)

≥
(

|f ′|+ |e′| − smt(t)
)

− |e′|+ |a|
= gainM (t)− |e′|+ |a|

Æ��>�£È5Æ�Ç�Å��$� ¥ ut
` �^ � Ðë�aR$
Å ¾.·£¢

M 3 e
¬F �³

M ′ 3 e′
¯�·s¢ ·�©�«h¤� �¬K²½´ ¡[��¬F � 	¤� !5 ¢¥©�·�·8¡3¡�¦kAÄ	 ¢
	�¬K¢

M = M ∩M ′ + e
¾
M ′ = M ∩M ′ + e′

¾J¬F �³%¬�¡8¡8¦�«3·=¢
	�¬K¢
e′

¤5¡N¢
	�·N²�ªF ^5�·8¡£¢×·±³�5�·
ªF �¢
	�·°AÄ��A£²�·3¤{ 

M ∪M ′ >�ð ªF©�·±ªF¶�·�©8¾�² ·£¢
a ∈ M ∩M ′ ¬F �³

t
¯�·s¬ ¢¥©8¤ê��² ·h¡�¦kA�	

¢
	�¬�¢
a ∈M [t]

¬F �³
gainM (t, a) > 0

> 2 	�·£  ¬K¢×²�·±¬F¡�¢DªF !·*ª�§=¢
	�·×§£ªF²{²�ª�:[¤� !5@	�ªF²�³�¡�>

¦ α ¬ a ∈M ′[t]
¬K �³

gainM ′(t, a) ≥ gainM (t, a) > 0
>

¦ β ¬ e′ ∈ M ′[t]
¾

gainM ′(t, e′) − |e′| + |a| ≥ gainM (t, a)
¾�¬F !³

a
²Â¤ ·8¡ ªF ÿ¢
	�·

AÄ��A£²�·*¤{ 
M ∪M ′ >

8P©±ª'ª�§�>vz¤�i�Þ�����q�i�������¸�M���¸�M�q���$�¸�$���q���$�i���$� �$�FÅ|�v�����i�u���R�D�
M ∩M ′−a

¢uº
A � B �ÆD���

C ¥¤ù �«�'ÆD�hÆ��G�M��Å��¸© ¥ È ¥ � ¥ � ¥ �M��ÆD�
a
�$���q���$�i���

A
ÆD���

B
ÆD�����M��ÆD�

e
�$���q���$�i���

B
ÆD���

C ¥ z¤�i� t = {u, v, w} ÆD��� Æ����M��Å��¨© ¥ È ¥ � ¥ � ¥ �M��ÆD�
M [t]− a : uv | w ÆD���

���i���$� � M − a : uv | w ¥ñiò�ó?ôEõ�ö
M ′ − a : uv | w ¥� ���i�Ð©«�0��Æ$�7�

cutM (t, a) = cutM{u, v} ÆD���
cutM ′(t, a) = cutM ′{u, v} ¥ Õ°º ¦Kï
¬ ©«����Æ@�7�

0 ≤ cutM ′{u, v} − cutM{u, v} =
gainM ′(t, a)− gainM (t, a) � �q���"��Ç��q� ¦ α ¬<¥ñiò�ó?ôE÷�ö

C ∩ t 6= ∅ ÆD���
e′

�$���q���$�i���
A

ÆD���
C � �±Ç����$�£���M���i�M©�Ç����½�DÆ���� m

���FÈ��q� ¥Ð ��Ç����k�q�M�M���i�hÇ�Å|��È�Ç��$� �M��ÆD�
A ∩ t 6= ∅ � e′ ∈ M ′[t] � ÆD���

a
È�Ç��$�|���À�M���

�iº��£È��+Ç��
M ∪M ′ ¥G ¢����i�M�7�¨�M��ÆD� ¦ β ¬ ���FÈ��q� � Ç �Þ©°���'ÆD�½�����@©ó�M��ÆD�

cutM ′(t, e′) ≥
cutM (t, a) ¥

m@¶
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A B C

u vw

a e

e′

u′ v′

Î.Ç��
�q��� ð É��DÆ�����Ë ¥ ËhÇ����M�����q��� �D�Y�D�¼z¤�£Å%Å°Æ0Ë ¥ É ¥

ñiò�óÄôo÷�øpõ�ö § � u
ÆD���

v
ÆD����¢����M� Ç��4�M���|�0Æ�Å�� �$�FÅ|�������i�.���D�

M ∩M ′ � �M���i�
CutM ′(t, e′) = CutM ′{u, v} = CutM{u, v} = CutM (t, a) ¥ ¦� ���£��ÆD�M�á����Ä
Å°Æ�Ç����>�M�����8Æ�Å�� ¥}¬ ® � ¦ β ¬ ���FÈ��q� ¥ñiò�óÄôÜ÷�ø�÷�ö  �M���i�M©�Ç����

C ∩ {u, v} 6= ∅ ÆD���
w /∈ C � �±Ç����$� M − a : uv | w ¥

Â �G�M��Å��½© ¥ È ¥ � ¥ � ¥ �M��ÆD�
v ∈ C ¥µ ���i� M − a : uv | w

Ç�Å|��È�Ç��$�|�M��ÆD�
w ∈ AÆD���

u ∈ B ¥ �°�����±Ç��q�i�½�M���£��ÆD�M� Ç��
M

�$���q���$�i�±Ç��q�
u
���

v ¥ zÞ�i�
u′ ¢v���M���

�7�i�M���<¹Á©^���i��� Ç����i�u���i����ÆD���
v′

¢��4�M���4�7�i�M���<¹ó©^���i��� Ç�� È��'Æ$�7�$�£�M���¿�iº �£È�� Ç��
M ∪M ′ ¥YÂ ��Æ�Ç���©«����Ç����±Ç��q�
��Ç��M�£�'Æ����$� � �q�i���i����Ç��q�0���£�M�������
��Ç��±Ç������D�?�M�����$���7�
b := CutM (t, a) = CutM{u, v} ¥ ® �$��ÎGÇ��
�q��� ð ¥ñiò�óÄô\÷�ø�÷�øpõ�ö § � b

È�Ç��$�°¢v�i�W©°�$�i�
u

ÆD���
u′ � �M���i� cutM ′(t, e′) = cutM ′{u,w} ≥

|b| ÆD���À©«�½��Æ$�7� ¦ β ¬<¥á¦�Â �i�M��Æ�È�È�º � �M��Ç��hÇ����M���Å����È�ºÐ�'Æ����½©^���i���½�M���¼Ç����$Û.��Æ�È�Ç��Wº
Ç�� ¦ β ¬ �'ÆD��¢v���M�M�±Ç��i� ¥}¬ñiò�óÄôV÷�ø�÷�ø�÷�ö § � b

È�Ç��$�^¢v�i�W©«�$�i�
v

ÆD���
v′ � �M���i� cutM ′(t, a) = cutM ′{v, w} ≥

|b| ¥Rù ���7�i� ¦ α ¬<¥ñiò�óÄôÖ÷�ø�÷�ø�ù^ö ÎGÇ���Æ�È�È�º � Ç �
b

È�Ç��$�ª¢v�i�W©«�$�i�
u′ ÆD���

v′ � �M���i�Ó©«��±.���"©ò�M��ÆD� |b| ≤
|e′| ≤ cutM ′(t, a)

Æ��
e′

Ç��ª�M����È����q�7�$�M�¨�$���7�����Ó�M�����iº��£È��]Ç��
M ∪M ′ � ÆD��� ¦ α ¬���FÈ�È��"©>� ¥ ut

ÆÈÇ�É!ÉåÊ½ÉåÊ²ÓiÍ^Ô�Ô�ÐXë�ÕbúQÕ ù �Ï�'ÆD�óÆD�q��È�º�z¤�£Å%Å°ÆûË ¥}ï ©�Ç��M�
M = Mi � M ′ =

M ′
i−1 = Mi − fi + f ′

i � e = fi � ÆD��� e′ = f ′
i � ���|�������D�?�M�������FÈ�È��"©�Ç��q�3Å*���M�^���FÈ���É

¦ α ¬ a ∈M ′
i−1[t]

ÆD���
gain ′

i−1(t, a) ≥ gaini(t, a) > 0 ¥
¦ β ¬ f ′

i ∈ M ′
i−1[t] � gain ′

i−1(t, f
′
i) − |f ′

i | + |a| ≥ gaini(t, a) � ÆD���
a

È�Ç��$�ª���Ó�M���
�iº��£È��=Ç��

Mi + f ′
i ¥

Ë Ñ
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�DÆ��G� ¦ β ¬ �'ÆD�à¢��Å���i�M�±È��$�Ï�¹Æ�Ç��±È�ºÐ�'Æ��±Ç�È�º ¥4ù �½©�Ç�È�È^�M���@©Ý�M��ÆD�
t′ = ti

©«���M±�� ¥
ù ����Æ@�7�

gain ′
i−1(t, f

′
i) ≤ gain ′

i−1(t) � ÆD���ã�M�����°���.�M�0Æ��i�±Ç����Tz¤�£Å%Å°Æ Ç�Å|��È�Ç��$�
�M��ÆD�

gain′
i−1(t) ≤ gaini−1(t) ¥ Õ°º½�M�����
���$�$��º��i�±Ç����i�±Ç���� � ©«����Æ@�7�

gaini−1(t) ≤
gaini−1(ti) ¥°§ �^���£Å°Æ�Ç����ª�����M���"©ò�M��ÆD�

gaini−1(ti) + |a| − |f ′
i | ≤ gaini−1(ti, a) ¥

 ��Ç���Ç��Â]���M��z¤�£Å%Å°Æ�Ë ¥ É Ç �°©«�|���i�
M = Mi−1 � t = ti � e = fi � e′ = f ′

i � f = ei �ÆD���
f ′ = e′i ¥§ �£�'Æ���� ¦ α ¬ ©°�]Ç��u�7��±7�Èz¤�£Å%Å°Æ½Ë ¥}ï �����$�]Å������ � �M��Ç��Q�±Ç�Å���©�Ç��M�

M = M ′
i−1 �

M ′ = Mi−1 � e = ei � ÆD���
e′ = e′i ¥�ù ��¯����À���q�����£È��7�$�WÇ��Ï�����½�D�>�M���0���FÈ�È��"©�Ç��q�

�±Ç��M��ÆD�±Ç������ ¥
¦ αα ¬ a ∈Mi−1[t]

ÆD���
gaini−1(t, a) ≥ gain ′

i−1(t, a) > 0 ¥
¦ αβ ¬ e′i ∈Mi−1[t] � gaini−1(t, e

′
i)− |e′i|+ |a| ≥ gain ′

i−1(t, a) � ÆD��� a
È�Ç��$�¼�����M���

�iº �£È��=Ç��
Mi−1 + ei ¥

§ �£�'Æ���� ¦ αα ¬ ©°�*ÆD���*�q�����*©�Ç��M�
t′ = t ¥!ûp§ �¡�'Æ���� ¦ αβ ¬ ©°��©�Ç�È�È������@©ò�M��ÆD�

t′ = ti
Ç��+Æ �7� �.�Å�G���FÇ��$� ¥ Îq���FÅö�M�����'Æ�������Ç��M�±Ç����i�±Ç������ � ©«��Æ�È����'Æ���ºÅ± ���@©â�M��ÆD�

gaini(t, a) ≤ gain ′
i−1(t, a) ≤ gaini−1(t, e

′
i)− |e′i|+ |a| .

ù �Y��Æ@�7�
gaini−1(t, e

′
i) ≤ gaini−1(t) � ÆD����¢.º¨�M���»�
���$�$��º��i�±Ç����i�±Ç���� � gaini−1(t) ≤

gaini−1(ti) ¥Y �������£Å°Æ�Ç���Ç��q�%Ç����$Û.��Æ�È�Ç��Wº
gaini−1(ti)− |e′i|+ |a| ≤ gaini−1(ti, a)�I�FÈ�È��@©>�ª�����FÅüz¤�£Å%Å°ÆÅË ¥ É Ç �»©«� ���i�

M = Mi−1 � t = ti � e = ei � e′ = e′i � f = fi �ÆD���
f ′ = f ′

i ¥ ut

ý þ m[e�_�a�\*Øcm vrX!m[mY�Èÿ Tre�f+Y�X!\±a�gW^
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q¼��� � F%���=Z��[âhFX��U�F;F%�G -���[Sh�xUY�]Z�D�L
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�0ÆD�q� ¬ Æ���Ç����DÇ���Ç��±Ç5Æ�È����FÈ���Ä
�±Ç���� ¥�ù ���i� Æ�����È�È?�$�FÅ|�v�����i�u�

T ∈ K
Ç��������
�G�i� � Ç����ª���i�±Å%Ç���Æ�È��]ÆD��� �$���q���$�i���$�

¢.ºsÆ����i�^�D��Ü@�i���hÈ��i�q�
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Ç��#Æ��q�q�$� � Ç��¸�q�i�������$��¢uº
MST (R/T ) ¥ �«���.�
��Ç��q� T

Ç��0�M���
i
ÄK�M���M���i�0���$�����$�$�¸�M���

È��i�q�
�M���D���M���Y���i�±Å%Ç���Æ�È��M��ÆD�q��Ç��q�ª�M���$�»¢uº
mst(R/T1 . . . Ti)−mst(R/T1 . . . TiT ) ¥

§ �4�����q�i�����0���£È5ÆD�����M���*È��i�q�
�M� |T | �D�¸�M���*�k��È�ÈR�$�FÅ|�������i�.�
T

���¼Ç����ª¢��i���<¯�� � �M������£È5ÆD�±Ç��7���
���$�$��º Æ�È��7���±Ç��M��ÅÇ�����$�>�M���¨���FÈ�È��"©�Ç��q�0���£È��$�i�±Ç����£�k�q���i�±Ç���� ¥
fi(T ) :=

|T |
mst(R/T1 . . . Ti)−mst(R/T1 . . . TiT )

 ���(�°���u�M�0Æ��i�±Ç���� z¤�£Å%Å°ÆÿÇ�Å|��È�Ç��$���M��ÆD�
fi−1(T ) ≤ fi(T )

����� Æ�È�È
T ¥ü ���$�

fi(T ) ≥ 1
�I���Æ�È�È

T ∈ K � ���Ï���q�M�M���i� Ç�Å|�q���@��Ç��q�à�k��È�È��$�FÅ|�v�����i�u���£�'ÆD�ó¢v�
���£È��$�i���$� ÆD���¿�M���¼Æ�È��7���±Ç��M��Å �M������� ¥|Â �*�M��Ç������FÇ��.� � Ç��*��Æ��¨�����q����ÆÅ���FÈ��q�±Ç����Ð�D�
�±Ç�Ü@�

|T1|+ · · · + |Ti|+ mst(R/T1 . . . Ti) .

 �����$���7�$���D�
MST (R/T1 . . . Ti)

�'ÆD�¿¢v�|�$�����±Ç��q�i���$� Æ��¨����È�È»�$�FÅ|�������i�.����©�Ç��M�
ÂS�������W©°�µ���i�±Å%Ç���Æ�È�� ¥û �Ï�±Ç�Å|��È�Ç �kºà�M���������0ÆD�±Ç����Ä�����0�M����ÆD��Æ�È�º��±Ç�� � ©«�Ç����£È����q�
�M���$��� �$���7�$��Ç��u���Å�M����¯���Æ�È»���FÈ��q�±Ç����¿���i� ¥ ²��������M��ÆD�

fi−1(Ti) ≤ 1
���FÈ��q�������]Æ�È�È

�����
���i���k��È�ÈÞ�$�FÅ|�v�����i�u��� ¥
q¼�rB ��KG���] G�����
Õ°º����q�R���£Å°ÆD�M± �Y��� �M���Q®.���£Ç����i�Y�0ÆD�±Ç��=ÆD��� �M���°�7�i���i�0Æ�È��k�0Æ�Å��i©°���M± ¦ ® �$�i�±Ç���� m ¥ Ì ¬<��M��� �I�FÈ�È��@©�Ç��q�£�M���$�����£Å Ç�Å|��È�Ç��$���M��ÆD���M�������£È5ÆD�±Ç��7���
���$�$��º Æ�È��7���±Ç��M��Å �$�FÅ|�q�q���$�
ÆD��ÆD�q�q���$¹�Ç�Å°ÆD�±Ç����à�D�

SMT
©^���
�G���i�M�����]Ç���¢v���q���q�$�µ¢.º

1 + ln 2 + ε ≤ 1.694������È5ÆD�M�7�*�i�����q�
�
k = k(ε) ¥

� ç��uè2é��! ~�$&"('�·i�^��ì
¸�è!¹¤ê�¸Rº�,<~%f;/1032 	�·c©±·�²�¬K¢¥¤{¶�·�5F©±·0·±³��%¬F² 5�ªF©8¤¥¢
	�« A�ªK«9�!¦�¢ ·8¡�¬
1 + ln 2

¬��Y��©�ªå�F¤�«3¬K¢¥¤ ªF h§lªF©
SMT k

>
8P©±ª'ª�§�>9zÞ�i�

T1, . . . , Timax

¢v�¡�M���Ð®.���£Ç����i���M���$�Ó�I���q���û¢uºû�M���4���£È5ÆD�±Ç��7�4�
���$�$��º
Æ�È��7���±Ç��M��Å ¥¼ù ����Æ$�7�������M���"©ò�M��ÆD� ∑imax

i=1 |Ti| ≤ smtk(1 + ln 2) ¥¼Â �^���£Å°ÆD�M±7�$�
ÆD¢��"�7�

fi(Ti+1) ≤ 1, ¦ Ê ¬���FÈ��q�¼�I����Æ�È�È
i < imax ¥ z¤�i� T ∗

1 , . . . , T ∗
jmax

¢v�=Æ
k
ÄS®.���£Ç����i�cÅ%Ç���Ç�Å���ÅÃ�M���$� ¥ ®�Ç����$�

�M���NÆ�È��7���±Ç��M��ÅÝ����� �
���$�°�M���^����È�È2�$�FÅ|�v�����i�u�
Ti+1

�M���G�0�M��ÆD�
fi

Ç��×Å%Ç���Ç�Å%Ç�Ü@�$� � ©«���Æ$�7�
fi(Ti+1) ≤ min

j
fi(T

∗
j ) . ¦ ¶ ¬

ù ��©�Ç�È�È¤�����¨�M�����I�FÈ�È��@©�Ç��q�¼Ç����$Ûu��Æ�È�Ç���º � �KÆ�È�Ç��Å�I���
aj ≥ 0

ÆD���
bj > 0 ¥

min
j

aj

bj
≤
∑

j aj
∑

j bj
. ¦ m@Ñ ¬

Ë
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ù Ç��M�
aj = |T ∗

j |
ÆD���

bj = mst(R/T1 . . . Ti) − mst(R/T1 . . . TiT
∗
j )

���±Ç��q� ¦ ¶ ¬ÆD��� ¦ m@Ñ ¬ ©°���7�i�

fi(Ti+1) ≤
∑

j |T ∗
j |

∑

j mst(R/T1 . . . Ti)−mst(R/T1 . . . TiT
∗
j )

. ¦ m
m ¬
Õ°º½�M���o�°���u�M�0Æ��i�±Ç����uz¤�£Å%Å°Æ|�M�����q�i���FÅ%Ç���ÆD�����¨�D� ¦ m
m ¬ �'ÆD��¢v�¨���i��È5Æ��$�$��©�Ç��M�

∑

j

mst(R/T1 . . . TiT
∗
1 . . . T ∗

j−1)−mst(R/T1 . . . TiT
∗
1 . . . T ∗

j ) . ¦ m Ë ¬

 ��Ç��DÇ���Æ����£È��$���$����Ç��q�0�M��Å Ç��Å©^��Ç���� Æ�È�Èv¢q�q�^�M���ª¯����M�cÆD���½�M����È5Æ��M�¼���i�±Å �'ÆD���$�£È ¥®�Ç����$�
T ∗

1 , . . . , T ∗
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Ç��DÆD�
SMT k

�M����È5Æ����°���i�±Å Ç��
mst(R/T1 . . . TiT

∗
1 . . . T ∗

jmax
)

≤ mst(R/T ∗
1 . . . T ∗

jmax
) = 0

ÆD��� ∑
j |T ∗

j | = smtk ¥ ® �

fi(Ti+1) ≤
smtk

mst(R/T1 . . . Ti)
. ¦ m@î ¬
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�0ÆD�MºÅ�'Æ�È��i��È���� ¥ |¨�<¯���� Mi := mst(R/T1 . . . Ti) ¥ �ª�±Ç��q� �M�����q�<¯���Ç��±Ç����¡�D�

fi
ÆD���

ÆD�q��È�º�Ç��q���M���=Ç����$Û.��Æ�È�Ç��±Ç��$� ¦ Ê ¬ ÆD��� ¦ m@î ¬ ©«�¨¯������M��ÆD�
imax
∑

i=1

|Ti| =

imax
∑

i=1

fi−1(Ti) · (Mi−1 −Mi)

≤
imax
∑

i=1

min

(

1,
smtk

Mi−1

)

· (Mi−1 −Mi) .

 ���¡���$Ûu���i���$�
M0,M1, . . . ,Mimax

Ç��3Å��������������Ó�q�$�i���'Æ��±Ç��q�Ï©�Ç��M�
M0 = mstÆD���

Mimax
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(

1,
smtk

Mi−1

)

· (Mi−1 −Mi) ≤
∫ M0

Mimax

min

(

1,
smtk

x

)

dx

=

∫

smtk

0
1 dx + smtk

∫

mst

smtk

1

x
dx

= smtk + smtk · ln
mst

smtk���±Ç��q�
mst ≤ 2smt

©«����¢q�0Æ�Ç��
imax
∑

i=1

|Ti| ≤ smtk (1 + ln 2) ,

�M�����q�$�±Ç����$��¢����q���Å�I���^�M���=È��i�q�
�M�£�D�R�M�������FÈ��q�±Ç���� ¥ ut
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�D� m ¥ ð
ð
Ñ ¥»ù ��ÆD�����7�FÇ��q�����|�q�$���i�±Ç�¢v���M���£Ç���Æ�È��7���±Ç��M��Å Ç����M��Ç��>���$�i�±Ç���� ¥
�G��� C°D4FI±\�h���}�h�o�TOQZtF%��K4F;U�CVU�F;F

 ��� È��
�����D�hÆÀ���i���D��®.���£Ç����i���7�i�M�±Ç��$�$�
A ⊆ S

Ç��Æ�Å%Ç���Ç�Å*��ÅòÈ��i�q�
�M�ó�I�����$�M�
Loss(A) ⊆ E

Ç��½©^��Ç��G���i�7�i�MºÅ®.���£Ç����i�^�7�i�M���<¹
v ∈ S

Ç��°�$���q���$�i���$�Å���%Æ����i�±Å%Ç���Æ�È
r ∈ R ¥R ���+È��
���«�D�.Æ�®.���£Ç����i�«�M���$�����PÆ*�$�FÈ�È��$�i�±Ç������D������È�Èv�$�FÅ|�������i�.���#Ç��°�q�<¯����$�
©�Ç��M�4���$�M���$�i�ª���0�M��� �$���M���$�M�v������Ç��q�Å�M���$���$���7�$� ¥�� ªF �¢¥©�¬�A'¢¥¤� ^5��M����È��
�G���D�#Æ�����È�È
�$�FÅ|�������i�.�]Å��'ÆD���¨�M��ÆD�¨�I���¨�i�7�i�MºÓ�$���7��¢��i��©«�$�i�µ�M���WÈ��
�����$�FÅ|�v�����i�u��� � Æ0���i©
�$���7��©�Ç��M���M�����0Æ�Å��¨©°�£Ç��
�u��Ç���Ç������i�M���$��¢v�i�W©°�$�i�£�M�����$���M���$�M�v������Ç��q�0���i�±Å%Ç���Æ�È�� ¥
 ��Ç��cÇ��>�����@©^�Ç���ÎGÇ��
�q��� É ¥Yù �¨©^�±Ç����

loss := |Loss | ¥
ËDÌ
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ÎGÇ��
�q��� É ÉG�°���.�M�0Æ��i�±Ç��q���M���+È��
���¸�D�6Æ*®.���£Ç����i�°�M���$� ¥Y �i�±Å%Ç���Æ�È��7�i�M�±Ç��$�$��ÆD���Q�M���"©^�
Æ��>�GÛu��ÆD���¨¢v�$¹q�$��ÆD���£®.���£Ç����i�ª�7�i�M�±Ç��$�$��Æ��>�q����� ¥ |�ÆD�M±��$���7�$�^¢v�£È����q�����|�M���]È��
��� ¥Î������i�7�i�Mº¡�M��Ç��µ�$���7� ¢��i��©«�$�i� È��
�����$�FÅ|�v�����i�u��� � Æ½�	Æ��M���$�4���i© �$���7� ©�Ç��M�¿�M���
�0Æ�Å��¨©°�£Ç��
�u�NÇ��DÇ������i�M���$��¢v�i�W©°�$�i�¡�M�����$���M���$�M�v������Ç��q�0���i�±Å%Ç���Æ�È�� ¥

ù �Q©PÆD�.�°���hÆD�q��È�º|�M�����°���u�M�0Æ��i�±Ç����Ûz¤�£Å%Å°Æ*Ç��0�M��Ç��°���i�M�±Ç��q�%Æ��¸©°�£È�È ¥Y ���i����Ä�I�����°©«�¼��Æ$�7�>����Å°ÆD±7�^���q���¼�M��ÆD�Y�M���#È��i�q�
�M���¸�D�2�M���¼���i©�È�ºWÇ������i�M���$�|�$���7�$�Y�q�¨�����
�q�i�v�i���������q���i��Ç������JÈ��
���«�$���u�M�0Æ��i�±Ç������PÇ��u�7�FÈ���Ç��q�*�M���Q�0Æ�Å��ª®.���£Ç����i�¸�7�i�M�±Ç��$�$� ¥ Õ«ºÆ*�±Ç�Å|��È��>�q���i�q��� �$�$���±Ç��q� ¦ ���q��È�Ç��'ÆD�±Ç��q��®.���£Ç����i�°�7�i�M�±Ç��$�$� ¬<� ©«�ª�'ÆD�sÆ��G��Ç��i�7�ª�M��ÆD�«���
��©«�½����È�È»�$�FÅ|�������i�.�����D�«�M��� �
�0ÆD�q�µ�M��ÆD���%Æ�®.���£Ç����i���7�i�M���<¹ ¥�ù ��Ç�È�� �M���WÈ��i�q�
�M�
�D�

SMT k

�q�.�$������������ÆD�q�7� � �M���WÇ����M�0ÆD���$���
���@©>�¨¢.º�Æ�� Æ��i�����¨©^��Ç���� Ç��=ÆD�NÅ��
�M�
Æ����FÈ�º ���FÅ%Ç5Æ�È.Ç��Ó�M���*Ç��q�q�q���±Ç�Ü@� ¥ª ���*���i� K

�����FÅÇ�M�����7�i���i�0Æ�ÈÞ���0Æ�Å��i©«���M±¡©�Ç�È�È
���<�I�i�^���|�M���¨�q���i�q��� �$�$�����$� Ç����M�0ÆD���$� ¥
` �^ � Ðë�fx$&"('*)�ëqé�+Rì
¶�ê�¸¤ì�g�·¼�!�kì
¸2è^¹¤êå¸Rº�,<a���/10 2 	�·�² ·� ^5K¢
	 ª�§�¢
	�· ²Rª�¡8¡ ª�§ ¬
��¢ ·£¤� !·£©]¢¥©±·�·*¤�¡�¬K¢J«3ª�¡£¢i	�¬K² §*ª±§=¤{¢{¡=¢¹ªK¢¹¬F² ² ·� ^5�¢
	k>

8P©±ª'ª�§�> § �¨�M�kw0�$�$�����½�q���@�7���M���WÇ����$Ûu��Æ�È�Ç���º
loss ≤ smt/2

����������È�È?�$�FÅ|�v�����i�u��� ¥
§ �×Ç��°�'Æ��±Ç�È�º����$�i�½�M��ÆD�DÆD�.º|����È�È2�$�FÅ|�v�����i�u�^�'ÆD��¢v�ª�M�0ÆD���]�����±Å��$�¼Ç��u���hÆ��$�FÅ|��È��i���
¢�Ç���ÆD�Mºø�M���$�£©^���i���4�M����È��'Æ$�7�$���D�*�M���Ó�M���$� ÆD���4�<¹�Æ��i�±È�ºÄ�M���¡���i�±Å%Ç���Æ�È�� ¥  ��Ç��
�'ÆD�À¢��sÆ�����Ç��i�7�$�à¢.º�Æ��q��Ç��q�¡���i©ü���i�±Å%Ç���Æ�È��3ÆD���À�$���7�$���D�cÈ��i�q�
�M� Ñ ¥ ²ª�"©Í�I���
�'Æ��G��Ç��.���i�M��Æ�È¼�7�i�M���<¹À����� �
���0�k���FÅÈ�M���½�W©°�Ó�$���7�$�WÈ��'Æ���Ç��q�4��� Ç������G��Ç�È������i�ã�M���
�G���'ÆD���$�M�°����� ¥Y ��Ç��¸©DÆ$º0�����Q�7�i���PÆ*�M�q¢q�
�0ÆD�q�½�M��ÆD�×Ç����£È����q�$�°�M���cÈ��
���°�D�Æ�M���^����È�È
�$�FÅ|�v�����i�u�ª©�Ç��M�È��i�q�
�M��ÆD��Å��
�M�>��Æ�È �Y�D�R�M���������0Æ�È È��i�q�
�M� ¥ ut

 ���i��� ÆD���Ó�<¹�Æ�Å|��È��$�½�I���½©^��Ç����Tz¤�£Å%Å°ÆÀÌ ¥ m Ç��½�$�G���i�u�±Ç5Æ�È�È�ºø¢��$�M�½�v�
���±Ç�¢�È�� ¥�°�����±Ç��q�i�JÆD�|�q�.©«�£Ç��
�u���$�0¢�Ç���ÆD�Mº*�M���$�°©�Ç��M�
2k ���i�±Å%Ç���Æ�È��R©�Ç��M�°ÆD�|�<¹��M�0Æª���i�±Å%Ç���Æ�È

ÆD�M�0Æ��G���$�¡���0�M���*��� ��� � Æ��ª�M���"©^� Ç��¡ÎGÇ��
�q��� ï ¥ª ���i� loss = 2k − 1
Æ��ª©«�����$�$�

�����>�$���7�^�����»�i�7�i�Mº0®.���£Ç����i�»�7�i�M���<¹°ÆD���
smt = 2k+1−1 � ��� loss

smt
→ 1

2

Æ��
k →∞ ¥

Ë ð
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ÎGÇ��
�q��� ï É Â �À�<¹�Æ�Å|��È����k���FÅ Æ½� Æ�Å%Ç�È�ºµ�D�^�
�0ÆD�q����©�Ç��M�
mst ∼ 2smt ∼ 4loss ¥z¤�
���>�$���7�$�NÆD�����	ÆD�M± ¥ |����M���$�È�Ç����$�cÇ�����Ç��'ÆD�����$���7�$�Q�����$�Å¢uº

MST ¥

�G�rB ±\�h����¯°�hK�ZtU����!Z���KGS3���[Sx�hUY�]Z�D4L

ù �¼ÆD���0���@©Ú�q���i��ÆD���$�Ï���£�q�$�G�i�±Ç�¢��|�M���°È��
���*�$���.�M�0Æ��i�±Ç��q� Æ�È��7���±Ç��M��ÅÈ�D�>ÖQ��¢�Ç����
ÆD��� Ò �£È�Ç�±7�@���M± º�´`Ë Ê�· ¥?§ �Y¯����[Ç��.�����M���^�7�i���i�0Æ�È��k�0Æ�Å��i©°���M± �����Y�
���$�$��º°Æ�È��7���±Ç��M��Å�� ¥�Q��È�Ç�±7�Å�M���½���£È5ÆD�±Ç��7���
���$�$��º Æ�È��7���±Ç��M��Å Ç��|�q�.�$� �������$���.�M�0Æ��i�|�M�������£È��$�i���$�À����È�È
�$�FÅ|�������i�.�ª�i�.�±Ç����£È�º � ¢q�q�Q����È�º½�M���£Ç��cÈ��
��� ¥

 �q�����q�
�����q���M���°Æ�È��7���±Ç��M��Å Æ½���i�±Å%Ç���Æ�È°�M��ÆD�q��Ç��q���M���$�%Ç��=Å°Æ�Ç��.�0Æ�Ç����$� ¥0ù �
�q�i�������=Ç����cÈ��i�q�
�M�£¢uº

m(·) := mst(R/Loss(·)) .

m
Ç��|�M��� È��i�q�
�M�Ä�D�]Æ Å%Ç���Ç�Å*��Åÿ����ÆD�q��Ç��q�µ�M���$� Æ������i�|�M��� È��
�����D���$�i�M�0Æ�Ç��ã�k��È�È

�$�FÅ|�������i�.���*��Æ��¨¢v�$�i�Ð�$���.�M�0Æ��i���$� ¥ |����|���Å�M��� �q���i�q���.�$�$�G�±Ç��q� � ©°���'ÆD� Å��.�q�£È
�M���¨���v�$�i�>�D�GÆ*È��
���¼�$���.�M�0Æ��i�±Ç�����¢uº Æ��q��Ç��q�|���i©â�$���7�$�¼¢��i��©«�$�i�����i�±Å%Ç���Æ�È�� ¥» ���ÆD��Æ�È�º ��Ç��0�q� �$�0���������£È�ºà���û�q�i�0Æ�Ç�È��0�M��� Ç�Å|��È��£Å��i�u�0ÆD�±Ç����Á�D�]È��
�����$���u�M�0Æ��i�±Ç������ ¥
 ���i���<���������M�����������D�R�M���È�°���u�M�0Æ��i�±Ç����uz¤�£Å%Å°ÆhÇ��¼Â]���M�±Ç ¯��$� ¥

Â ���M��Å��Ó�M��ÆD���M��� Æ�È��7���±Ç��M��Åy��Æ�� Æ�È����'Æ���ºó�����
���i�â�G�FÅ��Ó�k��È�È��$�FÅ|�v�����i�u���
T1, . . . , Ti ¥Y ���i���M���=È��i�q�
�M�¡�D�?�M�����$���M���$����������Ç��q��®.���£Ç����i�>�M���$�=Ç��

cost(T1, . . . , Ti) = m(T1, . . . , Ti) + loss(T1, . . . , Ti) ¦ m Ì ¬
¢uºÅ�M���¨�q���i�q��� �$�$���±Ç��q�0�M���i� ÆD�����M�����q�<¯���Ç��±Ç����¡�D�

m ¥Y �������£È��$�i�±Ç��������q���i�±Ç����

fi(T ) :=
loss(T )

m(T1 . . . Ti)−m(T1 . . . TiT )
Ç��cÆD�q��È�Ç��$�����|�$�FÅ|��ÆD���¨�M���

loss
�D�pÆ����i©ó����È�È¤�$�FÅ|�������i�.�

T
©�Ç��M� Ç����¼���$�����i�±Ç����

�D�
m ¥� �u�����M���hÈ��
�G���$���u�M�0Æ��i�±Ç��q� Æ�È��7���±Ç��M��Åú¯����=Ç��u�����M��� �7�i���i�0Æ�È»�k�0Æ�Å��i©°���M± ¥

ù ��©�Ç�È�ÈÞ���$�¨�M��ÆD�
fi(Ti+1) ≤ 1

�I���+Æ�È�È
i ¥

� ç��uè2é��! fx$baI'e»½è��Rì&¶Þê�g4·i�^��ì
¸�è!¹¤ê�¸RºT,�a
	;/�0T2 	�·*²RªF¡0¡@A0ªF �¢¥©±¬�Al¢¥¤{ ^5 ¬F²�5�ªF©�¤¥¢
	�«
A�ªF«v��¦�¢ ·8¡W¬

1 + ln 3
2

¬�����©±ª��F¤{«3¬K¢¥¤ ªF h§£ªF©
SMT k

>

Ë É
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ù �>���$�$�����FÅ���Å������^�����0ÆD�±Ç����0�����Y�M���>�q���.�D� ¥ Ã¸Ûu��ÆD�±Ç���� ¦ m Ì ¬ �'ÆD��¢v�¼©^�±Ç��M���i�
�M�����M�±È�ºÆ��

cost i = mi + loss i ¥ z¤�i� T ∗
1 , . . . , T ∗

jmax

¢����M�����k��È�ÈÞ�$�FÅ|�v�����i�u���¨�D�JÆ
®.���£Ç����i�.Å%Ç���Ç�Å*��Åò�M���$� ¥? ���i� smtk = m∗+loss∗ � ©^���i��� m∗ := m(T ∗

1 . . . T ∗
jmax

)ÆD���
loss∗ := loss(T ∗

1 . . . T ∗
jmax

) ¥Þ ���»���FÈ�È��"©�Ç��q�+È��£Å%Å°Æ�Ç��Þ�M���»���'ÆD�M�Þ�D�q�M���¸�q���.�D� ¥
` �^ � Ðë�fx$�~ü2 	�·^�!¢ ·�¤� <·�©+¢¥©�·�·v:[¤{¢
	D§�¦�²{²=A�ªF«v��ªK !·� �¢{¡

T1, . . . , Timax

©�·£¢¥¦�©8 <·±³3¯��
¢
	�·�²�ª�¡0¡oA�ªK �¢¥©�¬YAl¢¥¤� !5 ¬F² 5�ªF©8¤¥¢
	�« ¡l¬K¢¥¤�¡rîP·8¡

cost (T1, . . . , Timax
) ≤ smtk + loss∗ · ln

(

1 +
mst − smtk

loss∗

)

.

8P©±ª'ª�§�> Â �k��È�È°�$�FÅ|�������i�.�
T

���$�����$�$���M���°È��i�q�
�M�à�D�>�M���½�i�q�M���i�u�hÇ��u���i�±Å��$��Ç5ÆD���
���FÈ��q�±Ç���� Ç �[ÆD��������È�º Ç �

fi(T ) < 1 � ¢v�$�'ÆD�����

cost(T1 . . . Ti)− cost(T1 . . . TiT )

= m(T1 . . . Ti) + loss(T1 . . . Ti)−m(T1 . . . TiT )− loss(T1 . . . TiT )

= m(T1 . . . Ti)−m(T1 . . . TiT )− loss(T ) . ¦ m@ð ¬
Î��FÈ�È��"©�Ç��q�ã�M��� È�Ç����$���D�*�M���Ó�q���.�D���I���½�M���¡���£È5ÆD�±Ç��7�4�
���$�$��º Æ�È��7���±Ç��M��Å ¦� ���$��Ä���£Å î ¥ m ¬<� �M���0���<¹ �*�����i� Ç������£¢����q���Ð�M���|�FÆ�È������D�

fi(Ti+1)
�k���FÅ ÆD¢v�@�7� ¥ zÞ�i�

T ∗
1 , . . . , T ∗

jmax

¢v���M�����k��È�È?�$�FÅ|�������i�.�����D�×ÆD�Ó���q�±Ç�Å°Æ�ÈY®.���£Ç����i���M���$� ¥^Â ��Æ�Ç�� � �M����
���$�$��º������FÇ��$�*�D�?�M����Æ�È��7���±Ç��M��Å Ç�Å|��È�Ç��$�>�M��ÆD�

fi(Ti+1) ≤ min
j

fi(T
∗
j ) .

���±Ç��q� ¦ m@Ñ ¬ ©°���7�i�

fi(Ti+1) ≤
∑

j loss(T ∗
j )

∑

j m(T1 . . . Ti)−m(T1 . . . TiT ∗
j )

.

|����¨���|�M���È�°���.�M�0Æ��i�±Ç�����z¤�£Å%Å°Æ��M�����q�i���FÅ%Ç���ÆD�����+Ç��>¢����q���q�$�Å�����FÅ ¢v�£È��@©â¢.º
∑

j

m(T1 . . . TiT
∗
1 . . . T ∗

j−1)−m(T1 . . . TiT
∗
1 . . . T ∗

j−1T
∗
j ) , ¦ m@É ¬

Æ*���£È��$���$����Ç��q���M��ÅÝ�$Ûu��Æ�Èv���
m(T1 . . . Ti)−m(T1 . . . TiT

∗
1 . . . T ∗

jmax
) ¥ Õ°º3Å�������Ä

������Ç��£Ç���º
m(T1 . . . TiT

∗
1 . . . T ∗

jmax
) ≤ m(T ∗

1 . . . T ∗
jmax

) , ¦ m ï
¬
ÆD����©°����¢q�0Æ�Ç����M���=Ç����$Û.��Æ�È�Ç��Wº

fi(Ti+1) ≤
loss(T ∗

1 . . . T ∗
jmax

)

m(T1 . . . Ti)−m(T ∗
1 . . . T ∗

jmax
)

=
loss∗

mi −m∗
. ¦ m@Ê ¬

Ë ï
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�ª��Ç��q�
fi(Ti+1) ≤ 1

ÆD��� ¦ m@Ê ¬ ©«�*�'ÆD�����@© �$���±Ç�Å°ÆD���

loss(T1 . . . Timax
) =

∑

i

loss(Ti) =
∑

i

fi−1(Ti)(mi−1 −mi)

≤
∑

i

min

(

1,
loss∗

mi−1 −m∗

)

(mi−1 −mi) . ¦ m@¶ ¬
�#È��'ÆD�±È�º

m0 = mst ≥ smtk � ÆD����©°�Y©�Ç�È�Èu�M���"©µ�M��ÆD�
smtk ≥ mimax

Ç��oz¤�£Å%Å°Æ¼Ì ¥ Ì¢��£È��"© ¥» ���i���<�I����� ¦ m@¶ ¬ Ç��^¢v���q���q�$��¢.º
∫

mst

mimax

min
(

1,
loss∗

x−m∗

)

dx =

∫

mst−m∗

mimax
−m∗

min
(

1,
loss∗

x

)

dx

=

∫

loss
∗

mimax
−m∗
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∫
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(
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(
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�M����Æ�È��7���±Ç��M��ÅoÇ��>�±Ç��
�u� ¥Î����#ÆD�°Ç����M�0ÆD���$�>�D�2�M����®.���£Ç����i�»�M���$�^�q����¢�È��£Å ÆD���°Æ¨�$�������0ÆD�u�

k � ©°�>�$�����±Ç��q�i��M���»�I�FÈ�È��@©�Ç��q���uº �v�i�M�
�0ÆD�q� �����M���¸�G�i���D�����i�±Å%Ç���Æ�È�� ¥RÂ ���i�?�D��ÆD�6Å��
�M�
k
���i�±Å%Ç���Æ�È��

Ç��GÆQ�uº �v�i���$���7�#Ç ���M���^®.���£Ç����i�pÅ%Ç���Ç�Å*��Å �M���$�¸�����GÇ��6Ç�������È�È ¥� ���#È��i�q�
�M� �D���M��Ç��Þ�.º�Ä
���i���$���7�DÇ��R�KÇ��7�i� ¢.º��M���PÈ��i�q�
�M���D�2�M���>®.���£Ç����i�[Å%Ç���Ç�Å���Å �M���$� ¥R ��Ç��Y�uº ���i�M�
�0ÆD�q�
�'ÆD�£¢v�*�$�����M�M�M���i���$��Ç����v�FÈ�º.���FÅ%Ç5Æ�È?�±Ç�Å�� ¥ ÎGÇ�����Ç��q�sÆ0�M�����M���$�M�

k
ÄS®.���£Ç����i���M���$�]Ç��

�$Ûu��Ç��KÆ�È��i�u����� ¯�����Ç��q� Æ%Å%Ç���Ç�Å���Å¾�M��ÆD�q��Ç��q�½�M�q¢q�
�0ÆD�q� Ç����M��Ç��Q�.º.�v�i�M�
�0ÆD�q� ¥^§ ��7�i���i�0Æ�È2�.º.�v�i�M�
�0ÆD�q���¼�M��Ç��«�q����¢�È��£Å Ç��«±.���"©^� Æ��«�M���*«W¤{ 	¤{«h¦�« ¡[��¬F � 	¤� !5*¡8¦	¯8¡l·£¢
��©±ª�¯�² ·�«{¿]ð£����Á ¥ § �#Ç���Æ��7�i���i�0Æ�È�Ç�ÜAÆD�±Ç������D���M���¨���i�¼�$�@�7�i�^�q����¢�È��£Å ¥»§ �¤�M�����uº ���i��Ä�$���7�$����Æ$�7���±Ç�Ü@�3ÆD�=Å��
�M�

k � �M��� �
���$�$��º Æ�È��7���±Ç��M��Å �I�����M��Ç����q����¢�È��£Å ¦ � ���$�$��º�Äí4®q® ¬ ��Æ���Æ½���i�]�I���±Å°ÆD���$�|�0ÆD�±Ç����D�
Hk � ©^���i��� Hk =

∑k
i=1 1/i = ln k + O(1)´ î�m � Ë · ¥� ��Ç��]Ç���¢v�$�M���v�
���±Ç�¢�È���´ m Ë · ¥½Â �±Ç�Å|��È����$�FÅ*¢�Ç���ÆD�±Ç����ã�D�¼�M��Ç��*Æ�È��7���±Ç��M��Å

©�Ç��M���M����®.���£Ç����i�>�0ÆD�±Ç��¼ÆD��Æ�È�º �±Ç��>º�Ç��£È��q�+Æ|���i�]�I���±Å°ÆD���$���0ÆD�±Ç����D�
ρk ·Hk−1 ≥ 2 ¥

§ �¡�'Æ������D�»�M���]Ç����M�0ÆD���$�$��Ç��������$�$�Ó¢uº��M���
k
ÄS®.���£Ç����i�¨�M���$���q����¢�È��£Å � ©°���M��Æ�È�È

�������M���*�I�FÈ�È��@©�Ç��q�½�q�������i�M��º!É § � t′
Ç��NÆ��M�q¢��G�i�ª�D�#Æ��G�i�

t
�D�»���i�±Å%Ç���Æ�È�� � �M���i�£�M���

³`�$�
�M�@Ø����£�$���q���$�i�
t′
���i���q������¢v�0��Å°Æ�È�È��i���M��ÆD�À�M�����$�
���*���£�$���q���$�i�

t ¥Åù ��Ç�È��
�M��Ç�� �q�������i�M��º�Ç����¹ÆD���k���FÅ÷¢v�£Ç��q�4�FÆ�È�Ç���Ç��à�M���½�7�i���i�0Æ�ÈQí4®q®Ð�q����¢�È��£Å � Ç��À�q��ÇRÄ
�����±Å%È�º½Ûu��Æ���ÇRÄK¢�Ç���ÆD�M�±Ç�����Ç����M�0ÆD���$�$�^�M���¨�$�
�M�DÇ��¼�i�7�i���q���������M�±Ç�����Æ�ÈÆ�����M�����u��Å�¢��i�
�D�����i�±Å%Ç���Æ�È�� ¥¸ ��Ç���Ç�Å|��È�Ç��$��Ç��Å��ÆD�M�±Ç��i��È5ÆD�>�M��ÆD�^�M�������FÈ��q�±Ç������$���.�0Æ�Ç����^���|�iº �£È��$� ¥

î Ì
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Â È��7���±Ç��M��Å � ���$�$��º�ÄWí4®q®�Æ�� �q�$���i�±Ç�¢v�$� Ç��Á´`Ë · ÆD�q��È�Ç��$�Ï���Ó�q��Ç �I���±Å%È�ºÏÛ.��Æ��±ÇRÄ
¢�Ç���ÆD�M�±Ç�����Ç����M�0ÆD���$�$�0¯����3Ç��u���Ï�M�����7�i���i�0Æ�Èª���0Æ�Å��i©«���M± ¥ÁÂ ������Å����M��ÆD�0�M���£�uº�Ä
�v�i���$���7�$�

t1, . . . , ti−1
��Æ@�7� Æ�È����'Æ���ºÏ¢��$�i�à���£È��$�i���$� ÆD���À�q�i��������¢.º

ci−1(t)
�M���

�q�$�i���'Æ����+Ç��0�M���Q�u��Å*¢v�i�^�D�¤�$�FÅ|�������i�.���#Ç �¤�M���Q�uº ���i���$���7�
t
Ç��#Æ��q�q�$� ¥» ���i���M���

���£È��$�i�±Ç������k�q���i�±Ç����Ç��>�M���6³`�$�
�M�^�v�i�>�$���q���$�i�±Ç����¤Ø��0ÆD�±Ç��

fi−1(t) :=
|t|

ci−1(t)
.

� çh�.è�é��^ j�$<�à'0/½é��%+¼��g1��è�åh�2ëqé2��º;g43�ì
�ué�çÞè�5\gQ�*é��n ��^�v,
"!�;/�0-2 	�·v5�·� !·�©±¬F²
§�©�¬K«3·Ä:×ªF©0}:[¤¥¢
	 ¢
	�·�§8¦� =Al¢¥¤ ªF 

fi−1(t) := |t|
ci−1(t)

5K¤�¶�·�¡s¬
1.217

¬����!©�ª��K¤�«3¬K¢¥¤ ªF 
§lªF©]¢
	�·���¢ ·�¤{ !·�©]¢¥©�·�·\��©±ª�¯�² ·�« ¤� �¦� �¤ §lªF©�«W² �°Ã£¦�¬�¡�¤�´±¯�¤í��¬F©�¢¥¤¥¢ ·_5F©±¬��%	�¡�>
8P©±ª'ª�§�>vz¤�i�

t∗
¢v�#Æ>�uº ���i���$���7�°�D���M���¸���q�±Ç�Å°Æ�È����FÈ��q�±Ç���� ¥?ù �»± ���@©À�M��ÆD�Þ©^���i���M���

Æ�È��7���±Ç��M��Å �q�$�£Ç��q�$���������£È��$�i�
ti � �M���i���Q©DÆ��DÆ*�$�FÅ|���i�±Ç��q�hÅ%Ç���Ç�Å°Æ�Èv�M�q¢q�uº �v�i���$���7�

t∗′ ⊂ t∗
©�Ç��M�

ci−1(t
∗′) = ci−1(t

∗) ¥�Â � t∗′
�$���M���$�M�v�����q�¤���NÆ^�M�0ÆD�Þ©�Ç��M�

ci−1(t
∗)+1�$���7�$� � ©°��± ���@©â�M��ÆD�

|t∗′| =
ci−1(t

∗) + 1

c0(t∗) + 1
· |t∗| . ¦ Ë Ñ ¬

® �£�M���3È��i�q�
�M�à�D��Æ��M�q¢q�.º.�v�i���$���7�°Ç��������q�
��È�º¿�q�����v���M�±Ç�����Æ�È°���£�M�����.��Å*¢v�i� �D�
�$���q���$�i�±Ç������ Ç��½º�Ç��£È��q� ¦ �$�M�v�$�£Ç5Æ�È�È�ºã�I���°È5ÆD�M�7�4�M�0ÆD��� ¬ ÆD���Ä©°�¡�7�i�½�M���£���FÈ�È��"©�Ç��q�
Ç����$Û.��Æ�È�Ç��Wº ¥
|ti|

ci−1(ti)
≤ |t∗′|

ci−1(t∗′)
=

ci−1(t∗)+1
c0(t∗)+1 |t∗|
ci−1(t∗)

=

(

1 +
1

ci−1(t∗)

) |t∗|
c0(t∗) + 1

. ¦ Ë m ¬
zÞ�i�

ALG := {t1, . . . , timax
} ÆD���

OPT
¢����M�����uº �v�i���$���7�$���D�+ÆD�Ð���q�±Ç�Å°Æ�È

���FÈ��q�±Ç���� ¥û§ �á�����q�i�0���µ�$�M�±Ç�Å°ÆD���£�M��� È��i�q�
�M�ø�D�
ALG

Ç��á���i�±Å����D�¨�M��� È��i�q�
�M�
�D�

OPT � ©«� Ç��.�M���.�����$� ÆD�M�±Ç ¯��£Ç5Æ�È��$���7�¡�G�i���
A

���$�M� ¥ A∗ �������M��� Æ�È��7���±Ç��M��Å%Ç��
ÆD���������ª�M���*���q�±Ç�Å°Æ�ÈR���FÈ��q�±Ç����£���°Å%Ç�Å%Ç��*�M�����$���q���$�i�±Ç�������Æ��$�$�FÅ|��È�Ç������$�¡¢.º��M���
�.º.�v�i���$���7�$�Q�D�Y¢v���M�����FÈ��q�±Ç������ ¥¸ ���i�¡©«����Ç����M�±Ç�¢q�q�����M���=È��i�q�
�M�Ó�D�?�M�����$���7�$�+Ç��
A

Æ�Å����q���M���
���=Ç��
A∗ ���±Ç��q�¼ÆWÅ°ÆD�M���FÇ���ÄW���Wº�È��*�<¹q����ÆD�q�7�*ÆD�M�
��Å��i�.� ¥zÞ�i�

ALG i := {t1, . . . , ti} ¥�ù �0�q�<¯����
`i ∈ N

ÆD���
a1, . . . , a`i

∈
(

R
2

) �M���G�
�M��ÆD�

Ai := {a1, . . . , a`i
} ��Æ��ª�M�����8Æ�Å����$���q���$�i���$�4�$�FÅ|�v�����i�u���]Æ��

ALG i ¥ªù �
�M�0ÆD�M� ©�Ç��M�

`0 := 0
ÆD���

A0 := ALG0 = ∅ ÆD���à���i�
`i := `i−1 + ci−1(ti) =

`i−1 + c0(ti) ¥? ���ª���i©ø�$���7�$�
a`i−1+1, . . . , a`i

⊆ ti
�I���±Å ÆD�sÆD�M¢�Ç��M�0ÆD�Mº��M��ÆD�q��Ç��q�

�M���$� �I�����M��� �7�i�M�±Ç��$�$�*�D�
ti ¥� ���3È��i�q�
�M�Ð�D�

ti
Ç�����Ç��M�M�±Ç�¢q�q���$�µ�q��Ç �I���±Å%È�º Æ�Å����q�

�M�������i© �$���7�$� � Ç ¥ � ¥�� �M���£Ç��hÈ��i�q�
�M���%ÆD��� |a`i−1+1|, . . . , |a`i
| := |ti|/(`i − `i−1) ¥z¤�i�

A := A`imax
¥Q¦ �#È��'ÆD�±È�º � `imax

Ç��^�M�����u��Å*¢v�i�Q�D�R���i�±Å%Ç���Æ�È��+Å%Ç��.���Q����� ¥}¬zÞ�i�
A∗

0 := ∅ ÆD���
T0 := OPT ¥µù �Å�M���$�$�$�G�±Ç��7�£È�ºÏ�q�<¯����Å�M���$�$�

A∗
j ⊆

(

R
2

)

ÆD���4�.º.�v�i�M�M���$�$�
Tj � j > 0 ¥| ���q�<¯����

A∗
j

©«�3Ç������i�M���M���|�$���7�$�*�D�
A

�����3Æ������i�
î
ð
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ÆD�����M���i� ¥ Î����*�'Æ��G�
j = 1, . . . , `imax

�M���i���°ÆD��� �W©°���v�
���±Ç�¢�Ç�È�Ç��±Ç��$� ¥|§ � aj ∈ Tj−1�M���i��©«��È��i�
a∗j := aj

ÆD���
Tj := Tj−1 ¥� �M���i�M©�Ç���� � Tj−1 + aj

�$���u�0Æ�Ç�����Æ �iº �£È�� ¥
Â � A

Ç���Æ½�M���$� � �M��Ç����iº �£È��3Å*���M�*�$���.�0Æ�Ç���Æ½�.º.�v�i���$���7�
t∗ ∈ Tj−1 \ A ¥ ù �%È��i�

T ′
j−1 := Tj−1− t∗

ÆD�����G���.�
�G�NÆD�Å�$���7�
a∗j ⊆ t∗

©^��Ç������$���q���$�i���°�q���$�£Ç����£È�º��M���
�G�
�W©°���$�FÅ|�v�����i�u���Y�D�

T ′
j−1

©^��Ç����|�$���.�0Æ�Ç����M���°�i�����v�FÇ��u���Y�D�
aj ¥�ù �¸���£Å��"�7�°�����°�D�

�M���>�i�����v�FÇ��u���°�D�
a∗j

�k���FÅ
t∗

������¢q�0Æ�Ç��
t∗′ ¥ ÎGÇ���Æ�È�È�º � ©«�cÈ��i�

Tj := T ′
j−1 + t∗′+aj �©^��Ç���� Ç��%ÆD��Æ�Ç��ÿÆ£�M��ÆD�q��Ç��q�4�M�q¢q�.º.�v�i�M�
�0ÆD�q�ã©�Ç��M�����q�|�iº �£È��$� ¥Ó§ �Ï�M��Ç���©PÆ@º � ©«���Æ$�7�����i��È5Æ��$�$�£�������D���M�����$���q���$�i�±Ç������cÇ��

OPT
©�Ç��M���������k���FÅ

ALG � ��� � Å������
�q���$�£Ç����£È�º � A ¥Q§ �£¢v���M�¡�'Æ��G�$�Q©°�����i�

A∗
j := A∗

j−1 + a∗j ¥ z¤�i� A∗ := A∗
`imax

¥> ������i��È5Æ��$�£Å��i�u���q���.�$�$�G�>�q�<¯����$��Æ�¢�Ç ÂM�$�i�±Ç����
ϕ : A↔ A∗ ¢uº

ϕ(aj) := a∗j ¥²��������M��ÆD�^�I���>�i�7�i�Mº½�$���7�
a∗ ∈ A∗ �M���i���=Ç��+Æ��q��Ç�Û.�����uº �v�i���$���7�

t∗ ∈ OPT©�Ç��M�
a∗ ⊆ t∗ � ¢��$�'ÆD����� OPT

�$���u�0Æ�Ç����|���4�iº��£È�� ¥ Î����|�i�7�i�MºÐ�.º.�v�i���$���7�
t∗ ∈

OPT � �M���°�G�i�»�D���$���q���$�i�±Ç������»©^��Ç��G����Æ$�7�¼�����Yº7�i�Y¢v�$�i� ���£Å��@�7�$���k���FÅrÇ��»���q�±Ç��q�
�M���¼���i��È5Æ��$�£Å��i�u�¼�M���i���

j = 1, . . . , `i

Ç��
Ui(t

∗) := { a∗ ∈ A∗\A∗
`i
| a∗ ⊆ t∗ } ¥ z¤�i�

ui(t
∗) := #Ui(t

∗) ¥¸ ���i���M�����u��Å�¢��i���D�»�$���q���$�i�±Ç������>���£Å��@�7�$�£�����FÅ
t∗

���q�±Ç��q�
�M�������i��È5Æ��$�£Å��i�u�¨�M���i���

j = `i−1 + 1, . . . , `i

Ç��
ui−1(t

∗)− ui(t
∗) ¥

 ����ÆD¢v�@�7���q�<¯���Ç��±Ç�������Ç�Å|��È�º½�M��ÆD�

|ALG | =
imax
∑

i=1

|ti| =
∑

a∈A

|a| =
∑

a∗∈A∗

|ϕ−1(a∗)|

=
∑

t∗∈OPT

∑

a∗⊆t∗

a∗∈A∗

|ϕ−1(a∗)|

=
∑

t∗∈OPT

imax
∑

i=1

∑

a∗⊆t∗

a∗∈A∗

`i
\A∗

`i−1

|ϕ−1(a∗)|

=
∑

t∗∈OPT

imax
∑

i=1

(

ui−1(t
∗)− ui(t

∗)
) |ti|

ci−1(ti)
. ¦ Ë
Ë ¬

ù ���'ÆD�£�$�M�±Ç�Å°ÆD�����M����Ç��q���i�Q�M��ÅÃ���±Ç��q� ¦ Ë m ¬ Ç����M���¨�I�FÈ�È��@©�Ç��q��©DÆ$º ¥
imax
∑

i=1

(

ui−1(t
∗)− ui(t

∗)
) |ti|

ci−1(ti)

≤
imax
∑

i=1

(

ui−1(t
∗)− ui(t

∗)
)

(

1 +
1

ci−1(t∗)

) |t∗|
c0(t∗) + 1

î
É
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= |t∗| ·
u0(t

∗)− uimax
(t∗) +

∑imax

i=1

ui−1(t
∗)− ui(t

∗)

ci−1(t∗)

c0(t∗) + 1
. ¦ Ë î ¬

§ ���M�����u��Å��i�0ÆD�����^©«����Æ@�7�
u0(t

∗) = c0(t
∗)

ÆD���
uimax

(t∗) = 0 ¥Y ����Ç����$Ûu��Æ�È�Ç���º
ci−1(t

∗) ≥ ui−1(t
∗)

Ç��ª�KÆ�È�Ç��¡�����=Æ�È�È
i � �±Ç����$� Ui−1(t

∗) ⊆ A∗ �$���u�0Æ�Ç��������Å�iº��£È��$�
ÆD��� Ç����Q�$���7�$��ÆD���*�$���u�0Æ�Ç����$��Ç��

t∗ � ¢q�q� � ¢uº��q�<¯���Ç��±Ç���� � Æ��q��Ç��q�0�M���*©^���FÈ��
t∗

���
ALG i−1

©°����È��¿º�Ç��£È��
ci−1(t

∗)
���i© �$���q���$�i�±Ç������ ¥�Â � u0(t

∗), . . . , uimax
(t∗)

Ç��=Æ
������Ä¹Ç����i���'Æ��±Ç��q�½���$Û.���i���$���D�?��ÆD�M�q�0Æ�ÈÞ�u��Å*¢v�i��� �

imax
∑

i=1

ui−1(t
∗)− ui(t

∗)

ci−1(t∗)
≤

imax
∑

i=1

ui−1(t
∗)− ui(t

∗)

ui−1(t∗)

≤ H(u0(t
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