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VorwortDer algorithmische Aspekt der Graphentheorie ist in den vergangenen Jahren gerade imSpannungsfeld zwischen Mathematik und Informatik stark in den Vordergrund getreten.Um dieser Entwicklung Rechnung zu tragen, entstand bereits 1989 anl�a�lich eines Vor-lesungszyklus, den ich seinerzeit an der Universit�at Bonn gehalten habe, die Idee, einSkriptum zu schreiben. Im Laufe der letzten 7 Jahre sind nun verschiedene Teile, teilsnach Vorlesungen, teils f�ur Vorlesungen, teils auch unabh�angig von Vorlesungen, entstan-den. Die jetzt vorliegende Fassung ist durch das gro�e Engagement und den Einsatz vonHerrn Emden-Weinert entstanden. Ihm geb�uhrt daf�ur mein ganz besonderer Dank.Diese Fassung ist noch unvollst�andig, unausgewogen und bestimmt auch noch mit Fehlernbehaftet, und es ist noch ein weiter Weg bis das, was intendiert ist, auch in geschriebenerForm vorliegt. Dennoch haben wir uns entschlossen, sie in dieser Form bereits allgemeinzug�anglich zu machen, nicht zuletzt in der Ho�nung, zahlreiche Kommentare, Anregungenund Verbesserungsvorschl�age zu erhalten.Ich m�ochte an dieser Stelle noch einmal allen Mitarbeitern, die im Laufe der Jahre sowohlan der Universit�at Bonn als auch an der Humboldt-Universit�at zu Berlin durch Ideen, Dis-kussionen und viel Schreibarbeit am Werden dieser inzwischen fast 500 Seiten mitgewirkthaben, ganz herzlich danken.Berlin, im September 1996 Hans J�urgen Pr�omel
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NotationReferenzen. Wo es uns m�oglich war, haben wir S�atzen, Korollaren u.�a. die Namen derUrheber mit Jahresangabe hinzugef�ugt. Der Leser �ndet dann entsprechende Verweise aufOriginalliteratur im Literturverzeichnis unter einem K�urzel, das sich aus den ersten dreiBuchstaben des Namens des Autors bzw. den Initialen bei mehreren Autoren sowie denletzten zwei Zi�ern der Jahreszahl zusammensetzt. Das Literaturverzeichnis ist nach diesenK�urzeln alphabetisch sortiert (ohne Unterscheidung von Gro�- und Kleinbuchstaben).Bezeichnungen und Abk�urzungen. Um das Studium der aktuellen Literatur nichtunn�otig zu erschweren, haben wir Bezeichnungen f�ur Entscheidungsprobleme und Symbolef�ur Graphenparameter (siehe Tabelle auf Seite 399) so gew�ahlt, wie sie zumeist (wennauch nicht durchg�angig) im angels�achsischen Sprachraum verwendet werden, siehe z.B.[GJ79, Lov79]. Leider gibt es jedoch auch dort keine einheitliche Nomenklatur.Mathematische Termini. bxc ist de�niert als die gr�o�te ganze Zahl � x, dxe als diekleinste ganze Zahl � x.Wenn wir von der Parit�at einer nat�urlichen Zahl sprechen, heben wir darauf ab, ob dieZahl gerade oder ungerade ist.jxj bezeichnet den Absolutbetrag der Zahl x."log\ bezeichnet stets den Logarithmus zur Basis 2, "ln\ den nat�urlichen Logarithmus.F�ur zwei Zahlen a; b 2 IIN bezeichnet a mod b den ganzzahligen Rest von a bei Divisiondurch b, d.h. es ist a mod b := s, falls a die Darstellung a = r � b+ s hat f�ur r; s 2 IIN0 mit0 � s < b.x � y (mod a) bedeutet, da� die Gleichung f�ur die Reste modulo a gilt.;, IIN, Q und IR bezeichnen die leere Menge, die Menge der nat�urlichen, der rationalenbzw. der reellen Zahlen; IIN0 := IIN [ f0g und IR+ := fx 2 IR : x > 0g.Die symmetrische Di�erenz A�B zweier Mengen A und B ist de�niert alsA�B := (A [B) n (A \ B) = (A nB) [ (B nA):Ferner schreiben wir kurzM�e := M nfeg undM+e :=M[feg. Die Schreibweise _Si2IMideutet an, da� die Mengen Mi der Vereinigung paarweise disjunkt sind. jM j bezeichnetdie Kardinalit�at oder M�achtigkeit (d.h. die Anzahl der Elemente) der Menge M . Mit2M := fT : T � Mg bezeichnen wir die Potenzmenge (d.h. die Menge aller Teilmengen)der MengeM { beachte, es ist j2M j = 2jM j. Die Fakult�atsfunktion ist f�ur n 2 IIN de�niert alsn! := Qnk=1 k = n�(n�1)�: : :�1. F�ur k; n 2 IIN ist der Binomialkoe�zient de�niert als �nk� =n!k!(n�k)! . F�ur ein k 2 IIN0 sei �Mk � := fT � M : jT j = kg die Menge der k-elementigenTeilmengen von M { beachte, es ist j�Mk �j = �jM jk � und 2jM j = PjM jk=0 �jM jk �. Sprechen wirvon zwei Elementen x und y einer Menge, so meinen wir stets zwei verschiedene.5



6 NOTATIONF�ur eine endliche Menge M und eine Funktion f : M ! IR bezeichnet argmin ff(m) :m 2Mg ein m� 2M mit f(m�) = min ff(m) : m 2Mg (entsprechend argmax).Wie im Englischen bezeichnen auch wir der K�urze und Eindeutigkeit zuliebe eineTeilmenge S einer Menge M als maximal bez�uglich einer Eigenschaft P , wenn keine echteObermenge von S mehr die betrachtete Eigenschaft hat ("inklusionsmaximal\ oder lokalmaximal), und als maximum, wenn S eine gr�o�te Teilmenge von M mit der betrachtetenEigenschaft ist ("kardinalit�atsmaximal\ oder global maximal).Eine Abbildung f : M ! N zwischen Mengen M und N hei�t injektiv, falls f�ur x; y 2M gilt: f(x) = f(y) ) x = y; Sie hei�t surjektiv, falls gilt: 8y 2 N 9x 2 M (f(x) = y).Eine Abbildung hei�t bijektiv genau dann, wenn sie injektiv und surjektiv ist. Wir werdendiese Begri�e haupts�achlich bei Z�ahlargumenten verwenden: Ist f : M ! N injektiv, sogilt o�enbar jN j � jM j, ist f : M ! N surjektiv, so folgt jN j � jM j, und ist f : M ! Nbijektiv, so gilt jN j = jM j.Eine Permutation von f1; : : : ; ng ist eine bijektive Abbildung von f1; : : : ; ng nachf1; : : : ; ng. Die Permutationen von f1; : : : ; ng bilden die symmetrische Gruppe Sn derOrdnung n!. Eine (0,1)-Matrix ist eine Matrix mit Eintr�agen aus f0; 1g. Eine n�n-MatrixP = (pij)ij hei�t Permutationsmatrix, falls eine Permutation � 2 Sn existiert, so da�pij = ( 1 falls �(i) = j,0 sonst.Eine �Aquivalenzrelation auf einer MengeM ist eine zweistellige Relation "�\ (d.h. eineTeilmenge R �M �M mit der Interpretation (x; y) 2 R, x � y), f�ur die gilt:(i) Reexivit�at: x � x f�ur alle x 2M ;(ii) Symmetrie: x � y ) y � x;(iii) Transitivit�at: x � y ^ y � z ) x � z;Eine �Aquivalenzrelation auf einer Menge M partitioniert also M in die sogenannten �Aqui-valenzklassen von "�\, deren Elemente jeweils paarweise untereinander in Relation stehen.Umgekehrt de�niert jede Partition von M eine �Aquivalenzrelation.Eine Aussage A hei�t notwendig bzw. hinreichend f�ur eine Aussage B, falls gilt B ) Abzw. A ) B. Die Aussage A ^ B ist wahr genau dann, wenn A und B wahr sind, dieAussage A_B ist wahr genau dann, wenn mindestens eine der beiden Aussagen wahr ist.



NOTATION 7Die Landauschen Symbole. Die Landauschen Symbole dienen dazu, das asymptotischeWachstumsverhalten von Funktionen zu vergleichen. Seien g; f : IIN ! IR zwei reellwertigeFunktionen. Dann hei�tf(n) = O(g(n)) :, 9C 2 IR+ 9n0 2 IIN : jf(n)j � Cjg(n)j 8n � n0;f(n) = o(g(n)) :, 8c 2 IR+ 9n0 2 IIN : jf(n)j � cjg(n)j 8n � n0;f(n) = 
(g(n)) :, 9c 2 IR+ 9n0 2 IIN : jf(n)j � cjg(n)j 8n � n0;f(n) = !(g(n)) :, 8C 2 IR+ 9n0 2 IIN : jf(n)j � Cjg(n)j 8n � n0;f(n) = �(g(n)) :, 9c; C 2 IR+ 9n0 2 IIN : cjg(n)j � jf(n)j � Cjg(n)j 8n � n0;f(n) � g(n) :, f(n) = (1 + o(1))g(n):Beispiele. f(n) = o(1) besagt gerade, da� f Nullfolge ist. Die Wachstumsordnung einesPolynoms ist durch den f�uhrenden Term bestimmt: a0 + a1n + � � �+ aknk = �(nk).Man beachte, da� eine "Gleichung\ wie f(n) = O(g(n)) nur von links nach rechts gelesenwerden kann. Das Gleichheitszeichen ist hier vielmehr als ein "2\ zu lesen, wobei O(g(n))als die Menge der Funktionen von derselben Gr�o�enordnung wie g(n) zu de�nieren w�are,siehe [Knu76, Bra85].Die Landauschen Symbole erf�ullen folgende Eigenschaften:1. f(n) = O(f(n));2. O(O(f(n))) = O(f(n));3. c � O(f(n)) = O(f(n));4. O(f(n)) � O(g(n)) = O(f(n) � g(n));5. O(f(n) � g(n)) = f(n) � O(g(n));6. o(f(n)) + o(f(n)) = o(f(n));7. o(f(n) � g(n)) = f(n) � o(g(n));8. f(n) � g(n) ) f(n) = �(g(n)) (aber nicht umgekehrt).�Ubungen.a) �nk� = �(nk); f�ur festes k 2 IIN.b) �n2� � 12n2;c) n+ logn = �(n);d) (logn)k = o(n�) f�ur alle � > 0 und k 2 IIN;e) nk = o(�n) f�ur alle k 2 IIN und � > 1;f) F�ur jedes feste k 2 IIN0 gilt: Pni=1 ik = �(nk+1).



Kapitel 1Einf�uhrung1.1 Grundlegende Begri�eEin (endlicher) Graph ist ein Tupel G = (V;E), wobei V eine endliche Menge (o.B.d.A.einfach f1; : : : ; ng) und E � �V2� eine Teilmenge der zweielementigen Teilmengen von Vist.1 Die Elemente v 2 V hei�en die Knoten (auch Ecken, engl. vertices oder nodes), dieElemente aus e 2 E die Kanten (engl. edges) von G. Ein besonderer Reiz der Graphen-theorie ist geht davon aus, da� sich ihre Objekte leicht graphisch veranschaulichen lassen(man bl�attere mal eben durch das Buch). Die Anzahl der Knoten eines Graphen G wirdals die Ordnung von G bezeichnet, die wir durchweg mit n := n(G) := jV j notieren. DieAnzahl seiner Kanten, in Zeichen m := m(G) := jEj, hei�t auch die Gr�o�e von G. EinGraph hei�t gerade bzw. ungerade je nach Parit�at seiner Knotenmenge. F�ur eine Kan-te fu; vg 2 E werden die Knoten u und v ihre Endpunkte genannt. Das Komplement(V; �V2� nE) eines Graphen notieren wir mit G. Ein Graph (V; ;) ohne Kanten hei�t auchleer oder trivial. Sein Komplement, der Graph Kn := (V; �V2�), hei�t vollst�andig; bei nKnoten hat er m = �n2� Kanten.O�enbar gibt es 2(n2) viele verschiedene M�oglichkeiten, Kanten zwischen n Knotenzu setzen oder nicht zu setzen; es gibt also gerade ebenso viele verschiedene Graphenauf n (numerierten oder markierten, d.h. unterschiedenen) Knoten. Viele dieser Graphenunterscheiden sich jedoch lediglich in der Numerierung ihrer Knotenmenge: Zwei GraphenG1 = (V1; E1) und G2 = (V2; E2) hei�en isomorph, in Zeichen G1 �= G2, falls es eineBijektion f : V1 ! V2 gibt, so da� gilt: fu; vg 2 E1 , ff(u); f(v)g 2 E2.Ein Knoten v 2 V und eine Kante e 2 E in einem Graphen G = (V;E) inzidierenoder �uberdecken einander, falls v 2 e. Zwei Knoten u; v 2 V hei�en adjazent, verbundenoder benachbart, falls fu; vg 2 E. Die Nachbarschaft eines Knotens v 2 V ist die Menge�(v) := fu 2 V j fu; vg 2 Eg der Nachbarn von v. Der Grad d(v) := j�(v)j eines Knotensv 2 V z�ahlt die Kanten, die in dem Graphen mit v inzidieren. Wir schreiben dG(v), umzu betonen, da� sich der Grad auf den Graphen G bezieht. O�enbar gilt, da jede Kante1Es werden hier fast ausschlie�lich nur sogenannte einfache Graphen betrachtet, d.h. Graphen ohneSchlingen (Kanten, deren Endpunkte zusammenfallen) und ohne mehrfache (parallele) Kanten zwischenzwei Knoten. Gerichtete Graphen treten nur in Abschnitt 2.1 auf.8



1.1. GRUNDLEGENDE BEGRIFFE 9an ihren beiden Endpunkten einen Beitrag von 1 zu deren Grad liefert:Xv2V d(v) = 2m: (1.1)Da� auf einem Empfang gerade viele G�aste ungerade vielen anderen G�asten die Handsch�utteln ist die Knobelversion der leichten�Ubung 1.1.1 Ein Graph hat eine gerade Anzahl von Knoten ungeraden Grades.Ein Graph G hei�t r-regul�ar, falls f�ur ein r 2 IIN0 gilt: d(v) = r f�ur alle v 2 V . Ein Knotenv 2 V mit d(v) = 0 hei�t isoliert. In einem leeren Graphen sind also alle Knoten isoliert,w�ahrend der vollst�andige Graph Kn (n�1)�regul�ar ist. Ein 3-regul�arer Graph hei�t auchkubisch. Der maximale Grad in einem Graphen wird mit �(G) := maxfd(v) : v 2 V g, derminimale mit �(G) := minfd(v) : v 2 V g notiert.Adjazenzmatrix. Sei G = (V;E) ein Graph. Dann hei�t die folgende symmetrische n�nMatrix A = A(G) = (aij), 1 � i; j � n, mitaij := ( 1 falls fi; jg 2 E,0 sonstdie Adjazenzmatrix von G. Die i-te Zeilen- oder Spaltensumme von A ist also gerade d(vi);die Anzahl der Einsen in A istPv2V d(v) = 2m. Wir beobachten ferner, da� zwei GraphenG1 und G2 der Ordnung n genau dann isomorph sind, wenn es eine n � n Permutations-matrix P gibt, so da� f�ur die zugeh�origen Adjazenzmatrizen gilt: A1 = PTA2P .Subgraphen. Ein Graph H = (VH ; EH) hei�t (schwacher) Subgraph eines GraphenG = (VG; EG), in Zeichen H � G, falls eine injektive Abbildung f : VH ! VG existiert,so da� gilt fu; vg 2 EH ) ff(u); f(v)g 2 EG. Insbesondere ist also jeder Graph H mitVH � VG und EH � �VH2 � \EG Subgraph von G. Ein Subgraph H eines Graphen G hei�tdurch VH induziert, falls er alle Kanten von G enth�alt, die beide Endpunkte in VH haben,d.h. falls EH = ffu; vg 2 EG : u; v 2 VHg = �VH2 �\EG. Den von einer Knotenmenge S � Vin einem Graphen G induzierten Subgraphen bezeichnen wir mit G[S]. Ein Subgraph Heines Graphen G hei�t spannend, falls V (H) = V (G).Eine Knotenmenge C � V hei�t Clique in einem Graphen G, falls der von C induzierteSubgraph G[C] vollst�andig ist. Eine Knotenmenge S � V hei�t unabh�angig oder stabil,falls keine zwei Knoten aus S benachbart sind, d.h. falls der von S in G induzierte GraphG[S] leer ist. Die Gr�o�e einer kardinalit�atsmaximalen Clique in einem Graphen G hei�t dieCliquenzahl !(G), die Gr�o�e einer kardinalit�atsmaximalen unabh�angigen Knotenmenge dieStabilit�ats- oder Unabh�angigkeitszahl �(G). Da eine Knotenmenge C � V o�enbar eineClique in einem Graphen G ist genau dann, wenn sie im Komplementgraphen G stabil ist,gilt also !(G) = �(G). F�ur den vollst�andigen Graphen Kn auf n Knoten gilt beispielsweise!(Kn) = n und �(Kn) = 1. Sei G ein Graph und v ein Knoten in einer maximum CliqueC von G. Wegen j�(v)j � �(G) folgt1 � !(G) � �(G) + 1: (1.2)Wenn dagegen S � V eine (inklusions-) maximale stabile Menge ist, dann ist jeder Knotenin V n S zu einem Knoten aus S adjazent (denn sonst k�onnte man ihn zu S hinzuf�ugen



10 KAPITEL 1. EINF�UHRUNGund erhielte eine noch gr�o�ere stabile Menge) und daher V � S [ Ss2S �(s). Es folgtn � jSj+ jSj�(G) oder n�(G) + 1 � jSj � �(G) � n: (1.3)Gleichheit gilt in (1.2) bzw. (1.3) jeweils z.B. beim leeren bzw. beim vollst�andigen Graphen.Wege, Pfade, Zusammenhang. Ein Weg W (engl. walk) ist eine Folge v0; v1; : : : ; v`von (nicht notwendig verschiedenen) Knoten vi 2 V , 0 � i � `, so da� f�ur i = 0; : : : ; `� 1gilt: fvi; vi+1g 2 E. Seine L�ange ist die Anzahl ` der Kanten, die er enth�alt. Ein WegW = (v0; v1; : : : ; v`), bei dem (falls ` � 1) alle Knoten vi, 0 � i � `, paarweise verschiedensind, hei�t Pfad (engl. path). Ein Pfad auf n 2 IIN Knoten wird mit Pn notiert { beachte:er hat die L�ange n � 1 . Der Pfad P1, der nur aus einem einzigen Knoten besteht, hei�ttrivial. Der Knoten v0 hei�t der Anfangsknoten des Pfades P = (v0; v1; : : : ; v`) und v` seinEndknoten; alle anderen Knoten hei�en die inneren Knoten des Pfades P . Ein u�v�Pfadist ein Pfad mit Anfangsknoten u und Endknoten v (mit v 6= u falls ` � 1).�Ubung 1.1.2 Jeder u� v�Weg (u 6= v) enth�alt einen u� v�Pfad.Ein k�urzester u� v�Weg ist ein u� v�Pfad.Mit dist(u; v) bezeichnen wir den Abstand (die Distanz) zweier Knoten u; v 2 V im Gra-phen G, wobei dist(u; v) de�niert ist als die L�ange eines k�urzesten u � v�Pfades in G{ falls es keinen u � v�Pfad in G gibt, so sei dist(u; v) := 1.2 Ein Graph G hei�t zu-sammenh�angend, wenn zwischen je zwei Knoten u; v 2 V ein u � v�Weg in G existiert.Die (Knoten-) maximalen zusammenh�angenden Subgraphen eines Graphen hei�en sei-ne (Zusammenhangs-)Komponenten. O�enbar geh�ort jeder Knoten zu einer Komponente;verschiedene Komponenten wiederum sind knotendisjunkt. c(G) bezeichne die Anzahl derKomponenten eines Graphen G. Es ist also c(G) = 1 genau dann, wenn G zusammenh�angt.Die Relation u � v , dist(u; v) <1 bildet o�ensichtlich eine �Aquivalenzrelation auf V ,ihre �Aquivalenzklassen sind gerade die Zusammenhangskomponenten von G.Zykeln und Kreise. Ein Weg W = v0; v1; : : : ; v` in einem Graphen hei�t geschlossenoder Zykel, falls v0 = vl. Wie wir in Abschnitt 3.1 sehen werden, sind die Zykeln gerade dieSubgraphen von G, in denen jeder Knoten geraden Grad hat. Ein kreuzungsfreier Zykel(bei dem die Knoten v0; : : : ; v`�1 also paarweise verschieden sind) hei�t Kreis. Der Kreisder L�ange n wird mit Cn notiert. Der Kreis C3 �= K3 hei�t auch Dreieck. Intuitiv sollteein dichter Graph (d.h. ein Graph mit m=n � 1) "lange\ Kreise enthalten; die folgendeProposition macht dies pr�azise.Proposition 1.1.3 (Dirac 1952a) Jeder Graph G vom Minimalgrad �(G) � 2 enth�alteinen Kreis der L�ange mindestens �(G) + 1. Ein Graph von der Dichte d := m=n � 2enth�alt einen Kreis der L�ange > d.Beweis. Sei fv0; v1g 2 E. Verl�angere den Pfad P = (v0; v1) so lange �uber v1 hinaus, bisdie Nachbarn des Endknotens v` des erhaltenen Pfades P = (v0; : : : ; v`) allesamt wiederauf P liegen. Sei vk der Nachbar von v` mit dem kleinsten Index k 2 f0; : : : ; ` � 1g.Wegen �(G) � 2 gilt k < `� 1, und die Knoten vk; : : : ; v` bilden einen Kreis, der o�enbarmindestens �(G) + 1 viele Knoten enth�alt.2Die Distanzabbildung dist : V �V ! IIN[f0;1g de�niert eine Metrik auf der Menge der Knoten einesGraphen [es gilt dist(u; v) = 0, u = v (De�nitheit), dist(u; v) = dist(v; u) f�ur alle u; v 2 V (Symmetrie)sowie dist(u;w) � dist(u;v) + dist(v;w) f�ur alle u; v;w 2 V (Dreiecksungleichung)].



1.1. GRUNDLEGENDE BEGRIFFE 11Zum Beweis der zweiten Aussage entferne rekursiv Knoten vom Grad < d aus demGraphen. Da dabei weniger als nd = m Kanten entfernt werden, verbleibt ein nicht-leererGraph vom Minimalgrad mindestens d. 2Die Taillenweite g(G) (von engl. girth) eines Graphen G bezeichnet die L�ange einesk�urzesten Kreises in G, bzw. ist als 1 de�niert, falls G kreisfrei ist. Ein "sehr dichter\Graph sollte intuitiv auch "sehr kurze\ Kreise enthalten; in diesem Zusammenhang giltfolgendes:Proposition 1.1.4 Ein Graph G mit �(G) > n=2 hat Taillenweite: g(G) = 3.Beweis. Es ist zu zeigen, da� G unter dieser Voraussetzung ein Dreieck besitzt. Sei fu; vg 2E. Wegen d(u) > n=2 und d(v) > n=2 k�onnen �(u) und �(v) nicht disjunkt sein. Also gibtes einen Knoten w0 2 V � u � v, der sowohl mit u also auch mit v verbunden ist. (Wirhaben also sogar gezeigt, da� jede Kante in einem Dreieck liegt). 2Schon der C4 zeigt, da� die Aussage bestm�oglich hinsichtlich der Bedingung an den Mini-malgrad ist.�Ubungen�Ubung 1.1.5 Die Isomorphie "�=\ von Graphen ist eine �Aquivalenzrelation auf der Menge allerGraphen.�Ubung 1.1.6 Ein Graph hei�t selbstkomplement�ar, falls G �= G. Man �nde den (einzigen) selbst-komplement�aren Graphen auf 4 und die beiden auf 5 Knoten.�Ubung 1.1.7 a) Jeder Graph (n � 2) hat zwei Knoten desselben Grades.b) Bestimme Graphen auf n � 2 Knoten, die n� 1 verschiedene Grade haben.�Ubung 1.1.8 a) Ein kubischer Graph hat gerade viele Knoten.b) Es gibt kubische Graphen der Ordnung n f�ur jedes gerade n � 4.�Ubung 1.1.9 [AKS80] Jeder Graph G = (V;E) enth�alt einen Knoten (einen sogenannten "grou-pie\) v 2 V mit t(v) := 1d(v)Pu2�(v) d(u) � 2mn .�Ubung 1.1.10 Der Eintrag akij der k-ten Potenz Ak der Adjazenzmatrix eines Graphen G ent-spricht der Anzahl der i� j�Wege in G der L�ange k.�Ubung 1.1.11 Sei H eine Komponente des Graphen G und v 2 V ein Knoten, der in H liegt.Dann ist H die Vereinigung aller Wege in G, die in v starten.Der Durchmesser diam(G) eines zusammenh�angenden Graphen G ist als die L�ange eines l�angstenk�urzesten Weges in G de�niert, d.h. diam(G) := maxu;v2V dist(u; v): Der Radius rad(G) eineszusammenh�angenden Graphen G ist hingegen rad(G) := minu2V maxv2V dist(u; v).�Ubung 1.1.12 F�ur jeden zusammenh�angenden Graphen G gilt:rad(G) � diam(G) � 2 rad(G).Man �nde f�ur jede dieser Ungleichungen Graphen, bei denen Gleichheit gilt.�Ubung 1.1.13 Mindestens einer der Graphen G und �G ist zusammenh�angend.�Ubung 1.1.14 Ein Graph mit m > �n�12 � ist zusammenh�angend.�Ubung 1.1.15 Ein Graph mit �(G) � 2 ist die disjunkte Vereinigung von Kreisen und Pfaden.



12 KAPITEL 1. EINF�UHRUNG1.1.1 Partite GraphenEin Graph G hei�t bipartit3 genau dann, wenn sich seine Knotenmenge so in zwei Teile Uund V partitionieren l�a�t, da� Kanten nur zwischen U und V verlaufen, oder �aquivalent,da� U und V stabile Mengen in G induzieren. U _[V nennen wir dann eine Bipartitiondes bipartiten Graphen G, die Mengen U und V Bipartitionsmengen oder auch einfachTeile. Einen bipartiten Graphen G notieren wir daher auch als Tripel G = (U; V; E) mitE � U �V := ffu; vg : u 2 U; v 2 V g. Die jU j� jV j Matrix B = (buv), u 2 U , v 2 V , mitbuv := ( 1 falls und fu; vg 2 E,0 sonsthei�t die Bipartitionsmatrix von G. Der vollst�andig bipartite Graph mit Teilen der Gr�o�ejU j = r und jV j = s wird mit Kr;s notiert; er hat rs viele Kanten. Der Graph K2;2beispielsweise ist isomorph zum C4. Der Graph Qd, dessen Knotenmenge aus den 2d 0-1-Vektoren der L�ange d 2 IIN besteht, wobei zwei solche 0-1-Vektoren durch eine Kanteverbunden sind genau dann, wenn sie sich in genau einer Koordinate unterscheiden, hei�tder d-dimensionale Hyperw�urfel.4Proposition 1.1.16 Der d-dimensionale Hyperw�urfel Qd ist bipartit.Beweis. Unterteile die 0-1-Vektoren x 2 V (Qd) der L�ange d in zwei Klassen U0 und U1gem�a� ihres Hamming-Gewichts jjxjjH :=Pdi=1 xi modulo 2. 2�Ubung 1.1.17 Kreise sind bipartit genau dann, wenn sie gerade sind.Wenn man die Kanten eines Kreises in einem bipartiten Graphen G = (U; V; E) abl�auft,springt man st�andig zwischen U und V hin und her. Also ist jeder Kreis in einem bipartitenGraphen gerade. Tats�achlich charakterisiert die Eigenschaft, h�ochstens gerade Kreise zubesitzen, bipartite Graphen bereits. K�onig hat dies 1936 im ersten Graphentheoriebuch�uberhaupt ver�o�entlicht.Satz 1.1.18 (K�onig 1936)Ein Graph ist bipartit genau dann, wenn er keine ungeraden Kreise enth�alt.Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung sahen wir bereits ein. Besitze G also keineungeraden Kreise. Da es gen�ugt, nachzuweisen, da� jede Komponente von G bipartit ist,sei G o.B.d.A. zusammenh�angend. W�ahle einen beliebigen Knoten u 2 V aus, dann ist alsof�ur alle v 2 V die Gr�o�e dist(u; v) wohlde�niert. De�niere f�ur i = 0; 1 die KnotenmengenUi := fv 2 V jdist(u; v) � i (mod 2)g. Da G zusammenh�angt, folgt V = U0 _[U1. Esbleibt zu zeigen, da� Ui f�ur i 2 f0; 1g stabil ist. Angenommen, v1; v2 2 Ui f�ur ein i 2 f0; 1gund fv1; v2g 2 E. Sei ohne Einschr�ankung dist(u; v1) � dist(u; v2). Wegen dist(u; v2) �dist(u; v1) + 1 folgt dist(u; v1) = dist(u; v2). Sei v der erste gemeinsame Knoten zweierk�urzester v1�u� bzw. v2�u�Pfade. Dann bilden die in ihnen enthaltenen Teilpfade vonv1 bzw. v2 nach v gemeinsam mit der Kante fv1; v2g einen ungeraden Kreis, Widerspruch.23in der deutschen Literatur manchmal auch paar4Zur Bedeutung der Hyperw�urfelgraphen insbesondere bei Supercomputer-Architekturen siehe z.B.[HHW88, Lei92]



1.1. GRUNDLEGENDE BEGRIFFE 13Proposition 1.1.19 (Erd}os 1965)Jeder Graph G = (V;E) enth�alt einen bipartiten Subgraphen B mit m(B) � m(G)=2.Beweis. Sei V = V1 _[V2 eine beliebige Partition der Knoten von G in zwei Teile. Solange eseinen Knoten v 2 V gibt, der mehr Nachbarn in dem Teil, zu dem er geh�ort, als im anderenTeil hat, schlage man diesen Knoten dem anderen Teil zu. Bei jeder solchen Operationerh�oht sich die Anzahl der Kanten, die zwischen V1 und V2 verlaufen, um mindestens 1.Also bricht dieses Verfahren nach h�ochstens m Schritten mit einer Partition V = V1 _[V2ab, in der jeder Knoten mindestens ebenso vielen Nachbarn im gegen�uber liegenden Teilhat wie in dem Teil, dem er zugeh�ort. Sei F die Menge der zwischen V1 und V2 verlaufendenKanten. Dann hat also in dem bipartiten Graphen B = (V1; V2; F ) jeder Knoten v einenGrad dB(v) � dG(v)=2. Mithin wirdjF j = 12 Xv2V1[V2 dB(v) � 12 Xv2V d(v)2 = m(G)=2: 2Allgemeiner hei�t ein Graph p-partit, p 2 IIN, wenn sich seine Knotenmenge so in p Teilepartitionieren l�a�t, da� Kanten nur zwischen Knoten aus verschiedenen Teilen verlaufen.Ein Graph ist also bipartit genau dann, wenn er 2-partit ist, und 1-partit genau dann, wenner leer ist. Der vollst�andige p-partite Graph mit ni Knoten in der i-ten Partitionsklasse,1 � i � p, wird mit Kn1;:::;np , n =Ppi=1 ni, notiert; bei diesem Graphen sind zwei Knotenbenachbart genau dann, wenn sie in verschiedenen Partitionsklassen liegen. Der GraphK2;2;2 beispielsweise ist der Ger�ustgraph des Oktaeders, vgl. die Abbildung auf Seite 181.�Ubungen�Ubung 1.1.20 a) rad(Qd) = d = diam(Qd). b) �(Qd) = 2d�1.c) Eine nichtleere Menge enth�alt gleich viele gerade wie ungerade Teilmengen.�Ubung 1.1.21 Ein Graph G ist bipartit genau dann, wenn �(H) � jHj=2 f�ur alle (induzierten)Subgraphen H � G.1.1.2 Operationen auf GraphenF�ur eine Knotenmenge S � V bezeichne G � S := G[V n S]. F�ur einen Knoten v 2 Ventsteht also G � v := G[V n fvg] durch Entfernen des Knotens v und aller mit ihminzidierenden Kanten aus G. F�ur eine Kantenmenge F � E bezeichne G nF den Graphen(V;E n F ). F�ur ein e 2 �V2� n E sei G + e := (V;E [ feg). F�ur eine Kante e 2 E seiG � e := (V;E n feg); Der Graph G=e entsteht aus G durch Kontraktion der Kante e,d.h. die Endknoten der Kante e = fx; yg werden identi�ziert, so da� der Graph G=eanstatt der beiden Knoten x und y nun einen Knoten ve enth�alt, der mit all jenen (vonx und y verschiedenen) Knoten verbunden ist, die vorher mit x oder y verbunden waren:�G=e(ve) = (�G(x) [ �G(y)) n fx; yg.Seien G = (VG; EG) und H = (VH ; EH) zwei Graphen. G[H := (VG[VH ; EG[EH) istdie disjunkte Vereinigung der Graphen G und H . Beispielsweise ist also Kr;s = Kr [Ks.Der Graph G � H := (VG [ VH ; EG [ EH [ ffvG; vHg : vG 2 VG ^ vH 2 VHg) hei�tdie Verbindung der Graphen G und H . Beispielsweise ist also Kn+1 = Kn � K1 oderKr;s = Kr �Ks.Der Graph, der entsteht, wenn man jeden Knoten eines Graphen G durch einen Gra-phen H ersetzt und verschiedene Kopien von H vollst�andig bipartit verbindet, wenn die



14 KAPITEL 1. EINF�UHRUNGzugeh�origen Knoten in G benachbart sind, wird als die Komposition G[H ] bezeichnet. DerGraph G[H ] hat also die Knotenmenge VG � VH , und zwei seiner Knoten (g1; h1) und(g2; h2) sind benachbart genau dann, wenn fg1; g2g 2 EG oder g1 = g2 und fh1; h2g 2 EH .Das kartesische Produkt G1 � G2 = (V;E) zweier Graphen G1 = (V1; E1) undG2 = (V2; E2) ist de�niert durch V := V1 � V2 := f(v1; v2) : v1 2 V1; v2 2 V2g mitf(u1; u2); (v1; v2)g 2 E genau dann, wenn u1 = v1 und fu2; v2g 2 E2 oder u2 = v2 undfu1; v1g 2 E1. Es ist also beispielsweise C4 = K2�K2 und Pr�Ps der (zweidimensionale)r � s Gittergraph.Die k-te PotenzGk eines Graphen G hat dieselbe Knotenmenge wie G, und zwei Knotenu und v sind in Gk benachbart genau dann, wenn distG(u; v) � k.Der Kanten- oder Linegraph L(G) eines Graphen G = (V;E) hat die Kanten von G alsKnotenmenge, und zwei Kanten e; f 2 E sind in L(G) als Knoten benachbart genau dann,wenn sie in G inzidieren (wenn also e \ f 6= ; gilt). Der Linegraph des K4 beispielsweiseist der Ger�ustgraph K2;2;2 des Oktaeders. Da die mit einem Knoten v 2 V inzidierendenKanten in L(G) eine Clique bilden, gilt !(L(G)) � �(G). Die Anzahl der Kanten vonL(G) ist m(L(G)) = Xv2V  d(v)2 ! = 12 Xv2V d(v)(d(v)� 1) = 12 Xv2V d(v)2 �m:O�enbar haben der K1;3 und der K3 beide den K3 als Linegraphen. Nach einem Satz vonWhitney [Whi32a] sind dies jedoch die beiden einzigen nicht-trivialen, nicht-isomorphenzusammenh�angenden Graphen, die isomorphe Linegraphen besitzen.�Ubung 1.1.22 Ein zusammenh�angender Graph ist zu seinem Linegraphen isomorph ge-nau dann, wenn er ein Kreis ist.1.1.3 B�aume, Artikulationen, SchnitteEine weitere einfache, aber wichtige Graphenklasse ist die der B�aume. B�aume sind bei-spielsweise als Datenstrukturen von gro�er Bedeutung, siehe z.B. [OW93, Mah92, HSA93,Wei95]. Historisch gesehen stammt das Interesse an ihnen aus der Chemie, als man Koh-lenwassersto�verbindungen z�ahlte.De�nition 1.1.23 Ein Baum ist ein zusammenh�angender und kreisfreier Graph.B�aume sind also insbesondere bipartit. Ein Knoten v in einem Graphen hei�t Blatt (oderauch Endknoten), falls d(v) = 1.Lemma 1.1.24 Jeder Baum hat mindestens zwei Bl�atter.Beweis. Beginnend in einem beliebigen Startknoten v0 eines Baumes T , konstruiere maneinen Weg W = v0; v1; : : : ; v`, indem man in jedem Knoten vi 2 W eine beliebige, aberbisher noch nicht abgeschrittene Kante fvi; vi+1g w�ahlt. Da T kreisfrei ist, tri�t mannie auf einen bereits besuchten Knoten. Da T andererseits nur endlich viele Knoten hat,bricht der Proze� irgendwann in einem Knoten v` ab. Da der WegW in v` nicht fortgesetztwerden kann, ist v` aber ein Blatt. Wiederholt man dieses Verfahren vom Startknoten v`aus, �ndet man ein weiteres Blatt. 2



1.1. GRUNDLEGENDE BEGRIFFE 15�Ubung 1.1.25 Ein nichtleerer Baum T ist ein Pfad genau dann, wenn 8v 2 V (d(v) � 2).B�aume lassen sich auf mannigfaltige Weise charakterisieren.Satz 1.1.26 F�ur einen Graphen G = (V;E) auf jV j = n Knoten sind �aquivalent:(1) G ist ein Baum;(2) G ist zusammenh�angend und hat n � 1 viele Kanten;(3) G ist kreisfrei und hat n� 1 viele Kanten;(4) G ist (Kanten-) maximal kreisfrei;(5) G ist (Kanten-) minimal zusammenh�angend;(6) Je zwei Knoten aus V sind durch genau einen Weg verbunden.Beweis. (1) ) (2): durch Induktion nach n = jV j. F�ur n = 1; 2 ist die Aussage o�en-sichtlich. Sei G nun ein Baum auf n � 3 Knoten. Nach Lemma 1.1.24 besitzt G ein Blattb 2 V . Sei e 2 E die mit b inzidierende Kante. Dann ist auch der Graph T := G � bzusammenh�angend und kreisfrei, also ein Baum, und hat nach InduktionsvoraussetzungmT = nT � 1 viele Kanten. Also hat G genau m = mT + 1 = nT = n� 1 viele Kanten.(2) ) (3): Angenommen, es gibt einen Kreis C in G. Da G zusammenh�angt, gibt es zujedem der n� jCj Knoten v, die nicht auf dem Kreis liegen, einen k�urzesten v �C�Pfad.Sei ev die jeweils erste Kante auf dem v � C�Pfad. Dann sind alle ev, v 2 V n V (C),verschieden, und G hat mindestens jCj+ jV n V (C)j = n Kanten, Widerspruch.(3) ) (1): Da G kreisfrei ist, ist jede Komponente von G ein Baum. Seien Hi,i = 1; : : : ; c(G), die Komponenten von G mit ni Knoten und mi Kanten. Nach (2) hat Galso m = c(G)Xi=1 mi = c(G)Xi=1 (ni � 1) = n� c(G) (1.4)viele Kanten. Nach Voraussetzung ist also c(G) = 1, d.h. G ist zusammenh�angend.(1) ) (6): In einem Baum ist jeder Weg ein Pfad, da Selbst�uberkreuzungen zu Krei-sen f�uhren w�urden. Da G zusammenh�angt, gibt es also zu je zwei Knoten x und y in Geinen x � y�Pfad P1. Angenommen nun, es g�abe einen weiteren, von P1 verschiedenenx � y�Pfad P2 in G. Der Teilweg von x bis zu einem Knoten a sei das maximale ge-meinsame Anfangsst�uck beider Wege und der Knoten b der erste, beiden Pfaden wiedergemeinsame Knoten hinter a. Dann bildet der a� b�Teilpfad auf P1 zusammen mit demin umgekehrter Richtung durchlaufenen a� b�Teilpfad von P2 einen Kreis in G.(6)) (5): Nach Voraussetzung ist G zusammenh�angend. Angenommen G� e w�are nochzusammenh�angend f�ur eine Kante e = fx; yg 2 E. Dann g�abe es neben e noch einen wei-teren x� y�Pfad in G, Widerspruch.(5)) (4): Sei G minimal zusammenh�angend. Angenommen, G bes�a�e einen Kreis. Dannlie�e sich eine beliebige Kreiskante aus G entfernen, ohne den Zusammenhang zu zerst�oren.Es bleibt zu zeigen, da� durch Hinzuf�ugen einer Kante fx; yg zwischen zwei nicht benach-barten Knoten x und y in G ein Kreis entsteht. Dies folgt daraus, da�G zusammenh�angendist und folglich einen x� y�Pfad enth�alt, den die Kante fx; yg zu einem Kreis schlie�t.(4) ) (1): Angenommen, G w�are nicht zusammenh�angend. Dann k�onnte man zwischen



16 KAPITEL 1. EINF�UHRUNGzwei beliebigen Knoten aus zwei verschiedenen Komponenten von G eine Kante einf�ugen,ohne einen Kreis zu erzeugen. 2Ein kreisfreier Graph hei�t Wald. Jede Komponente eines Waldes ist also ein Baum.In Gleichung (1.4) haben wir also gezeigt:Korollar 1.1.27 Ein Wald W mit c(W ) Komponenten hat m = n� c(W ) viele Kanten.Ein Graph G enth�alt einen Kreis genau dann, wenn m > n� c(G). 2Wir erinnern daran, da� ein Baum T � G (auf)spannend5 hei�t, falls V (T ) = V (G).Korollar 1.1.28 (Kirchhoff 1847) Ein Graph G ist zusammenh�angend genau dann,wenn er einen aufspannenden Baum T (als Subgraphen) besitzt.Beweis. "(\: Nach Satz 1.1.26 (6) ist schon der Subgraph T von G zusammenh�angend.")\: Ist G selbst kein Baum, so enth�alt er einen Kreis. Entferne eine Kante e aus diesemKreis. Dann ist der verbleibende Graph G�e noch immer zusammenh�angend. Wiederholediese Prozedur, bis nach Satz 1.1.26 (5) ein Baum T �ubrigbleibt. 2De�nition 1.1.29 Sei G ein Graph und u; v zwei Knoten aus V . Eine KnotenmengeA � V �u�v (bzw. eine Kantenmenge F � E) hei�t u�v�trennend, falls u und v in G,nicht aber in G � A (bzw. G � F ) durch einen Pfad verbunden sind. Eine KnotenmengeA 6= ; (bzw. eine Kantenmenge F 6= ;) hei�t trennend, falls es Knoten u und v gibt, so da�A (bzw. F ) u� v�trennend ist. Eine trennende Kante hei�t auch Br�ucke, ein trennenderKnoten auch Artikulation oder Schnittpunkt. Die leere Knoten- oder Kantenmenge hei�ttrennend genau dann, wenn der Graph unzusammenh�angend ist.Beispiele. Der vollst�andige Graph enth�alt o�enbar keine trennende Knotenmenge. DieMenge der mit einem Knoten inzidierenden Kanten ist stets eine trennende Kantenmenge.Eine nicht-leere Kantenmenge F in einem Graphen G ist trennend genau dann, wenn ihrEntfernen aus G die Anzahl der Zusammenhangskomponenten erh�oht. Nach Satz 1.1.26(5) bzw. (6) ist beispielsweise jede Kante eines Baumes eine Br�ucke und jeder Knoten, derkein Blatt ist, eine Artikulation. 2Die folgende Aussage werden wir h�au�g benutzen, ohne da� wir dies noch expliziterw�ahnen werden.Lemma 1.1.30 Sei A eine (inklusionsweise) minimal trennende Knotenmenge in einemzusammenh�angenden Graph G. Dann ist jeder Knoten in A zu jeder Komponente vonG� A verbunden.Beweis. F�ur jedes v 2 A ist nach Voraussetzung G� (A� v) noch zusammenh�angend. Daes zwischen den Komponenten von G�A keine Kanten gibt, sind sie o�enbar in G�(A�v)(und mithin in G) alle mit v verbunden. 2Proposition 1.1.31 F�ur einen Knoten a in einem zusammenh�angenden Graphen G sind�aquivalent:(i) a ist eine Artikulation in G;(ii) Es gibt zwei Knoten u; v 2 V � a, so da� a auf jedem u� v�Weg liegt;5in der deutschen Literatur auch Ger�ust von G



1.1. GRUNDLEGENDE BEGRIFFE 17(iii) Es gibt eine Partition V � a = X _[Y mit X 6= ; 6= Y , so da� f�ur je zwei Knotenx 2 X und y 2 Y der Knoten a auf jedem x� y�Weg liegt.Beweis. (i) , (ii) gilt nach De�nition einer trennenden Knotenmenge. Da (iii) ) (ii)trivial ist, gen�ugt es, noch (i) ) (iii) zu zeigen. G� a habe ZusammenhangskomponentenHi, i = 1; : : : ; k, k � 2, V (Hi) 6= ;. Setze X := V (H1) und Y := Sk2 V (Hi). Da es zwischenverschiedenen Zusammenhangskomponenten eines Graphen keine Kanten gibt, f�uhrt f�urx 2 X und y 2 Y jeder x � y�Weg �uber a. 2Analog lassen sich Br�ucken charakterisieren.�Ubung 1.1.32 Sei G = (V;E) ein zusammenh�angender Graph, e 2 E eine Kante. Dannsind �aquivalent:1. e ist eine Br�ucke in G;2. e liegt nicht auf einem Kreis in G;3. Es gibt zwei Knoten u; v 2 V , so da� e in jedem u� v�Weg enthalten ist;4. Es gibt eine Partition V = X _[Y von V , so da� f�ur je zwei Knoten x 2 X und y 2 Ydie Kante e in jedem x� y�Weg enthalten ist.Proposition 1.1.33 Sei G ein zusammenh�angender Graph. Eine Kantenmenge F � Eist trennend genau dann, wenn F \E(T ) 6= ; f�ur alle spannenden B�aume T in G.Beweis. ")\: Angenommen, F \E(T ) = ; f�ur einen spannenden Baum T von G. Dannenth�alt G�F also noch den spannenden Baum T und ist daher nach Lemma 1.1.28 nochzusammenh�angend, Widerspruch."(\: Angenommen, F ist nicht trennend, d.h. G�F ist zusammenh�angend. Dann enth�altG� F nach Lemma 1.1.28 einen aufspannenden Baum T , Widerspruch. 2Sei G ein Graph und A _[B eine Partition von V , A 6= ; 6= B. Die Menge aller zwischenA und B verlaufenden Kanten bezeichnen wir dann als den SchnitthA;Bi := ffa; bg 2 E : a 2 A ^ b 2 Bg:Ein Graph ist also unzusammenh�angend genau dann, wenn es einen leeren Schnitt gibt.Proposition 1.1.34 Eine Kantenmenge ; 6= F � E ist trennend genau dann, wenn sieeinen nicht-leeren Schnitt enth�alt.Beweis. ")\: Sei F a � b�trennend f�ur gewisse a; b 2 V , und sei G[A], A � V , dieKomponente von G � F , die a enth�alt, sowie B := V � A. Nach De�nition von A undB gilt a 2 A 6= ; 6= B 3 b und F � hA;Bi. Da F a � b�trennend ist, enth�alt G einena� b�Pfad. Dieser mu� notwendig den Schnitt hA;Bi kreuzen. Also ist auch hA;Bi 6= ;."(\: Sei F � hA;Bi 3 fa; bg. Dann ist F a� b�trennend. 2�Ubungen�Ubung 1.1.35 (Wagner 1970) Ein Graph G hei�t geod�atisch, wenn es f�ur alle (u; v) 2 V � Vgenau einen k�urzesten u � v�Pfad in G gibt. Ein Graph G ist ein Baum genau dann, wenn Gbipartit und geod�atisch ist.



18 KAPITEL 1. EINF�UHRUNG�Ubung 1.1.36 Ein Baum hat 2 +Pv: d(v)�3 (d(v) � 2) viele Bl�atter.�Ubung 1.1.37 Ein Graph G ist ein Baum genau dann, wenn es eine (sogenannte Abp�uck-)Anordnung v1; : : : ; vn seiner Knoten gibt, so da� f�ur i = n; : : : ; 1 gilt: vi ist Blatt in G[fv1; : : : ; vig].�Ubung 1.1.38 Sei G ein Graph mit Minimalgrad �(G) = k. Dann ist jeder Baum T mit a) kKanten Subgraph von G; b)[Mih92] k+1 Kanten Subgraph von G mit Ausnahme des T = K1;k+1f�ur regul�ares G. [Hinweis: Induktion nach jT j].c) Sei G ein Graph mit mehr als (k� 1)(n� 1) Kanten; dann ist jeder Wald auf h�ochstens k+ 1Knoten Subgraph von G, und ein solcher Subgraph kann in Zeit O(kn) bestimmt werden.Das Zentrum eines zusammenh�angenden Graphen ist die Menge der Knoten v 2 V mitmaxu2V�v d(u; v) = rad(G).�Ubung 1.1.39 [Jor69] Das Zentrum eines Baumes besteht aus einer Ecke oder einer Kante.�Ubung 1.1.40 [?] Sei S eine n-elementige Menge und A = fA1; : : : ; Ang eine Familie vonTeilmengen von S. Dann existiert ein x 2 S derart, da� die Mengen Ai [ fxg, i = 1; : : : ; n, alleverschieden sind. [Hinweis: betrachte die Kanten des Graphen G = (A; E), in dem fAi; Ajg 2 Egenau dann, wenn jAi�Aj j = 1.]�Ubung 1.1.41 Jeder nicht-triviale, zusammenh�angende Graph besitzt mindestens zwei Knoten,die keine Artikulationen sind, und es gilt Gleichheit genau f�ur die Pfade.�Ubung 1.1.42 Sei G ein zusammenh�angender Graph. Eine Kantenmenge F � E in G ist (inklu-sionsweise) minimal trennend genau dann, wenn F ein Schnitt hA;Bi ist, wobei G[A] und G[B]zusammenh�angend sind.�Ubung 1.1.43 (Graham, Entringer, Sz�ekely) Im d-dimensionalen W�urfel Qd = (V;E) hatjeder spannende Baum T Durchmesser diam(T ) � 2d � 1. [Hinweis: der Antipode eines Knotensv 2 V sei der eindeutige Knoten v 2 V mit dist(v; v) = d. F�ur alle Knoten v 2 V markiere nun dieerste Kante auf dem v�v�Pfad in T in Richtung v und benutze das Schubfachprinzip] Konstruiereeinen spannenden Baum in Qd mit Durchmesser 2d� 1.1.1.4 Zuf�allige GraphenSei Gn die Menge aller markierten Graphen auf n Knoten, das hei�t, da� alle Graphenaus Gn die gleiche Knotenmenge Vn := fv1; : : : ; vng haben und wir isomorphe Graphen,die durch eine nichttriviale Permutation der Knotenmenge ineinander �uberf�uhrt werdenk�onnen, als verschieden ansehen; Gn enth�alt also 2(n2) Graphen. Wir werden Gn nun mitverschiedenen Wahrscheinlichkeitsma�en versehen und damit zu einem Wahrscheinlich-keitsraum machen.Zun�achst betrachten wir das Laplacema� auf Gn; wir nehmen also alle Graphen ausGn als gleichwahrscheinlich an. Gn bezeichne im folgenden ein typisches Element aus Gn,d.h. f�ur alle Graphen H 2 Gn giltProb (Gn = H) = 2�(n2):Gn hei�t ein zuf�alliger Graph (aus Gn). Da f�ur jede Menge fvi; vjg 2 �Vn2 � die Anzahl derGraphen aus Gn, die fvi; vjg als Kante enthalten, gleich der Anzahl der Graphen ist, diefvi; vjg nicht als Kante enthalten, giltProb (fvi; vjg 2 Gn) = 12 ;



1.1. GRUNDLEGENDE BEGRIFFE 19und f�ur verschiedene potentielle Kanten sind diese Wahrscheinlichkeiten unabh�angig von-einander. Umgekehrt erhalten wir, wenn wir f�ur alle fi; jg 2 �Vn2 � die Kante fvi; vjg un-abh�angig von allen anderen Kanten mit der Wahrscheinlichkeit 12 ausw�ahlen, als Ergebnisjeden Graphen aus Gn mit Wahrscheinlichkeit 2�(n2), also wieder die Gleichverteilung aufGn. Diese Interpretation des Wahrscheinlichkeitsraumes Gn wird sich als besonders n�utzlicherweisen.Wenn wir statt dessen jede Kante mit der Wahrscheinlichkeit p ausw�ahlen, wobei0 � p � 1 eine Konstante oder eine Funktion von n ist, erhalten wir, wie wir gleich sehenwerden, ein anderes Wahrscheinlichkeitsma� auf Gn. Gn mit diesem Ma� bezeichnen wir alsGn;p. Ein zuf�alliger Graph Gn;p 2 Gn;p l�a�t sich also als das Ergebnis von �n2� unabh�angigenBernoulli-Versuchen betrachten, bei denen jeweils eine Menge fu; vg 2 �Vn2 � unabh�angigmit Wahrscheinlichkeit p als Kante de�niert wird. Ein bestimmter Graph H 2 Gn;p mit mKanten, d.h. ein Elementarereignis, hat also die Wahrscheinlichkeit Prob (H) = pm(1�p)(n2)�m. Beachte: nach dem Binomischen Lehrsatz giltXH2Gn;p Prob (H) = (n2)Xm=0 �n2�m !pm(1� p)(n2)�m = (p+ 1� p)(n2) = 1:F�ur die Wahl p = 1=2 erh�alt man das Laplace-Ma� auf Gn; man schreibt auch kurz Gnf�ur Gn;1=2.Statt jede Kante mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit auszuw�ahlen, h�alt man biswei-len die Anzahl der Kanten m fest. Der dazugeh�orige Wahrscheinlichkeitsraum Gn;m wirdmit dem Laplacema� ausgestattet. F�ur einen bestimmten Graphen H 2 Gn;m ist alsoProb (Gn = H) = 1=�(n2)m �. Da ein zuf�alliger Graph aus Gn;p im Erwartungswert �n2�pKanten besitzt, hat ein solcher Graph �ahnliche Eigenschaften wie ein Graph aus Gn;m mitm = �n2�p (vgl. [Bol85, S.34, Theorem 2]).Eine Grapheneigenschaft A ist eine Untermenge der Menge aller Graphen, so da� f�ur jezwei isomorphe Graphen G1 und G2 gilt G1 2 A , G2 2 A. Man sagt, da� ein Graph Gdie Eigenschaft A hat, falls G 2 A. Eine Grapheneigenschaft hei�t monoton [bzw. erblichoder auch heredit�ar], falls f�ur jeden Graphen mit dieser Eigenschaft gilt, da� auch jederseiner [induzierten] Subgraphen diese Eigenschaft tr�agt. Jede monotone Eigenschaft istalso auch heredit�ar, doch ist beispielsweise die Eigenschaft eines Graphen, vollst�andig zusein, heredit�ar, aber nicht monoton.Wir sagen ferner, da� fast alle Graphen die Eigenschaft A � Gn;p haben, beziehungs-weise die Aussage A fast sicher gilt, fallsProb (Gn;p hat A) = 1� o(1) f�ur n!1.F�ur eine gegebene Grapheneigenschaft A ist es nun interessant, zu fragen, f�ur welche pgilt, da� fast alle Graphen aus Gn;p die Eigenschaft A haben, oder f�ur welche p fast keinGraph aus Gn;p die Eigenschaft A hat. In einer Reihe von bahnbrechenden Arbeiten wur-den diese Fragestellungen zuerst von Erd}os und R�enyi (vgl. [ER60]) f�ur verschiedeneEigenschaften wie Zusammenhang, Auftreten von Untergraphen und anderen untersucht.Sei beispielsweise Ak die Eigenschaft eines Graphen, einen Pfad der L�ange k zu enthal-ten. F�ur kleines 0 � p << 1 werden nur wenige Graphen aus Gn;p einen Pk+1 enthalten,w�ahrend f�ur p! 1 fast alle Graphen die Eigenschaft Ak haben. Interessanterweise springt



20 KAPITEL 1. EINF�UHRUNGdie Wahrscheinlichkeit f�ur Ak ganz pl�otzlich von 0 auf 1 { man spricht von einem Pha-sen�ubergang. F�ur p = o(n�1� 1k�1 ) hat n�amlich fast kein Graph aus Gn;p die EigenschaftAk , w�ahrend f�ur p = !(n�1� 1k�1 ) fast alle Graphen aus Gn;p einen Pfad der L�ange k ent-halten. Die Funktion s(n) := n�1� 1k�1 hei�t Schwellenwertfunktion f�ur die Eigenschaft Ak.Die Schwellenwertfunktion f�ur das Auftreten eines Kreises liegt bei s(n) = 1=n. Sobaldp = c lognn , c > 1, (d.h. wir erwarten E(m(Gn;p)) � c12n logn viele Kanten in einem zuf�alligaus Gn;p herausgegri�enen Graphen) ist Gn;p fast sicher zusammenh�angend, d.h. er besitzteinen spannenden Baum. Die Schwellenwertfunktion daf�ur, da� Gn;p fast sicher eine k-Clique enth�alt, ist schlie�lich n�2=(k�1). O�enbar haben insbesondere f�ur festes p 2 (0; 1)fast alle Graphen in Gn;p die oben genannten Eigenschaften. Man kann zeigen, da� jedenicht-triviale monotone Grapheneigenschaft eine Schwellenwertfunktion hat [BT86].Wo es sich anbietet, werden wir im folgenden Schwellenwertfunktionen und andereEigenschaften von zuf�alligen Graphen (meist allerdings ohne Beweis) zur Illustration an-geben. "Benutzen\ werden wir zuf�allige Graphen lediglich in Abschnitt 5.3 und Kapitel13. In letzterem werden wir die Cliquenzahl und die chromatische Zahl eines zuf�alligenGraphen bestimmen und daraus probabilistische Aussagen �uber Greedy-Algorithmen ab-leiten.



1.2. DIE KOMPLEXIT�AT VON ALGORITHMEN 211.2 Die Komplexit�at von Algorithmen1.2.1 EntscheidbarkeitZu den bedeutenden Errungenschaften der Mathematik im 20. Jahrhundert aus dem Blick-winkel der Logik und Informatik z�ahlen die Unentscheidbarkeitsaussagen von Church[Chu36], G�odel [G�od31], Kleene [Kle36] und Turing [Tur36] aus den drei�iger Jah-ren. Der b�ohmische Mathematiker Kurt G�odel hatte die Mathematik in eine tiefe Krisegest�urzt, als er mit seinem Unvollst�andigkeitssatz nachwies, da� sich in jedem nicht ganztrivialen Axiomensystem Aussagen formulieren lassen, deren Richtigkeit innerhalb des Sy-stems weder beweisbar noch widerlegbar ist - zwischen den Begri�en wahr und beweisbaralso zu unterscheiden ist.6 Hilberts Programm zum Beweis der Widerspruchsfreiheit derreinen Zahlentheorie war damit (zumindest vom streng �niten Standpunkt aus) geschei-tert; das Fundament der exaktesten aller Wissenschaften br�uchig geworden.Turing nun nahm der Welt zudem die Ho�nung, man k�onne, gegeben eine mathema-tische Aussage, nach Anwendung einer endlichen Zahl von mathematischen Operationenjeweils wenigstens immer entscheiden, ob es sich um ein solches "schwarzes Schaf\ handele.Ganz pragmatisch reduzierte er diese Frage nach der Entscheidbarkeit einer Aussage auf dieExistenz einer (gedachten) primitiven, mechanischen Maschine, der sogenannten Turing-Maschine, die entweder nach endlich vielen Schritten anh�alt und die korrekte Antwort, JAoder NEIN, ausgibt - oder aber nie zum Stillstand kommt, was hei�t, da� sich die entspre-chende Frage nicht entscheiden l�a�t. Dieses Modell lieferte erstmals eine pr�azise De�niti-on von Berechen- bzw. Entscheidbarkeit, indem es die intuitive Vorstellung formalisierte,wann eine Berechnungsprozedur ein "Algorithmus\ ist. Die M�achtigkeit dieser Begri�sbil-dung zeigt sich darin, da� Turing-Maschinen dieselbe Klasse berechenbarer (rekursiver)Funktionen oder entscheidbarer Probleme de�niert, wie andere, formal-logische Konzepte,die zur selben Zeit unabh�angig in Princeton entwickelt wurden: partiell- oder �-rekursiveFunktionen [Kle36] und der �-Kalk�ul [Chu36].7 Diese Robustheit des Berechen- und Ent-scheidbarkeitsbegri�s f�uhrte zu der heute allgemein anerkannten Church-Turing-These,die Turing-Maschine als formales �Aquivalent der Idee von Berechenbarkeit schlechthin an-zusehen: ein Problem ist berechenbar genau dann, wenn es auf einer Turing-Maschineberechenbar ist.Dar�uberhinaus lassen sich mit Turing-Maschinen erheblich komplexere und realisti-schere Maschinenmodelle (wie Random-Access-Maschinen) (in polynomieller Zeit, s.u.)simulieren (und umgekehrt), so da� man bei der Beschreibung eines Algorithmus vomMaschinenmodell absehen und sich darunter ein in einer h�oheren Programmiersprache wiePASCAL formuliertes Programm vorstellen darf. Wir benutzen daher im folgenden dieW�orter Algorithmus und Turing-Maschine synonym.Sobald ein Modell f�ur Berechenbarkeit zur Verf�ugung stand, das berechenbare Funktio-nen und entscheidbare Probleme charakterisierte, war es auch m�oglich, bestimmte Proble-me als so schwer auszuweisen, da� es f�ur ihre allgemeine L�osung keine Berechnungsproze-dur geben kann. Das sogenannte Halteproblem [Tur36]: gegeben eine Turing-Maschineund eine Eingabe, (im voraus) zu entscheiden, ob diese auf die Eingabe hin anhalten wirdoder nicht, ist ein solches, prinzipiell nicht entscheidbares Problem, und es fanden sich6siehe den sehr lesenswerten Artikel von Uspensky [Usp94]7 �Aquivalent sind ebenso verschiedene sp�atere Formulierungen wie Posts kanonische Systeme, Choms-kys Grammatiken [Cho59] oder Markov-Algorithmen [Mar51], siehe [Dav82].



22 KAPITEL 1. EINF�UHRUNGandere (nat�urliche!) in den verschiedensten Bereichen der Mathematik: ein ber�uhmtes istHilberts zehntes Problem �uber die L�osbarkeit Diophantischer Gleichungen: gegeben einPolynom p mit ganzzahligen Koe�zienten in n Variablen - besitzt pWurzeln in ZZn? (siehe[Dav73]).Auf der Seite der unentscheidbaren Probleme (Theorie der rekursiven Funktionen,siehe [Rog67]) wie der entscheidbaren (Komplexit�atstheorie) wurde bald die Klassi�zie-rung des Schwierigkeitsgrads verfeinert. Bei entscheidbaren Problemen bemi�t sich ihrSchwierigkeitsgrad (ihre Komplexit�at) an der H�ohe der Ressourcen (dies sind Zeit, d.h.die Anzahl Schritte, die ein Algorithmus ausf�uhrt, oder Gr�o�e des Speicherplatzes, den erbenutzt), die notwendig bzw. ausreichend sind, um das Problem zu entscheiden bzw. dieFunktion zu berechnen (quantitative Komplexit�atstheorie). Ziel ist es, f�ur m�oglichst gro�eProblemklassen m�oglichst scharfe obere wie untere Schranken anzugeben, die im Idealfallzusammenfallen8 . Wann die H�ohe von Ressourcen, die zur L�osung eines Problems erfor-derlich sind, als hoch bzw. niedrig einzustufen ist, wird zwar im Einzelfall Ermessenssachesein und zudem von der Leistungsf�ahigkeit der verf�ugbaren Rechenkapazit�aten abh�angen;bedarf es zur L�osung eines Problems jedoch mindestens (bezogen auf die Eingabegr�o�e)exponentiell gro�er Ressourcen, so wird sich auch der Einsatz der �ubern�achsten Rech-nergeneration immer auf (mehr oder weniger) m�a�ig gro�e Problemeingaben beschr�ankenm�ussen ("combinatorial explosion\). Ein solches Problem wird daher als unzug�anglich9bezeichnet.Beweisbar unzug�angliche, aber entscheidbare Probleme konstruierten erstmals Rabin[Rab60] und Hartmanis und Stearns [HS65]10. Sie zeigten, da� die Komplexit�at vonEntscheidungsproblemen jede rekursive Funktion �ubertre�en kann. Erst Anfang der sieb-ziger Jahre fanden Meyer und Stockmeyer [MS72] sowie Fischer und Rabin [FR74]nat�urliche Entscheidungsprobleme dieser Art in der Automatentheorie, der Theorie derformalen Sprachen und mathematischen Logik.F�ur eine Vielzahl grundlegender Probleme der Mathematik und Informatik (n�amlichdie NP-vollst�andigen Probleme) ist der Status allerdings noch o�en: sie sind zwar alleentscheidbar und zudem auf triviale Weise, n�amlich durch �Uberpr�ufen aller M�oglichkeiten("brute-force\-Methode oder auch vollst�andige Enumeration) immer in exponentieller Zeitberechenbar. Doch gelang es bisher weder, sie als unzug�anglich zu klassi�zieren (d.h. zuzeigen, da� es auch nicht e�zienter geht), noch f�ur irgendeines eine intelligente L�osungs-strategie mit subexponentieller Laufzeit anzugeben. Hier hat es sich als sinnvoll erwiesen,Probleme wenigstens implizit zu klassi�zieren, indem man sie zu anderen einer ganzenKlasse in Beziehung setzt (qualitative oder strukturelle Komplexit�atstheorie).1.2.2 Die Klasse P oder: zug�angliche ProblemeDurch ein Maschinenmodell wie die deterministische Turing Maschine11 als formales �Aqui-valent von Berechenbarkeit lassen sich sogenannte Entscheidungsprobleme komplexit�ats-theoretisch besonders einfach beschreiben. Entscheidungsprobleme haben daher historischgesehen eine besondere Bedeutung. Auch wir wollen sie zur De�nition der Klasse P ver-8Einen �Uberblick, insbesondere �uber explizite untere Schranken, bietet hier [Sto87].9von englisch "intractable\ = widerspenstig (Aigner �ubersetzt mit "unangreifbar\)10Der Titel dieser Arbeit gab dem Forschungsgebiet seinen Namen.11F�ur eine Beschreibung von Maschinenmodellen siehe z.B. [Pap94, GJ79, BDG88, HU79]



1.2. DIE KOMPLEXIT�AT VON ALGORITHMEN 23wenden. Ein Entscheidungsproblem �, wie z.B. das Problem Clique:INSTANZ: ein Graph G = (V;E) und ein k 2 IIN,FRAGE: !(G) � k?hat nur die zwei m�oglichen L�osungen: JA oder NEIN. � versteht sich dabei als eine ganzeProblemklasse, z.B. die Menge aller Tupel hG; ki, wo G ein Graph und k 2 IIN, mit derFrage nach der Existenz einer solchen Clique. Eine einzelne Problemauspr�agung hG; kiwirddann als eine Instanz des Entscheidungsproblems � bezeichnet. Ein Problem zu l�osen hei�tsomit, einen Algorithmus anzugeben, der f�ur alle Instanzen des Problems korrekt JA oderNEIN ausgibt.Um Probleminstanzen eines Entscheidungsproblems in einen Computer (bzw. eineTuring-Maschine) eingeben zu k�onnen, werden sie "in vern�unftiger Weise\ durch eine Zei-chenkette, d.h. durch ein Wort x 2 �� �uber einem Alphabet �,12 codiert, dem Einga-bealphabet (der Turing-Maschine). Die Menge D� � �� bezeichnet dann die Menge derCodierungen der Instanzen des Entscheidungsproblems �, die Menge Y� � D� wiederumdie Menge der Codierungen seiner JA-Instanzen. Dies ist im Beispiel Clique also geradedie Menge der Codierungen der Tupel hG; ki mit !(G) � k.Ein Algorithmus A akzeptiert eine Eingabe x 2 ��, falls er nach endlich vielen Schrittenim JA-Zustand anh�alt. Die Menge aller dieser Eingabew�orterLA := fx 2 �� : A akzeptiert xghei�t die von A erkannte Sprache. Ein Algorithmus A l�ost nun ein Entscheidungsproblem�, falls er f�ur alle Eingaben x 2 �� anh�alt und eine Eingabe x genau dann akzeptiert,wenn die Antwort auf die durch x codierte Instanz von � JA lautet, d.h. wenn A dieSprache Y� erkennt. Damit lassen sich Entscheidungsprobleme als Spracherkennungspro-bleme au�assen - die JA-Instanzen von � werden durch die von A erkannte Sprache LArepr�asentiert.Die Codierungsl�ange jxj einer Eingabe x 2 �� soll die "Problemgr�o�e\ der durch xcodierten Instanz messen und ist als die Anzahl der Zeichen (Bits) im Wort x de�niert.(Bei Verwechslungsgefahr schreiben wir auch hxi statt jxj.) Beispiele:(1) Zahlen: Die bin�are Codierung einer nat�urlichen Zahl erfordert o�enbar blognc+1 Bits.Eine rationale Zahl x = p=q 2 Q, p und q teilerfremd, codieren wir, indem wir p und qcodieren, und algebraische Zahlen lassen sich immerhin noch durch Angabe (der ganzzah-ligen Koe�zienten) eines Polynoms codieren, dessen Nullstelle sie sind.(2) Graphen: Am einfachsten codieren wir einen Graphen G = (V;E) durch seine Adja-zenzmatrix. Dies erfordert allerdings einen Speicherplatzaufwand von �n2� = �(n2) vielenBits. Wenn ein Graph nur wenige Kanten hat, ist es g�unstiger, ihn durch eine Adjazenz-liste zu codieren. Dies ist ein Feld Adj[i], i = 1; : : : ; n, dessen i-ter Eintrag eine (in derRegel einfach verkettete) Liste mit den Nachbarn des i-ten Knotens in G enth�alt. UnterVernachl�assigung des Speicheraufwandes dlogne f�ur die Nummer eines Knotens13 ist derSpeicheraufwand hier 2m. O�enbar kann man beide Codierungen in Zeit �(n2) ineinan-der �uberf�uhren. Je nach Anwendung kann das eine oder das andere Codierungsschemavorteilhafter sein (siehe unten).12Wir nehmen hier ohne Einschr�ankung stets � = f0; 1g an13Wir legen hier { wie die Praxis es nahelegt { das sogenannte log-RAM-Modell zugrunde, wo eineSpeicherzelle O(log n) Bits (n die Gr�o�e der Eingabe) enthalten kann und die grundlegenden arithmetischenOperationen auf dieses Speicherzellen in konstanter Zeit ausf�uhrbar sind.



24 KAPITEL 1. EINF�UHRUNGDie Zeitkomplexit�at oder Laufzeitfunktion TA : IN ! IN eines Algorithmus A ist wiefolgt de�niert: TA(n) ist gleich der maximalen Anzahl von elementaren Rechenoperationenwie Additionen, Multiplikationen, Vergleiche, u.�a., die der Algorithmus A durchf�uhrt, umbei einer Eingabe x 2 �� mit Codierungsl�ange jxj = n den Haltezustand zu erreichen. Daf�ur jedes n �uber alle Eingaben der L�ange n maximiert wird, spricht man hier auch vonworst-case-Zeitkomplexit�at.Mit einem derartigen Ma� f�ur die G�ute eines Algorithmus zur Hand kann man verschie-dene Algorithmen (und Datenstrukturen) f�ur ein betrachtetes Problem vergleichen. Da esmeist recht schwierig ist, die Funktion TA(n) f�ur einen Algorithmus exakt zu bestimmen,gibt man sich hier mit einer Bestimmung der asymptotischen Wachstumsordnung vonTA(n) zufrieden und sagt, ein Algorithmus A ist e�zienter als ein Algorithmus B, wennTA(n) = o(TB(n)) f�ur n!1. Ein Algorithmus ist jedoch o�ensichtlich optimal, wenn sei-ne Laufzeit durch das Lesen der Problemeingabe bestimmt wird, d.h. wenn TA(n) = O(n).Beispiele. Festzustellen, ob fu; vg 2 E gilt f�ur zwei Knoten u und v eines Graphen, ko-stet bei Codierung als Adjazenzmatrix Zeit O(1), bei Codierung als Adjazenzliste ZeitO(�(G)) = O(n). Der Algorithmus, der aus der Adjazenzmatrix eines Graphen die Kno-tengrade berechnet, hat o�ensichtlich Laufzeit �(n2). Die Knotengrade aus einer Adja-zenzliste zu bestimmen, kostet dagegen "nur\ Pv2V d(v) = 2m viele Schritte. Ferner hatdie Adjazenzliste den Vorteil, zu einem Knoten v 2 V in konstanter Zeit (irgend-) einenNachbarn u 2 �(v) zur�uckzuliefern oder d(v) = 0 auszugeben (was bei der Adjazenzmatrix�(n) Schritte erfordert). F�ur die Operation "L�oschen einer Kante in G\ ist dagegen wiederdie Darstellung eines Graphen G durch seine Adjazenzmatrix g�unstiger; diese Operationkostet hier nur konstante Zeit, w�ahrend sie bei der Codierung durch eine einfache Adja-zenzliste �(�(G)) = �(n) Schritte erfordert. Auf Kosten h�oheren Verwaltungsaufwandskann man diese Operation aber auch f�ur Adjazenzlisten in konstanter Zeit implementieren:eine M�oglichkeit besteht z.B. darin, die Adjazenzlisten doppelt zu verketten und zus�atzlicheine Referenzliste f�ur die Kanten zu unterhalten, die die Positionen einer Kante fu; vg inbeiden Adjazenzlisten Adj[u] und Adj[v] vermerkt.Die Komplexit�at eines Problems l�a�t sich als die Zeitkomplexit�at eines "schnellsten\Algorithmus f�ur dieses Problem de�nieren. Dies erlaubt eine Klassi�kation des Schwierig-keitsgrades eines Problems. Die folgende Klasse enth�alt alle diejenigen Entscheidungspro-bleme, f�ur die es einen Algorithmus (eine deterministische Turing-Maschine) gibt, dessenLaufzeit "nur\ polynomiell mit der Eingabegr�o�e w�achst:De�nition 1.2.1 Die Klasse P (von engl. polynomial time) ist die Menge aller SprachenL � ��, zu denen es einen Algorithmus A : �� ! fYES, NOg gibt, so da� gilt:(i) A erkennt L, d.h. LA = L,(ii) A hat polynomielle Zeitkomplexit�at, d.h. es gibt ein Polynom p, so da�TA(n) � p(n) 8n 2 IN:Ein Entscheidungsproblem � geh�ort zu P, wenn bez�uglich einer "vern�unftigen\ Codierungseiner Instanzen die Sprache Y� der Codierungen seiner JA-Instanzen zu P geh�ort.1414Man beachte, da� bei der Zeitkomplexit�atfunktion �uber alle Eingaben x 2 �� maximiert wird undnicht �uber die eigentlich nur relevanten Probleminstanzen x 2 D�. Ein polynomieller Algorithmus f�urein Problem � mu� also insbesondere die zul�assigen Eingaben x 2 D� erkennen k�onnen. Dies f�uhrt zu



1.2. DIE KOMPLEXIT�AT VON ALGORITHMEN 25Die Unterscheidung zwischen polynomiellen und exponentiellen Algorithmen zur L�osungeines Problems und damit die (grobe) Einteilung aller Probleme in zwei Klassen: die poly-nomiell l�osbaren Probleme und die Probleme, die exponentielle Ressourcen (hier: Laufzeit)beanspruchen, ist grundlegend f�ur die Komplexit�atstheorie. Sie kann bis auf von Neu-mann [Neu53] zur�uckverfolgt werden, doch schufen erst die Arbeiten vonCobham [Cob64]und Edmonds [Edm65] (die polynomielle L�osung des allgemeinen Matching-Problems) dasBewu�tsein f�ur die Bedeutung dieser Unterscheidung.Grunds�atzlich mag nat�urlich ein exponentieller Algorithmus in der Praxis einemschlechten polynomiellen (etwa mit Laufzeit n100 oder 2100n) �uberlegen sein, zumindestf�ur kleines n oder m�oglicherweise auch bei fast allen Problemeingaben: schlie�lich mi�t dieLaufzeitfunktion TM lediglich die Anzahl Schritte, die ein Algorithmus im schlechtestenFall ben�otigt. So verh�alt es sich z.B. mit dem Simplex-Algorithmus [Dan49] aus der Linea-ren Optimierung. Trotz exponentieller (worst-case-) Zeitkomplexit�at [KM72] ist er in derPraxis gutartig: erfahrungsgem�a� ist die Anzahl der Iterationen sogar etwa linear bezogenauf die Eingabegr�o�e, was Borgwardt durch den Nachweis einer polynomiellen durch-schnittlichen Laufzeit unter einem naheliegenden Wahrscheinlichkeitsmodell untermauert[Bor87]. (Das Problem Linear Programming ist allerdings in P, vgl. [Kha79, Kar84],auch wenn man in der Praxis meist dem Simplex-Algorithmus den Vorzug gibt.)Die Entwicklung eines polynomiellen Algorithmus mit kleinen Konstanten beweist da-gegen die - wie wir sagen wollen - e�ziente L�osbarkeit eines Problems in allen F�allen,so da� die Suche nach e�zienten Algorithmen einen aktiven und interessanten Bereichder Theoretischen Informatik und Diskreten Mathematik darstellt. Da� man dabei f�ur(nat�urliche) Probleme in P in fast allen F�allen sogar Algorithmen gefunden hat, derenLaufzeit durch ein Polynom mit kleinen Konstanten nach oben beschr�ankt ist, hat we-sentlich dazu beigetragen, polynomielle Berechenbarkeit generell mit e�zienter L�osbarkeitgleichzusetzen. Die Klasse P wird daher als die Klasse der zug�anglichen (engl. tractable),d.h. in der Praxis entscheidbaren Probleme aufgefa�t - in Abgrenzung zu den schon obenerw�ahnten unzug�anglichen Problemen, die exponentielle Ressourcen erfordern.Neuere Arbeiten von Robertson und Seymour stellen diese Sichtweise jedoch inFrage; sie weisen Probleme als der Klasse P zugeh�orig aus, ohne da� sich daraus ein e�zi-entes, allgemeines L�osungsverfahren ableitet, siehe [Joh87, FL94, AFLM91]. Ferner ist esm�oglich, da� andere, z.B. parallele Rechnerarchitekturen die Bedeutung des sequentiellenBerechnungsmodells zur�uckgehen lassen und die Menge der praktisch zug�anglichen Pro-bleme �uber die Klasse P hinaus erweitern (siehe dazu die Literaturhinweise im Anhang).folgendem Paradox; betrachte die Probleme:(1) Gegeben ein Hamiltonscher Graph G - ist G bipartit?(2) Gegeben ein perfekter Graph G - hat G gerade Ordnung?Zwar kann man f�ur jeden Graphen in polynomieller Zeit testen, ob er bipartit ist oder gerade Ordnung hat.Im ersten Fall ist aber bereits das Problem, die zul�assigen Eingaben zu erkennen, NP-schwer. Wenn manhier verabredet, da� zu einer "vern�unftigen Codierung\ einer Eingabe die Codierung eines Hamiltonkreisesgeh�ort, so kann der Algorithmus pl�otzlich sogar die NP-vollst�andige Sprache der bipartiten HamiltonschenGraphen erkennen. Im zweiten Fall ist z.Z. nicht einmal bekannt, ob es ein Zerti�kat f�ur die Perfektheiteines Graphen gibt. Wollte man mit einer De�nition von P also die polynomiell l�osbaren Probleme fas-sen, m�u�te man dem Algorithmus (der deterministischen Turing-Maschine) wohl noch ein Orakel f�ur dasZugeh�origkeitsproblem x 2 D� zur Verf�ugung stellen. Man k�onnte dann allerdings nicht mehr �uber dieKomplexit�at einer Sprache L = Y� reden, ohne die Bezugssprache D� anzugeben.



26 KAPITEL 1. EINF�UHRUNGDie Begri�sbildung der Komplexit�atsklasse P hat sich allerdings insofern als �au�erstleistungsf�ahig erwiesen, als da� sie erstaunlich stabil unter Ab�anderung der Voraussetzun-gen ist. Dies gilt f�ur die Wahl des Maschinenmodells - man glaubt sogar, da� die KlasseP im wesentlichen unabh�angig vom zugrundegelegten (sequentiellen) Maschinenmodell ist(Invarianz These, siehe [AHU74, Kapitel 1]) - wie auch des Codierungsschemas. Wie beiGraphen die Darstellung als Adjazenzmatrix oder Adjazenzliste, so scheinen allgemein alle"vern�unftigen\ (ohne dies formalisieren zu k�onnen) Codierungsschemata eines Problemsjeweils in polynomieller Zeit ineinander �uberf�uhrbar zu sein, so da� ein Algorithmus mitpolynomieller Laufzeit in einem Codierungsschema auch ein polynomieller Algorithmusbez�uglich aller anderen ist. Wir werden daher oftmals auf den (abstrakten) Objekten ei-nes Problems (wie Knoten und Kanten bei Graphen) operieren, ohne auf deren Codierungeinzugehen, und von einem linearen, quadratischen, kubischen, u.s.w. Algorithmus spre-chen, wenn die Laufzeit des Algorithmus linear, quadratisch, u.s.w. in n+m ist (d.h. wirvergessen den Faktor log n f�ur die Codierungsl�ange der involvierten Zahlen).Schlie�lich bedeutet die De�nition der Klasse P durch Entscheidungsprobleme keinewesentliche Einschr�ankung. Tats�achlich ist man in der Praxis h�au�g eher an Funktioneninteressiert, wie z.B. der Gr�o�e einer gr�o�ten Clique oder eines gr�o�ten Matchings in einemvorgelegten Graphen, dem Gewicht eines minimal spannenden Baumes oder der chroma-tischen Zahl eines Graphen. Solchen Optimierungsproblemen kann man jedoch leicht einEntscheidungsproblem zuordnen, wie z.B. hier: gegeben ein Graph G und ein k 2 IN , "be-sitzt G eine Clique / ein Matching der Gr�o�e mindestens k?\, "einen spannenden Baummit Gewicht h�ochstens k?\ oder "ist G k-f�arbbar?\. Sind diese Entscheidungsproblemein polynomieller Zeit l�osbar, so auch das Optimierungsproblem: da die Anzahl der m�ogli-chen Funktionswerte durch 2q(jxj), q ein Polynom, beschr�ankt ist, lokalisiert man mittelsbin�arer Suche den korrekten Funktionswert durch polynomiell viele Aufrufe des Algorith-mus f�ur das Entscheidungsproblem. Beide Problemarten sind also polynomiell �aquivalent,d.h. das Optimierungsproblem ist genau dann in polynomieller Zeit l�osbar, wenn es auchdas zugeh�orige Entscheidungsproblem ist.1.3 Algorithmische Prinzipien1.3.1 Breiten- und TiefensucheWir kommen nun zu einem f�ur Graphenalgorithmen fundamentalen Prinzip, der Breiten-suche (engl. Breadth-First-Search oder kurz BFS). Breitensuche ist eine Methode, einenGraphen zu durchsuchen bzw. zu durchlaufen, um Strukturinformation �uber den Graphenzu gewinnen. Wir sagen Prinzip deshalb, weil viele Graphenalgorithmen nichts anderessind als eine auf das Problem abgestimmte Variante der Breitensuche.De�nition 1.3.1 Sei G = (V;E) ein Graph und u 2 V ein Knoten. F�ur 0 � i � n � 1hei�t dann die Knotenmenge Si(u) := fv 2 V : dist(u; v) = ig die i-te Sph�are um u.O�ensichtlich gilt S0(u) = fug und S1(u) = �(u). Zu einem gegebenen Startknoten u 2V berechnet der Algorithmus Breitensuche beginnend mit i = 0 sukzessive aus derSph�are Si(u) die Sph�are Si+1(u) durch Untersuchung der Nachbarn der Knoten in Si -bis schlie�lich alle Knoten der Zusammenhangskomponente von G, die u enth�alt, besucht



1.3. ALGORITHMISCHE PRINZIPIEN 27wurden.15 Die Knoten eines Graphen G seien wie V = f1; : : : ; ng durchnumeriert. Derfolgenden Algorithmus berechnet ein Feld Sph�are : V ! f0; : : : ; n � 1g, das f�ur jedenKnoten v 2 V angibt, zu welcher Sph�are Si(u) er geh�ort, d.h. es gilt Sph�are[v] = i, v 2Si(u).PROCEDURE Breitensuche (G; u);BEGINFOR v 2 V � u DO bekannt[v] := FALSE;FOR v 2 V � u DO Sph�are[v] := 1;bekannt[u] := TRUE;InitQueue16 (Q);Insert (Q; u);Sph�are[u] := 0;WHILE Q 6= ; DO BEGINv := ExtractHead (Q);FOR w 2 �(v) DO IF NOT bekannt[w] THEN BEGINbekannt[w] := TRUE;Insert (Q;w);Sph�are[w] := Sph�are[v] + 1;END; fforgEND; fwhilegEND; fBreitensuchegProposition 1.3.21. F�ur das vom Algorithmus Breitensuche (G; u) berechnete Feld Sph�are gilt:Sph�are[v] = dist(u; v) f�ur alle v 2 V .2. Breitensuche (G; u) markiert genau diejenigen Knoten eines Graphen G als be-kannt, die in der Komponente von G, die den Knoten u enth�alt, liegen.3. Der Algorithmus Breitensuche hat Laufzeit O(n+m).Beweis. Ad 1. Zu Beginn wird die Wurzel u in die Queue (Warteschlange) Q gesteckt.Dann wird nach der Regel �rst-in-�rst-out sukzessive jeweils ein Knoten aus der Queueentfernt und wie folgt bearbeitet: alle seine Nachbarn, die noch nicht bekannt sind undderen Sph�are-Wert daher noch unde�niert ist, werden zur sp�ateren Verarbeitung in dieQueue eingef�ugt. Somit enth�alt Q im Verlauf von Breitensuche zun�achst den Knotenu, dann alle Nachbarn von u, dann wiederum deren Nachbarn (au�er u) - d.h. die zweite15Dieser Aspekt des Algorithmus Breitensuche wird beispielsweise vom Algorithmus von Cuthill-McKee bei der Diskretisierung von partiellen Di�erentialgleichungen ausgenutzt, wo die zu einer Ge-bietsunterteilung geh�origen Knotenvariablen so durchnumeriert werden sollen, da� die Bandbreite derentstehenden Matrix m�oglichst klein wird, siehe [Sch84, Abschnitt 3.2.2].16Eine Warteschlange Q (engl. queue) ist eine Datenstruktur, die es erlaubt, Elemente in Q einzuf�ugen(mittels der Prozedur Insert(Q;u), die das Element u "am hinteren Ende\ von Q an Q anh�angt) undin der selben Reihenfolge ("�rst-in-�rst-out\ Prinzip) auch wieder aus Q zu entfernen (mittels der Funk-tion ExtractHead, die das Element am Kopf der Warteschlange entfernt und als Funktionswert zur�uck-liefert). Eine Warteschlange l�a�t sich implementieren als eine (durch Zeiger) einfach verkettete Liste vonFeldelementen, die dynamisch allokiert werden. Ein zus�atzlicher Zeiger weist auf das letzte Element derWarteschlange.



28 KAPITEL 1. EINF�UHRUNGSph�are um u, u.s.w. Ein Wert k+1 f�ur Sph�are wird daher erst vergeben, wenn alle Knotender (k�1)-ten Sph�are besucht wurden und daher alle Knoten auf der k-ten Sph�are bekanntsind.Ad 2. Induktiv folgt: alle Knoten, die von Breitensuche markiert werden, sind mit udurch einen Pfad verbunden. Sei umgekehrt v ein Knoten aus der Komponente von G,die u enth�alt, und u = u0; u1; : : : ; udist(u;v) = v ein k�urzester u � v�Pfad in G. Dannfolgt induktiv Sph�are[ui] = i f�ur i = 0; : : : ; dist(u; v), d.h. inbesondere wird der Knoten vmarkiert.Ad 3. Da nach obigem jeder Knoten der Komponente vonG, die u enth�alt, genau einmal inQ aufgenommen wird, ist die Anzahl Operationen, die mit Insert, ExtractHead und denArrays bekannt und Sph�are verbunden sind, sicher O(n). Die IF-Abfrage wird h�ochstensPv2V d(v) = 2m mal durchgef�uhrt. 2Wir wollen einige unmittelbare Folgerungen aus dem Algorithmus Breitensuche fest-halten. Dazu zun�achst dieDe�nition 1.3.3 Das Erkennungsproblem oder auch Zugeh�origkeitsproblem f�ur eineGraphenklasse G lautet: gegeben ein Graph G, ist G 2 G? Eine Graphenklasse G kann inpolynomieller Zeit erkannt werden, wenn es einen polynomiellen Algorithmus gibt, der daszugeh�orige Erkennungsproblem l�ost.Proposition 1.3.41. Die Abst�ande dist(u; v) zwischen allen Knotenpaaren in einem Graphen lassen sichin Zeit O(n(n+m)) bestimmen.2. Jeder Graph kann in linearer Zeit auf Zusammenhang getestet werden;3. Die Zusammenhangskomponenten eines Graphen sind in linearer Zeit berechenbar;4. In einem zusammenh�angenden Graphen kann in linearer Zeit ein spannender Baumkonstruiert werden;5. Ein Graph l�a�t sich in Zeit O(n) auf Kreisfreiheit testen.6. B�aume k�onnen in Zeit O(n) erkannt werden.Beweis. Ad 1. Zun�achst initialisiert man die n � n Distanzmatrix d auf d[u; v] := 1,1 � i; j � n. Dann ruft man f�ur jeden Knoten u 2 V als Startknoten den AlgorithmusBreitensuche auf und tr�agt f�ur alle Knoten v in der Komponente von G, die u enth�alt,den Wert d[u; v] := Sph�are[v] <1 ein.Ad 2. Der Algorithmus Breitensuche markiert genau dann alle Knoten eines Graphenals "bekannt\, wenn die Komponente, die u enth�alt, alle Knoten enth�alt, d.h. wenn Gzusammenh�angt.Ad 3. Die Zusammenhangskomponenten eines Graphen G partitionieren seine Knoten-menge. Die folgende Prozedur w�ahlt aus jeder Zusammenhangskomponente von G denersten Knoten, der sie begegnet, als Repr�asentant dieser Komponente aus und codiertdamit wie folgt die Komponenten von G. Zusammenhangskomponenten berechnet einFeld Komponente : V ! f0; : : : ; ng, so da� f�ur alle v 2 V Komponente[v] schlie�lich dieKnotennummer des eindeutigen Repr�asentanten der Komponente von G, die v enth�alt,



1.3. ALGORITHMISCHE PRINZIPIEN 29angibt. In der Prozedur Breitensuche wird dazu die Verwaltung der bekannten Knotenstatt mit Hilfe des Feldes bekannt[�] in naheliegender Weise durch das Feld Komponente[�]realisiert.PROCEDURE Zusammenhangskomponenten (G);BEGINFOR v 2 V DO Komponente[v] := 0;FOR v 2 V DO IF Komponente[v] = 0 THENBreitensuche (v);END;Ad 4. Behauptung: Die Vereinigung aller Kanten fv; wg, �uber die Breitensuche einenbislang noch unbekannten Knoten w 2 �(v) von einem bereits bekannten Knoten v auserreicht, bildet einen spannenden Baum T in G.Beweis: Da G als zusammenh�angend vorausgesetzt ist, markiert Breitensuche nachProposition 1.3.2(2.) alle Knoten von G als bekannt, so da� T ein spannender Subgraphvon G ist.Nach Satz 1.1.26(3.) ist T auch ein Baum, denn T enth�alt o�enbar genau n � 1 Kan-ten und ist kreisfrei, was man wie folgt einsieht. Die Endknoten einer jeden Kante in Taufgenommenen Kante sind stets "bekannt\. Da Breitensuche eine Kante fv; wg nurin T aufnimmt, wenn der Knoten w noch "unbekannt\ ist, nimmt Breitensuche alsokeine Kante in T auf, die einen Kreis schlie�en w�urde, da in diesem Moment bereits alleKreisknoten bekannt w�aren.Ad 5. Nach Korollar 1.1.27 enth�alt ein Graph G einen Kreis genau dann, wenn m >n � c(G). Man braucht also lediglich die Kanten von G zu z�ahlen, wobei man abbrechenkann, wenn man mehr als n � 1 Kanten �ndet, und, falls m < n, die Anzahl c(G) derZusammenhangskomponenten von G wie in (3.) zu bestimmen.Ad 6. Per De�nition ist ein Graph ein Baum genau dann, wenn er zusammenh�angendund kreisfrei ist, was man mittels (2.) und (5.) pr�uft. 2Erkennung bipartiter Graphen. Um einen Graphen G = (V;E) daraufhin zu unter-suchen, ob er bipartit ist, k�onnte man entsprechend der De�nition so vorgehen, da� manalle 122n 2-Partitionen von V durchtestet, ob die Kanten von G nur zwischen den Partiti-onsklassen verlaufen. Dies ist o�ensichtlich (f�ur gro�e Graphen) keine e�ziente Strategie.Proposition 1.3.5 Bipartite Graphen k�onnen in Zeit O(n+m) erkannt werden.Beweis. Sei G = (V;E) ein Graph. Da ein Graph bipartit ist genau dann, wenn jede seinerKomponenten bipartit ist, k�onnen wir G O.B.d.A. als zusammenh�angend annehmen. Wirstarten den Algorithmus Breitensuche in einem beliebigen Knoten u 2 V und "f�arben\ imVerlauf der Suche jeden Knoten v, dem wir begegnen, mit der Farbe dist(u; v) mod 2. SeiV = U0 _[U1 die so de�nierte Partition von V . Wir behaupten:U0 _[U1 ist eine Bipartition von G genau dann, wenn G bipartit ist.")\: Dies gilt nach De�nition von "bipartit\."(\: Sei G bipartit mit Bipartition V0 _[V1. Sei o.B.d.A. u 2 V0. Dann ist leicht zu sehen,da� U0 = V0 und U1 = V1. (Insbesondere besitzen zusammenh�angende bipartite Graphenalso eine eindeutige Bipartition ihrer Knotenmenge.)



30 KAPITEL 1. EINF�UHRUNGAlso m�ussen wir in einem zweiten Schritt lediglich noch testen, ob die im ersten Schrittberechnete Partition V = U0 _[U1 tats�achlich eine Bipartition von G ist, indem wir f�ur alleKanten fx; yg 2 E pr�ufen, ob ihre Endknoten x und y verschiedene "Farben\ erhaltenhaben.Da beide Schritte jeweils nur O(n+m) viele Rechenoperationen ben�otigen, ist die Laufzeitinsgesamt linear. 2Tiefensuche. In vielen F�allen ist es unerheblich, in welcher Reihenfolge man die Kno-ten und Kanten eines Graphen abl�auft { entscheidend ist, da� alle Knoten und Kanten(ggf. einer Zusammenhangskomponente) "besucht\ werden. Der Algorithmus Tiefensu-che (engl. Depth-First-Search oder kurz DFS), den wir nun kennenlernen werden, un-terscheidet sich von Breitensuche lediglich durch die Auswahlstrategie f�ur die zu besu-chenden Knoten und ist ein repr�asentatives Beispiel f�ur den sinnvollen Einsatz rekursiverProgrammierung.Die Knoten des Graphen G seien wie V = f1; : : : ; ng durchnumeriert. Die Variable t z�ahltdie Aufrufe der Prozedur Tiefensuche. Alle Knoten in G werden bei ihrer "Entdeckung\mit bekannt[w] = TRUE markiert. Der Feldeintrag V or[w] vermerkt f�ur alle bekanntenKnoten w 2 V � s, �uber welchen Knoten in G der Knoten w "entdeckt\ wurde. Ein aus-gew�ahlter Knoten s 2 V wird der Startknoten der Tiefensuche. Das Feld DFSnum[�] gibtnach Beendigung des Aufrufs Tiefensuche(G; s) Auskunft dar�uber, in welcher Reihen-folge Knoten besucht wurden; es wird jedoch erst im Abschnitt 2.3 f�ur uns von Bedeutungsein. PROCEDURE Tiefensuche (G; v);BEGINt := t+ 1;DFSnum[v] := t;FOR w 2 �(v) DO IF NOT bekannt[w] THEN BEGINbekannt[w] := TRUE;V or[w] := v;Tiefensuche (G;w);END; fforgEND; fTiefensuchegBEGIN fHauptprogrammgFOR v 2 V DO DFSnum[v] := 0;FOR v 2 V DO bekannt[v] := FALSE;FOR v 2 V DO V or[v] := v;t := 0;bekannt[s] := TRUE;Tiefensuche (G; s);END; fHauptprogrammgSchon bei Tarry (1895) kann man nachlesen, da� man mit Hilfe dieser Strategie wiederaus einem Labyrinth heraus�ndet, ohne eine Kante (d.h. einen Abschnitt zwischen zweiKreuzungen) �ofter als zweimal abzulaufen (wobei man hierbei nat�urlich die Suche abbre-chen wird, sobald ein Ausgang gefunden ist).O�enbar besucht Tiefensuche jeden Knoten der Zusammenhangskomponente von G, die



1.3. ALGORITHMISCHE PRINZIPIEN 31s enth�alt, denn sonst g�abe es eine Kante von einem bekannten Knoten v zu einem nochunbekannten Knoten w und der Aufruf Tiefensuche (G; v) h�atte nicht alle Nachbarnvon v untersucht. Wie bei der Breitensuche lassen sich also die Zusammenhangskompo-nenten eines Graphen auch mittels Tiefensuche bestimmen. �Ahnlich wie beim AlgorithmusBreitensuche ergibt sich:Proposition 1.3.6 Sei G ein zusammenh�angender Graph und s 2 V (G).� Die von einem Aufruf Tiefensuche (G; s) berechnete KantenmengeT := ffV or[v]; vg : v 2 V � sg bildet einen spannenden Baum von G.� Ein Aufruf der Form Tiefensuche (G; s) kostet Zeit O(n +m). 2Anmerkungen und �UbungenBreitensuche hat ihre Urspr�unge in Arbeiten von Lee [Lee61] und Moore [Moo59], Tiefensuchein einer Arbeit von Tarjan [Tar72]. Man beachte, da� Tiefensuche erheblich weniger aufwendigzu programmieren ist als Breitensuche, da keine Warteschlange ben�otigt wird und der Compilerdie Verwaltung des Rekursionsstacks �ubernimmt. Aus demselben Grunde ist Tiefensuche in derPraxis auch schneller als Breitensuche.�Ubung 1.3.7 Ein Graph G ist bipartit genau dann, wenn f�ur alle Knoten u 2 V alle Sph�arenSi(u), 0 � i � n� 1, um u stabil sind.�Ubung 1.3.8 Die Taillenweite g(G) und ein k�urzester Kreis in einem Graphen G lassen sich inZeit O(nm) berechnen.Mehr zur Bestimmung der Taillenweite in [IR78].�Ubung 1.3.9 a) Ein bipartiter Graph hat m � n2=4 viele Kanten. b) Ob ein Graph G das Kom-plement eines bipartiten Graphen ist, l�a�t sich in Zeit O(n+m) testen. [Beachte: das Komplementkann 
(n2) viele Kanten enthalten.]�Ubung 1.3.10 Unter Verwendung von Tiefensuche gebe man O(n)-Algorithmen, um kreisfreieGraphen bzw. B�aume zu erkennen, und einen O(n + m)-Algorithmus, um bipartite Graphen zuerkennen, an.1.3.2 Dynamisches Programmieren: das k�urzeste-Wege-ProblemMit Hilfe von Breitensuche lie�en sich in einem Graphen G in Zeit O(n + m) dieAbst�ande dist(u; v), v 2 V , von einem Knoten u 2 V berechnen. Anhand einer Verall-gemeinerung dieses Problems auf (Kanten-) gewichtete Graphen soll in diesem Abschnittdie auf Bellman [Bel57] zur�uckgehende Technik der Dynamischen Programmierung (imEnglischen steht der Begri� "programming\ in diesem Zusammenhang f�ur "Optimierung\)vorgestellt werden, siehe auch [DL77]. Jeder Kante e = fu; vg 2 E sei nun ein Gewicht (eineL�ange) c(e) 2 Q+ zugeordnet, das sich in vielf�altiger Weise als �Uberf�uhrungskosten zwi-schen den Zust�anden u und v interpretieren l�a�t. Die L�ange eines WegesW = v0; v1; : : : ; v`ist nun durch c(W ) := Pì=1 c(fvi�1; vig) de�niert. Das der Dynamischen Programmie-rung zugrundeliegende Optimalit�atsprinzip besagt:eine optimale Strategie enth�alt nur optimale Teilstrategien.



32 KAPITEL 1. EINF�UHRUNGIn unserem Fall hei�t das: ist u = v0; v1; : : : ; v` = v ein k�urzester u � v�Pfad, dann istjeder Teilpfad u = v0; v1; : : : ; vi, i = 1; : : : ; ` � 1, ein k�urzester u � vi�Pfad. Nat�urlichwissen wir nicht, welche Knoten ein k�urzester u� v�Pfad benutzt. Unsere Strategie hei�tdaher: konstruiere alle k�urzesten Pfade, die in u beginnen! Typisch f�ur die Technik derDynamischen Programmierung ist nun, da� die gesuchten Strukturen in einer "bottomup\-Manier konstruiert werden, d.h. da� aus kleineren optimalen L�osungen gr�o�ere aufge-baut werden. Als Datenstruktur werden hierbei charakteristischerweise Tabellen benutzt.Der folgende Algorithmus berechnet zu einem zusammenh�angenden Graphen G mit Kan-tengewichten c : E ! Q+ und einem Startknoten s 2 V als Eingabe die Felder d[v] undV or[v], v 2 V , so da� schlie�lich d[v] = dist(s; v) f�ur alle v 2 V und V or[v] die gefundenenk�urzesten s � v�Pfade, v 2 V � s, codiert { indem V or[v] den Vorg�anger von v auf demgefundenen k�urzesten s�v�Pfad enth�alt. Die Menge � stellt die "Grenzschicht\ zwischenden bereits abgearbeiteten Knoten S und den noch nicht entdeckten Knoten des Graphendar. F�ur v 2 � ist d[v] sozusagen ein versuchsweiser Abstand von s (siehe unten).PROCEDURE Dijkstra (G; s);BEGINFOR v 2 V DO V or[v] := v;FOR v 2 V DO d[v] := 1;d[s] := 0;S := ;; � := fsg;WHILE � 6= ; DO BEGINv := argmin fd[w] : w 2 �g;S := S + v; � := �� v;FOR w 2 �(v) n (S [ �) DO BEGIN� := � + w;IF d[v] + c(fv; wg)< d[w] THEN BEGINd[w] := d[v] + c(fv; wg);V or[w] := v;END;END; fforgEND; fwhilegEND;Satz 1.3.11 (Dijkstra 1959) F�ur einen zusammenh�angenden, kantengewichtetenGraphen G = (V;E; c) und einen Startknoten s 2 V berechnet der AlgorithmusDijkstra(G; s) k�urzeste s � v�Pfade f�ur alle v 2 V � s. Er kann mit Laufzeit O(n2)implementiert werden.Beweis. Beachte zun�achst, da� der erste Durchlauf durch die WHILE-Schleife lediglich Sauf fsg, � auf �(s) und V or[w] := s f�ur alle w 2 �(s) setzt. Aufgrund des Zusammen-hangs von G besucht diese Variante der Breitensuche jeden Knoten des Graphen, d.h.jeder Knoten gelangt mindestens einmal in die Menge �. Da S all die Knoten enth�alt, dieaus � entfernt wurden, gelangt kein Knoten ein weiteres Mal in die Menge �. Insbesondereterminiert also die WHILE-Schleife.Wir zeigen: die WHILE-Schleife besitzt nach ihrem ersten Durchlauf die folgenden Invari-anten (es sei �(S) := Ss2S �(s)):(i) � = �(S) n S;



1.3. ALGORITHMISCHE PRINZIPIEN 33(ii) f�ur alle Knoten v 2 S ist d[v] die L�ange eines k�urzesten s � v�Pfades in G,und f�ur v 2 S � s ist fV or(v); vg die letzte Kante auf einem solchen Pfad;(iii) f�ur alle Knoten v 2 � ist d[v] die L�ange eines k�urzesten s � v�Pfades in G[S + v]und V or[v] 2 S der Vorg�anger von v auf einem solchen Pfad.Da die Bedingungen (i) { (iii) unmittelbar nach dem ersten Durchlauf durch die WHILE-Schleife erf�ullt sind, betrachten wir die Situation, da� ein Knoten v = argminfd[w] : w 2�g in S aufgenommen werden soll. Nach Induktionsannahme (iii) ist d[v] gleich der L�angeeines k�urzesten s � v�Pfades, der ganz in S + v verl�auft (und durch die Funktion V or[�]ist ein solcher codiert). Sei nun P 0 ein beliebiger s�v�Pfad in G, der nicht ganz innerhalbder Menge S + v verl�auft. Sei v0 6= v der erste Knoten auf P 0 in V � (S + v). Dann giltwegen (i) v0 2 � und somit nach Wahl von v: d[v0] � d[v]. Aufgrund der Positivit�at derKantengewichte und nach Induktionsvoraussetzung (iii) folgt darausc(P 0) > c(P 0[s;v0]) � d[v0] � d[v]:Also verl�auft jeder k�urzeste s � v�Pfad innerhalb von S + v und hat L�ange d[v]. Damitgilt (ii) ebenso f�ur S 0 = S + v.Der Update innerhalb der FOR-Schleife stellt zudem die Bedingungen (i) und (iii) auch f�urS0 = S + v sicher.Hinsichtlich der Laufzeit beachte man, da� die WHILE-Schleife genau n-mal durchlaufenwird (bis S = V und also � = ;). Die Mengen S und � seien als Felder vonWahrheitswertencodiert. Der gesamte Aufwand f�ur die Bestimmung der argmin's ist daher wegen j�j � n�1sicher O(n2). Die FOR-Schleife hingegen wird insgesamt h�ochstens Pv2V j�(v)j = 2m =O(n2)-mal mit jeweils konstantem Aufwand durchlaufen. 2�Ubungen und Anmerkungen�Ubung 1.3.12 Durchmesser und Zentrum k�onnen auf B�aumen in Zeit O(n) bestimmt werden.�Ubung 1.3.13 F�ur einen zusammenh�angenden Graphen G und einen Knoten s 2 V ist die durchdie Ausgabe des Algorithmus Dijkstra de�nierte Kantenmenge T := ffV or(v); vg : v 2 V � sgein spannender Baum von G mit distT (s; v) = distG(s; v) f�ur alle v 2 V .Unter Verwendung der Datenstruktur der Fibonacci-Heaps erreicht der Algorithmus von Di-jkstra eine Laufzeit von O(m + n logn) [FT87] (siehe auch [CLR90]), was in einem bestimm-ten Modell sogar optimal ist, siehe [Kin90]. In [AMOT90] �ndet man eine O(m + nplog C)-Implementierung bei nicht-negativen, ganzzahligen Gewichten c(e), wobei C := maxe2E c(e).K�urzeste-Wege-Probleme werden erheblich schwieriger in dem allgemeineren Fall, da� die Kan-tengewichte des Graphen beliebige (insbesondere negative) rationale Zahlen sind. In diesem Fall istnicht einmal die Existenz k�urzester Wege gesichert, weil Kreise mit negativem Gewicht auftretenk�onnen. Der O(nm)-Algorithmus nach Moore, Bellman und Ford wird in [CLR90] ausf�uhrlichbehandelt. Einen Skalierungsalgorithmus mit Laufzeit O(pnm logN ), wobei N das betragsm�a�iggr�o�te negative Kantengewicht bezeichnet, gab Goldberg [Gol95]. Zur Berechnung der k�urzestenPfade zwischen allen Knotenpaaren eines solchen Graphen gibt es einen aufD.B. Johnson zur�uck-gehenden O(n2 logn+nm)-Algorithmus, siehe wieder [CLR90]. In [FG85, MT87] �ndet man Algo-rithmen f�ur dieses Problem, deren erwartete Laufzeit (d.h. gemittelt �uber alle Graphen der Ordnungn) O(n2 logn) ist. F�ur die Berechnung k�urzester Wege in ungerichteten Graphen mit nicht not-wendig positiver Gewichtsfunktion siehe [Jun94, Abschnitt 13.6]. Experimentelle Ergebnisse �ndetman in [GP88, CGR94].



34 KAPITEL 1. EINF�UHRUNG1.3.3 Greedy: minimale aufspannende B�aumeDer Algorithmus Breitensuche lieferte uns einen aufspannenden Baum in einem zu-sammenh�angenden Graphen. Betrachten wir nun wieder eine kantengewichtete Variante.Die Problemstellung hei�t jetzt, einen aufspannenden Baum T � E minimalen Gewichtsc(T ) := Pe2T c(e) in einem kantengewichteten Graphen G = (V;E; c) zu �nden. Anwen-dungen dieses Problems kann man sich beispielsweise beim Entwurf von kosteng�unstigenTelefon- oder Stra�ennetzen zwischen vorgegebenen Orten denken.Proposition 1.3.14 (Kruskal 1956) Sei G = (V;E; c) ein zusammenh�angender, durchc : E ! Q+ gewichteter Graph. Der folgende Algorithmus MST-Kruskal �ndet einenminimal aufspannenden Baum T � E in G und kann mit Laufzeit O(m logn) implemen-tiert werden.PROCEDURE MST-Kruskal;BEGINsortiere E, so da� c(e1) � : : :� c(em);T := ;;FOR i := 1 TO m DOIF T [ feig kreisfrei THEN T := T [ feig;END;Beweis. Der Graph (V; T ) ist anfangs der leere Graph mit n Komponenten: die einzelnenKnoten. Durch das Hineinnehmen von Kanten werden dann sukzessive jeweils genau zweiverschiedene Komponenten von (V; T ) verschmolzen, denn f�ur eine Kante e = fx; yg =2 Eist T +e ist genau dann kreisfrei, wenn x und y in verschiedenen Komponenten von (V; T )liegen. Mithin werden h�ochstens n� 1 Kanten in T aufgenommen. Wir zeigen, da� (V; T )schlie�lich zusammenh�angt: Da G zusammenh�angt, ist in G kein Schnitt hA;Bi leer. Alsonimmt der Algorithmus MST-Kruskal die (bez�uglich der Ordnung c(e1) � � � � � c(em))erste Kante aus hA;Bi in T auf, denn sie kann in (V; T ) keinen Kreis schlie�en. Also ist auchin (V; T ) kein Schnitt leer, d.h. der Graph (V; T ) h�angt schlie�lich zusammen. Insbeson-dere enth�alt T somit mindestens n � 1 Kanten. Da der Graph (V; T ) nach Konstruktionkreisfrei ist, stellt nach Satz 1.1.26(3) die Ausgabe T des Algorithmus MST-Kruskaleinen spannenden Baum von G dar.Angenommen nun, T = fei1 ; : : : ; ein�1g sei kein minimal aufspannender Baum. Danngibt es f�ur jeden minimal spannenden Baum T � in G ein k 2 f1; : : : ; n � 1g, so da� dieKante eik die erste Kante in T ist, die nicht auch in T � enthalten ist. Sei T � ein minimalspannender Baum in G mit k gr�o�tm�oglich. Es gilt also fei1 ; : : : ; eik�1g � T \ T � undeik 62 T �. Der Graph T � + eik besitzt genau einen Kreis C. Da T kreisfrei ist, gibt eseine Kante eiC 2 C, die zu T � geh�ort, nicht aber zu T . Wegen eiC 2 C ist der GraphT � + eik � eiC wieder kreisfrei und zusammenh�angend, also ein spannender Baum. Dafei1 ; : : : ; eik�1; eiCg � T � zwar kreisfrei ist, der Algorithmus MST-Kruskal aber im k-ten Schritt die Kante ek und nicht eiC in T aufgenommen hat, folgt iC > ik und darausc(eiC ) � c(eik). Mithin gilt c(T � + eik � eiC ) � c(T �), d.h. T � + eik � eiC ist ebenfallsein minimal spannender Baum. Doch hat T � + eik � eiC die Kanten fei1 ; : : : ; eikg mit Tgemein, im Widerspruch zur Wahl von k und T �.Hinsichtlich der Laufzeit beachte man, da� das Sortieren der m Kanten von G nachGewichten in Zeit O(m logm) = O(m logn) geschehen kann, siehe z.B. [Wir83, CLR90,



1.3. ALGORITHMISCHE PRINZIPIEN 35OW93]. Die Gesamtzahl der Operationen in der WHILE-Schleife hingegen ist sicherlichO(m), wenn wir den Test auf Kreisfreiheit in konstanter Zeit ausf�uhren k�onnen. Dies l�a�tsich z.B. bewerkstelligen, indem man ein Feld Komp : V ! V unterh�alt, so da� Komp[v]jeweils einen (eindeutigen) Repr�asentanten der Komponente, in der v liegt, angibt (die-ser Repr�asentant dient also als Name f�ur die Komponente). Dann ist n�amlich T [ fu; vgkreisfrei genau dann, wenn Komp[u] 6= Komp[v]. Das Feld Komp wird zu Beginn mitKomp[v] := v f�ur alle v 2 V initialisiert. Die Frage ist, wie dieses Feld zu aktualisie-ren ist, wenn eine Kante ei = fu; vg keinen Kreis schlie�t und also in den Baum (V; T )aufgenommen wird und mithin die Komponenten Komp[u] und Komp[v] verschmolzenwerden m�ussen. Die folgende Datenstruktur erlaubt es, die Menge der Komponenten inGesamtlaufzeit (d.h. �uber den gesamten Verlauf des Algorithmus MST-Kruskal gerech-net) O(n logn) zu verwalten.F�ur jede Komponente Komp[v] von (V; T ) unterhalten wir eine (einfach verkettete)Liste KompListe[Komp[v]] aller Knoten, die sie enth�alt. Zu Beginn haben wir also nListen Komp[v], v 2 V , die jeweils genau den Knoten v enthalten. Ein weiteres FeldKompGr�o�e[v] gibt die Anzahl der Knoten in der Komponente, deren Repr�asentant v ist,an und wird mit 1 f�ur alle v 2 V vorbelegt.Beim Verschmelzen zweier Komponenten Komp[u] und Komp[v] gehen wir nun na-heliegenderweise so vor, da� wir allen Knoten in der kleineren der beiden Komponenten(sagen wir Komp[v]) den Namen der gr�o�eren Komponente, also Komp[u], zuweisen so-wie die gr�o�ere Liste KompListe[Komp[u]] an die kleinere Liste KompListe[Komp[v]]anh�angen. Hierzu ist lediglich die kleinere Liste KompListe[Komp[v]] einmal zu durch-laufen. Die hierbei durchgef�uhrten Operationen z�ahlen wir nun pro Knoten. Jedesmal,wenn ein Knoten v die Komponente wechselt, verdoppelt sich die Gr�o�e der Komponente,zu der er geh�ort. Nach k Wechseln gilt also:KompGr�o�e[Komp[v]] � 2k;d.h. ein Knoten wechselt nur h�ochstens logn-mal die Komponente. Die Anzahl der Ope-rationen, die mit dem Umbenennen von Komp[�] verbunden sind, ist damit O(n logn).Schlie�lich wird genau (n � 1)-mal eine Liste an eine andere angeh�angt und der WertKompGr�o�e[Komp[u]] aktualisiert (mit jeweils konstantem Aufwand).Kritisch f�ur die Gesamtlaufzeit des Algorithmus MST-Kruskal ist also das Sortierender m Kanten nach ihren Gewichten. 2Die naive Regel, stets die lokal g�unstigste M�oglichkeit zu w�ahlen, nennt man dasGreedy-Prinzip (engl. greedy = gierig). Nat�urlich mu� diese Vorgehensweise nicht not-wendig zu einer (global) optimalen L�osung f�uhren, wie es hier der Fall war (vgl. zumBeispiel das Problem Clique); es ist sogar eher die Ausnahme. Die Strukturen, auf de-nen der Greedy-Algorithmus die Optimall�osung liefert, wurden in [HMS93] charakterisiert.Trotz (oder gerade wegen) seiner Einfachheit ist das Greedy-Prinzip jedoch eines der wich-tigsten algorithmischen Prinzipien und wird uns insbesondere in den Abschnitten 5.2 und12.4 und Kapitel 10 wieder begegnen.Anmerkungen und �UbungenDie Geschichte des Problems des minimum spannenden Baumes ist in [GH85] dargestellt. Einweiterer verbreiteter Algorithmus f�ur mimimumspannende B�aume geht auf Jarn�ik [Jar30] zur�uck



36 KAPITEL 1. EINF�UHRUNGund wurde von Prim [Pri57] und Dijkstra [Dij59] wiederentdeckt. F�ur dichte Graphen (mit 
(n2)vielen Kanten) ist er sogar e�zienter als der Algorithmus von Kruskal:�Ubung 1.3.15 Die durch die Ausgabe des Algorithmus von Dijkstra de�nierte KantenmengeT := ffV or(v); vg : v 2 V � sg stellt einen minimum spannenden Baum von G dar.Tats�achlich kann man minimum spannende B�aume asymptotisch in "fast linearer\ Zeit konstruie-ren, siehe [FT87, GGST86, KKT95].�Ubung 1.3.16 Der Algorithmus von Kruskal konstruiert auf der umgekehrten Reihenfolge derKanten einen maximum spannenden Baum von G (beachte: alle Kantengewichte sind positiv).�Ubung 1.3.17 Sei G = (V;E; c) ein zusammenh�angender, kantengewichteter Graph und T einspannender Baum von G. F�ur jede Kante e 2 E nE(T ) bezeichne C(e) den (eindeutig bestimmten)Kreis in T + e. Dann gilt: T ist ein minimaler spannender Baum von G genau dann, wenn er nurlokal minimal ist, d.h. wenn f�ur alle e 2 E nE(T ) und alle f 2 C(e) � e gilt: w(e) � w(f).�Ubung 1.3.18 Sei G = (V;E; c) ein zusammenh�angender, kantengewichteter Graph. Der Graphauf der Menge T aller spannenden B�aume von G, in dem zwei spannende B�aume T 0 und T 00 vonG benachbart sind genau dann, wenn jE(T 0)�E(T 00)j = 2, hei�t der Spannbaumgraph T (G).a) T (G) ist zusammenh�angend mit Diameter diam(T (G)) � n� 1.b) Die Menge der minimalen spannenden B�aume von G induziert einen zusammenh�angendenSubgraphen von T (G).1.4 Die Klasse NP oder: polynomielle Veri�zierbarkeitF�ur eine gro�e Klasse wichtiger Probleme, eben die NP-Probleme, ist die Frage, ob siealle einen polynomiellen Algorithmus besitzen (k�onnen), ungekl�art. Immerhin kann mandie Probleme dieser Klasse untereinander bez�uglich ihres Schwierigkeitsgrades vergleichenund so die schwersten unter ihnen aus�ndig machen.Die Klasse NP steht f�ur die Menge der Sprachen (Entscheidungsprobleme), die unterAnnahme eines nichtdeterministischen Berechnungsmodells, eben der sogenannten nicht-deterministischen Turing Maschine (NTM), in polynomieller Zeit erkannt werden k�onnen.Wir benutzen zur De�nition von NP folgenden auf [Coo71] zur�uckgehenden Begri�.De�nition 1.4.1 Eine bin�are Relation R � �� � �� hei�t p-Relation, falls sie schnellgepr�uft werden kann, d.h. falls gilt:(i) es existiert ein Polynom q, so da� hx; zi 2 R ) jzj � q(jxj);(ii) das Pr�adikat hx; zi 2 R kann in (in jxj) polynomieller(deterministischer) Zeit getestet werden.Wir interpretieren dabei x 2 �� als Probleminstanz eines Entscheidungsproblems � unddie Menge R(x) := fz 2 ��j hx; zi 2 Rg als die Menge der "L�osungen\ zur Instanz x,wobei wir �ubereinkommen, da� diese wieder �uber demselben Alphabet � codiert sind.Beispiel. Das Entscheidungsproblem Clique wird durch die Relation R repr�asentiert,die einer Codierung x eines Tupels hG; ki die Menge aller Codierungen z von Cliquen imGraphen G der Gr�o�e mindestens k zuordnet. Die Bedingungen (i) und (ii) sind danntrivialerweise erf�ullt: gegeben ein Paar hx; zi 2 �� � ��, kann man o�enbar (leicht) in



1.4. DIE KLASSE NP ODER: POLYNOMIELLE VERIFIZIERBARKEIT 37polynomieller Zeit �uberpr�ufen, ob x einen Graphen G und eine nat�urliche Zahl k und zeine Clique C in G codiert mit jCj � k. 2Eine p-Relation de�niert in nat�urlicher Weise eine SpracheLR := fx 2 �� : 9z 2 ��; so da� hx; zi 2 Rgund damit ein Entscheidungsproblem �R, n�amlich das Problem, zu einer Instanz x 2 ��zu entscheiden, ob x 2 LR. Die Elemente z 2 R(x) f�ur eine p-Relation R hei�en daher auchZerti�kate f�ur x, da anhand eines z 2 R(x) wegen (ii) in polynomieller Zeit entschiedenwerden kann, ob x 2 Y�R , x 2 LR, d.h. ob die Antwort auf das Entscheidungsproblem�R f�ur die Instanz x JA lautet.Mit einer p-Relation R � �� � �� lassen sich folgende Probleme assoziieren (vgl.[JVV86]):� Existenz (auch Entscheidungs- oder Sprachenzugeh�origkeitsproblem)gegeben ein x 2 ��, entscheide, ob R(x) 6= ;.� Konstruktion (auch Suchproblem)Ist R(x) = ;, gib ;, sonst ein (beliebiges) z 2 R(x) aus.� Erzeugen (auch Generieren oder Sampling)Ist R(x) = ;, gib ; aus, sonst ein zuf�alliges Element z 2 R(x)mit Wahrscheinlichkeit 1=jR(x)j.� Z�ahlenBestimme die Anzahl aller L�osungen #R(x) := jR(x)j.O�ensichtlich reduziert sich das Existenzproblem auf die �ubrigen. Wir besch�aftigen unshier mit dem Existenz- und dem Suchproblem f�ur p-Relationen.De�nition 1.4.2 Eine Sprache L � �� geh�ort zur Klasse NP (von engl. non-determini-stic polynomial time), falls eine p-Relation R existiert, so da�L = LR = fx 2 �� : 9z 2 ��; so da� hx; zi 2 RgEin Entscheidungsproblem � geh�ort zu NP, falls bez�uglich einer ("vern�unftigen\) Codie-rung die Sprache Y� seiner JA-Instanzen zu NP geh�ort.Die Klasse NP besteht somit aus mit p-Relationen assoziierten Existenzproblemen. Diesbedeutet, da� NP die Entscheidungsprobleme � enth�alt, bei denen im Falle einer Proble-minstanz x 2 Y� daf�ur ein kurzer Beweis z 2 R�(x) existiert, den man durch Nachweisvon hx; zi 2 R� in polynomieller Zeit pr�ufen oder veri�zieren kann. Daher ist das Kon-strukt der NTM weniger Abstraktion eines Algorithmus als ein Hilfsmittel, polynomielleVeri�zierbarkeit zu beschreiben, und wir stellen uns unter einer NTM einen sogenanntenZerti�kat-Pr�ufalgorithmus17 vor, der einen kurzen Beweis daf�ur, da� die Antwort JA lau-tet, gewisserma�en "raten\ darf, bevor er wie eine gew�ohnliche polynomielle DTM fortf�ahrtund ihn veri�ziert.1817von engl. certi�cate-checking-algorithm, siehe [PS82]18Die NTM darf dazu zu allen y 2 �p(x) verzweigen (dies ist das nichtdeterministische Element) undparallel testen, ob hx; yi 2 R. Genau die y 2 R�(x) f�uhren zu akzeptierenden Berechnungen der NTM.Die Laufzeitfunktion TM (n) einer NTM M bestimmt sich dabei durch die minimale Anzahl Schritte, diesie f�ur eine akzeptierende Berechnung zur Eingabe x ben�otigt, maximiert �uber alle Eingaben x 2 �� derL�ange jxj = n (bzw. = 1, falls es keine akzeptierende Berechnung gibt).



38 KAPITEL 1. EINF�UHRUNGBeispiele. Das Entscheidungsproblem Clique ist o�ensichtlich in NP, denn ein Graph Ghat Cliquenzahl !(G) � k genau dann, wenn es mindestens eine Clique C in G der Gr�o�emindestens k gibt. Gegeben eine solche Clique C, ist es o�enbar ein leichtes, hG;Ci 2Clique in polynomieller Zeit zu veri�zieren, d.h. da� zum einen C wirklich eine Clique inG ist und zum anderen jCj � k.Ein "klassisches\ Entscheidungsproblem ist das Erf�ullbarkeitsproblem, abgek�urzt Sat(f�ur engl. satis�ability). Seien x1; : : : ; xn Boolesche Variablen, d.h. Variablen, die die Wer-te 0 oder 1 annehmen k�onnen. Die Booleschen Variablen x1; : : : ; xn zusammen mit ihrenKomplementen x1; : : : ; xn hei�en Literale. Eine Klausel ist eine Oder-Verk�upfung (Dis-junktion) von (nicht notwendig verschiedenen) Literalen. Beim Erf�ullbarkeitsproblem Satist nun ein Boolescher Ausdruck F in konjunktiver Normalform (CNF) gegeben, d.h. ei-ne Konjunktion (logische Und-Verkn�upfung) von m 2 IIN Klauseln. Hier ein Beispiel mitn = 4 und m = 3: F = x4 ^ (x1 _ x3 _ x4) ^ (x2 _ x4):Gefragt wird danach, ob F erf�ullbar ist, d.h. ob es eine Belegung der Variablen mit denWahrheitswerten wahr (=1) oder falsch (=0) gibt, so da� F wahr wird. Sat ist also dieSprache der erf�ullbaren Booleschen Ausdr�ucke in CNF.O�enbar liegt auch Sat in NP, denn wenn ein Boolescher Ausdruck F erf�ullbar ist, sokann dies o�enbar anhand eines entsprechenden Zerti�kats (eben einer erf�ullenden Varia-blenbelegung) in polynomieller Zeit durch Einsetzen �uberpr�uft werden. 2Man beachte, da� Probleme in NP trivialerweise immer in exponentieller Zeit ent-scheidbar sind: sei p ein Polynom, das die Laufzeit der zugeh�origen NTM (des Zerti�kat-Pr�ufalgorithmus) beschr�ankt. Alle Zerti�kate f�ur ein x 2 �� haben o.B.d.A. genau dieL�ange q(jxj). Dann kann man o�enbar in Zeit O(p(n)j�jq(n)) alle m�oglichen Zerti�kateeiner Instanz x mit jxj = n durchpr�ufen.1.4.1 NP-Vollst�andigkeitBeim Vergleich der beiden Klassen P und NP spielt der Begri� der NP-Vollst�andigkeit eineSchl�usselrolle. Ihm liegt das von Cook [Coo71] und Karp [Kar72] entwickelte Konzeptder Reduzierbarkeit zugrunde, das aus der Theorie der rekursiven Funktionen entlehnt ist.F�ur die De�nition der NP-Vollst�andigkeit hat sich die auf Karp zur�uckgehende Form derpolynomiellen m(any-one)-Reduzierbarkeit, auch Transformierbarkeit, durchgesetzt.De�nition 1.4.3 Ein Entscheidungsproblem � (formal eine Sprache) hei�t polynomiellreduzierbar auf ein Entscheidungsproblem �0, in Zeichen � �m �0, falls es eine polyno-miell berechenbare Funktion f : �� ! �� gibt, so da� giltx 2 Y� , f(x) 2 Y�0 8 x 2 ��:� �m �0 deutet also an, da� das Problem � nicht schwerer ist als �0, da eine Instanzx 2 D� anhand der Instanz f(x) des Problems �0 e�zient entschieden werden kann, wenndieses e�zient l�osbar ist.Die Relation der wechselseitigen Reduzierbarkeit zweier Probleme ist transitiv und in-duziert auf der Klasse aller Probleme in NP eine �Aquivalenzrelation. Die Relation "�m\induziert wiederum eine teilweise Ordnung auf den resultierenden �Aquivalenzklassen, auchp-degrees [Lad75], von Entscheidungsproblemen. Die unterste �Aquivalenzklasse ist P, sie



1.4. DIE KLASSE NP ODER: POLYNOMIELLE VERIFIZIERBARKEIT 39enth�alt die einfachsten Probleme. Die schwersten Probleme in NP werden beschriebendurch dieDe�nition 1.4.4 Ein Entscheidungsproblem � hei�t NP-vollst�andig (bez�uglich "�m\),falls � 2 NP und NP �m � :, �0 �m � 8 �0 2 NP:Aus der De�nition ergibt sich unmittelbar dieProposition 1.4.5 F�ur ein NP-vollst�andiges Problem � gilt: � 2 P , P = NP: 2D.h. wenn ein einziges NP-vollst�andiges Problem in polynomieller Zeit gel�ost werden kann,so k�onnen es alle Probleme in NP. Ist umgekehrt aber ein beliebiges Problem in NPunzug�anglich, also schwer, dann sind auch alle NP-vollst�andigen Probleme unzug�anglich.Entweder geh�oren also alle NP-vollst�andigen Probleme zu P oder keines. Ein vollst�andigesProblem repr�asentiert mithin die ganze Klasse, der es angeh�ort; es sind im Sinne derReduzierbarkeit die schwersten Probleme der Klasse. In seiner epochalen Arbeit [Coo71]zeigte Cook die Existenz von NP-vollst�andigen Problemen:19Satz 1.4.6 (Cook 1971) Sat ist NP-vollst�andig. 2Da wir keine Maschinenmodelle einf�uhren wollen, k�onnen wir hier leider nicht auf denBeweis eingehen. Man kann ihn z.B. in [GJ79, Weg93, Pap94] nachlesen.Mit Hilfe der Kenntnis eines NP-vollst�andigen Problems als "Referenzproblem\ ist esnun nicht mehr schwer, weitere Probleme in NP als NP-vollst�andig auszuweisen. Aufgrundder Transitivit�at der Relation "�m\ gen�ugt es o�enbar, ein bekanntes NP-vollst�andigesProblem wie Sat auf das betrachtete, neue Problem zu reduzieren. Dies tat Karp (1972)f�ur eine erste Liste von 20 klassischen Problemen der Kombinatorik. Seitdem konnte dieNP-Vollst�andigkeit einer Vielzahl von Entscheidungsproblemen aus Gebieten wie Gra-phentheorie, Spieltheorie, Zahlentheorie, Operations Research, Logik und Kombinatoriknachgewiesen werden, siehe [GJ79] und [Joh90a]. Dadurch wird die Bedeutung sowohl desKonzepts der Reduzierbarkeit wie auch einer solchen Klassi�kation f�ur ein bestimmtesProblem evident: Da es den verschiedenen Disziplinen der Mathematik und Informatikbisher nicht gelungen ist, f�ur irgendein NP-vollst�andiges Problem einen polynomiellen Al-gorithmus zu entwerfen, wird man solche Probleme als hartn�ackig (engl. apparently intrac-table) ansehen in dem Sinn, da� sie vermutlich von einer inh�arenten Komplexit�at sind, diesie einer L�osung durch einen polynomiellen (deterministischen) Algorithmus unzug�anglichmacht (P 6= NP Hypothese). Man beachte aber: genausowenig konnte man bisher be-weisen, da� sie tats�achlich unzug�anglich sind! Alle entscheidbaren Probleme, f�ur die manUnzug�anglichkeit nachweisen konnte, liegen nicht in NP. Dar�uber hinaus mu� ein etwaigerBeweis von P=NP nicht notwendig zu e�zienten Algorithmen f�ur NP-vollst�andige Pro-bleme f�uhren. Die Frage P ?= NP: ob also nichtdeterministische Algorithmen tats�achlichm�achtiger als ihre deterministischen Pendants sind, oder anders formuliert, ob alle Eigen-schaften (Entscheidungsprobleme), die nur ein schnell zu veri�zierendes Zerti�kat besitzen(d.h. in NP liegen), schon e�zient entscheidbar (d.h. polynomiell l�osbar) sind, ist einesder zentralen ungel�osten Probleme der Theoretischen Informatik.2019Ein �ahnliches Konzept hat unabh�angig Levin [Lev73] entwickelt.20Geschichte und aktueller Stand des P ?= NP Problems werden in [Sip92] diskutiert.



40 KAPITEL 1. EINF�UHRUNGDie Vorgehensweise bei Reduzierbarkeitsbeweisen illustrieren wir an dem wichtigenEntscheidungsproblem 3-Sat, bei dem nach der Erf�ullbarkeit einer Booleschen Formel inCNF mit genau drei Literalen pro Klausel gefragt ist; in jeder Klausel trete dabei keineVariable (in positiver oder negierter Form) mehrfach auf.Satz 1.4.7 (Cook 1971) 3-Sat ist NP-vollst�andig.Beweis nach [Wel93]. Da� schon dieser Spezialfall von Sat NP-schwer ist, zeigen wirdurch Reduktion von Sat (auf 3-Sat).21 Sei F = Vmj=1 Cj also eine Instanz von Sat, d.h.eine Boolesche Formel in CNF �uber n Booleschen Variablen x1; : : : ; xn mit den KlauselnC1; : : : ; Cm. O.B.d.A. enth�alt keine Klausel einen Literal mehrfach. Wir transformieren Fzu einer Instanz ~F von 3-Sat. Dazu verscha�en wir uns zun�achst drei Boolesche Variablez1; z2; z3, die in jeder Wahrheitsbelegung von ~F falsch sind, indem wir ~F folgende siebenKlauseln voranstellen: z1 _ z2 _ z3z1 _ z2 _ z3 z1 _ z2 _ z3z2 _ z3 _ z1 z2 _ z3 _ z1z3 _ z1 _ z2 z3 _ z1 _ z2:Ihre Konjunktion ist, wie man sich leicht �uberzeugt, gerade �aquivalent mit z1 ^ z2 ^ z3.Damit k�onnen wir jede Klausel von F , die weniger als drei Literale enth�alt, durch Dis-junktion mit z.B. z1 bzw. z1 _ z2 zu einer "�aquivalenten\ Klausel mit genau drei Literalenerweitern.Angenommen, eine Klausel Cj = w1 _ : : :_ w` von F enh�alt ` � 4 Literale w1; : : : ; w`(o.B.d.A. ` � n). Dann ersetzen wir den Term w`�1 _ w` von Cj in ~F durch eine neueinzuf�uhrende Variable y und f�ugen daf�ur zu ~F (konjunktiv) Klauseln (mit jeweils genaudrei Literalen) hinzu, die y � w`�1 _ w` sicherstellen. Der erhaltene Boolesche Ausdruckhat dann o�enbar dieselben erf�ullenden Wahrheitswertebelegungen (wobei der jeweiligeWahrheitswert von y durch y := w`�1 _w` gegeben ist), aber die Klausel Cj ist um einenLiteral verk�urzt worden. Durch wiederholtes Anwenden (h�ochstens m � (n � 3) mal) wirdin polynomieller Zeit eine �aquivalente 3-Sat-Formel konstruiert.Hinsichtlich der in jedem Schritt hinzuzuf�ugenden Klauseln, bemerken wir, da� derfolgende Boolesche Ausdruck genau dann wahr ist, wenn y � w`�1 _ w` gilt:(w`�1 ^ w` ^ y) _ (w`�1 ^ w` ^ y) _ (w`�1 ^ w` ^ y) _ (w`�1 ^ w` ^ y)Um ihn auf konjunktive Normalform (mit genau drei Literalen pro Klausel) zu bringen, be-achte man, da� die Variablen w`�1, w` und y genau 23 = 8 verschiedene Wertebelegungenbesitzen. Daher ist er �aquivalent zu:� (w`�1 ^ w` ^ y) _ (w`�1 ^ w` ^ y) _ (w`�1 ^ w` ^ y) _ (w`�1 ^ w` ^ y)� w`�1 ^ w` ^ y ^ w`�1 ^ w` ^ y ^ w`�1 ^ w` ^ y ^ w`�1 ^ w` ^ y� (w`�1 _ w` _ y) ^ (w`�1 _ w` _ y) ^ (w`�1 _ w` _ y) ^ (w`�1 _ w` _ y)21Im Gegensatz zur Reduktion in [GJ79] ist diese Reduktion bijektiv (engl. parsimonious), d.h. sie erh�altdie Anzahl der Zerti�kate: jR�(x)j = jR�0(f(x))j 8x 2 ��: (1.5)Dies zeigt, da� das zu 3-Sat korrespondierende Z�ahlproblem #3-Sat, die erf�ullenden Belegungen einer3-Sat-Formel zu z�ahlen, #P-vollst�andig ist, da #Sat #P-vollst�andig ist (wie eine bijektive Variante dergenerischen (m-)Reduktion aus Cooks Beweis zeigt [Sim75]). Die Klasse #P [Val79] besteht aus denProblemen, f�ur eine p-Relation die Anzahl der Zerti�kate zu z�ahlen, siehe z.B. [Wel93].



1.4. DIE KLASSE NP ODER: POLYNOMIELLE VERIFIZIERBARKEIT 412Wie der Beweis zeigt, ist das analoge Entscheidungsproblem k-Sat f�ur alle k � 3 NP-vollst�andig. Wie steht es mit k = 2? Tats�achlich ist Satz 1.4.7 hinsichtlich k bestm�oglich:Satz 1.4.8 [DP60, EIS76] Das Problem 2-Sat ist in polynomieller Zeit entscheidbar.Beweis. Sei F = Vj̀=1 Cj eine Boolesche Formel in CNF �uber den Booleschen Variablenx1; : : : ; xn mit h�ochstens zwei Literalen pro Klausel Cj, 1 � j � `. O.B.d.A. enthalte Fpro Klausel genau zwei Literale (andernfalls verdopple den Literal in jeder Klausel mit nureinem Literal). Konstruiere zu F einen gerichteten Graphen D(F ) = (V;A), A � V � V ,wobei V = fx1; : : : ; xn; x1; : : : ; xng die Menge der Literale ist und A f�ur jede KlauselCj = z(1)j _ z(2)j in F die gerichteten Kanten (z(1)j ; z(2)j ) und (z(2)j ; z(1)j ) enth�alt. Eine Kante(z1; z2) 2 A zwischen zwei beliebigen Literalen z1 und z2 in D(F ) hat dann die Bedeutung,da� f�ur jede erf�ullende Belegung der Booleschen Variablen gilt: ist der Literal z1 wahr,dann auch z2. Die starken Zusammenhangskomponenten eines gerichteten Graphen D sinddie �Aquivalenzklassen der Relation u � v , "D enth�alt einen gerichteten u � v�Pfadund einen gerichteten v � u�Pfad\. Es folgt, da� f�ur jede erf�ullende Belegung von F alleLiterale, die zu Knoten einer starken Zusammenhangskomponente von D korrespondie-ren, denselben Wahrheitswert haben. Da sich die starken Zusammenhangskomponenteneines gerichteten Graphen in Zeit O(nm) berechnen lassen (�Ubung)22, zeigt das folgendeLemma, da� 2-Sat in polynomieller Zeit entschieden werden kann. 2Lemma 1.4.9 Eine 2-Sat-Formel F besitzt eine erf�ullende Belegung genau dann, wennf�ur alle Booleschen Variablen xi, i 2 f1; : : : ; ng, die Literale xi und xi in verschiedenenstarken Zusammenhangskomponenten von D(F ) liegen.Beweis. ")\: Nach obigem klar."(\: Wir konstruieren wie folgt eine erf�ullende Belegung der Booleschen Formel F .FOR i := 1 TO n DO IF (xi noch nicht gesetzt) DO BEGINa := ( xi falls es in D einen gerichteten xi � xi�Pfad gibt,xi sonst;L := a+ fb : es gibt einen gerichteten a� b�Pfad in Dg;setze alle Literale in L auf wahr;setze die Komplemente aller Literale in L auf falsch;END;Es ist zu �uberpr�ufen, da� die Setzung der Wahrheitswerte konsistent ist. Nach Voraus-setzung an D gibt es f�ur kein i zugleich einen gerichteten xi � xi� und einen gerichtetenxi � xi�Pfad. Wenn es jedoch einen (und damit genau einen) der beiden Pfade gibt,so wurde a so gesetzt, da� dieser Pfad der gerichtete a � a�Pfad ist. Es folgt a 62 L.Angenommen nun, L enthielte einen Literal b und sein Komplement b, d.h. es g�abe inD einen gerichteten a � b� und einen gerichteten a � b�Pfad. Aufgrund der folgendenSymmetrie-Eigenschaft von D:D enth�alt einen gerichteten z1 � z2�Pfad genau dann,wenn D einen gerichteten z2 � z1�Pfad enth�alt.22tats�achlich sogar in linearer Zeit { eine Anwendung von Tiefensuche, siehe [Tar72, CLR90]



42 KAPITEL 1. EINF�UHRUNGg�abe es dann aber auch einen b� a�Pfad und daher einen a � a�Pfad, Widerspruch.Weiterhin enth�alt L keine in einem fr�uheren Schritt auf falsch gesetzten Literale, dennangenommen, es g�abe einen gerichteten a� b�Pfad und b w�are in einem fr�uheren Schrittauf falsch gesetzt worden. Dann enthielte D wieder aufgrund der Symmetrie-Eigenschaftauch einen gerichteten b�a�Pfad, was hei�t, da� auch a schon in diesem fr�uheren Schritt(n�amlich auf wahr) gesetzt worden w�are, Widerspruch. 2Wie der Beweis zeigt, kann ggf. eine erf�ullende Belegung einer 2-Sat-Formel in Zeit O(nm)konstruiert werden. Betrachten wir nun graphentheoretische Entscheidungsprobleme.Satz 1.4.10 (Karp 1972) Das folgende Entscheidungsproblem ist NP-vollst�andig:Independent Set:INSTANZ: ein Graph G = (V;E) und ein k 2 IIN,FRAGE: �(G) � k?Beweis. Wieder ist o�ensichtlich Independent Set 2 NP. Wir transformieren Sat aufIndependent Set. Sei F = Vj̀=1 Cj eine Instanz von Sat, d.h. eine Boolesche Formelin konjunktiver Normalform �uber den Booleschen Variablen x1; : : : ; xn. Zu F konstruiereden Graphen G = G(F ) = (V;E) mitV = f(a; j) : a ist Literal in der Klausel Cj , 1 � j � `g;E = ff(a1; j1); (a2; j2)g : a1 = a2 _ j1 = j2g:G enth�alt also f�ur jedes Auftreten eines Literals a einen Knoten, wobei die Literale einerKlausel eine Clique bilden und Literale aus verschiedenen Klauseln genau dann miteinan-der verbunden sind, wenn der eine die Negation des andern ist. Nun gilt:�(G) � ` , F erf�ullbar.")\: Da eine stabile Menge aus jeder Clique nur h�ochstens einen Knoten enthalten kann,gilt �(G) � `. Eine `-Clique in G enth�alt also aus jeder Klausel Cj, 1 � j � `, genaueinen Literal. Je nach dem, ob der zugeh�orige Literal eine Boolesche Variable oder derenVerneinung ist, weise dieser Booleschen Variablen den Wert wahr oder falsch zu. NachKonstruktion von G ist diese Wertzuweisung m�oglich, d.h. wohlde�niert. Den restlichenBooleschen Variablen weise beliebig einen Booleschen Wert zu. Die erhaltene Belegung derVariablen erf�ullt dann o�enbar jede Klausel und damit die Boolesche Formel. Also ist Ferf�ullbar."(\: Wenn umgekehrt eine Boolesche Formel F erf�ullbar ist, dann gibt es eine F erf�ullen-den Belegung der Booleschen Variablen, so da� in jeder Klausel mindestens ein Literal wahrist. W�ahle aus jeder Klausel genau einen solchen Literal mit Wahrheitswert wahr aus undbilde die zugeh�orige Knotenmenge S � V . Dann ist S ist eine stabile Menge der Gr�o�e`, denn die zugrundeliegenden Literale haben alle den Wahrheitswert wahr, so da� keinerdas Komplement eines anderen sein kann.Wieder ist die Reduktion o�ensichtlich polynomiell. 2De�nition 1.4.11 Eine Knotenmenge C in einem Graphen G = (V;E) hei�t Kno-ten�uberdeckung, wenn jede Kante in G mit mindestens einem Knoten aus C inzidiert.



1.4. DIE KLASSE NP ODER: POLYNOMIELLE VERIFIZIERBARKEIT 43Wenn man die Kanten von G als G�ange oder R�aume eines Geb�audekomplexes interpretiertund jeden Knoten als Beobachtungspunkt, von dem aus man die inzidierenden Kanten�uberblicken kann, so sucht man beim Problem Node Cover nach einer kleinsten Mengevon Beobachtungspunkten:Node Cover:INSTANZ: ein Graph G = (V;E) und ein k 2 IIN,FRAGE: besitzt G eine Knoten�uberdeckung C � V der Gr�o�e jCj � k?Satz 1.4.12 (Karp 1972) Clique und Node Cover sind NP-vollst�andig.Beweis. Independent Set transformiert sich auf diese Entscheidungsprobleme:Eine Knotenmenge S in einem Graphen G = (V;E) ist stabil genau dann, wenn sie eineClique in G ist.Eine Knotenmenge S in einem Graphen G = (V;E) ist stabil genau dann, wenn V nS eineKnoten�uberdeckung ist. 2Man beachte, da� jedes dieser Probleme f�ur festes k 2 IIN, d.h. wenn k nicht Teil der Ein-gabe ist, durch Enumeration aller k-Teilmengen von V in Zeit O(nkm), also polynomiell,l�osbar ist.Independent Set und Node Cover sind selbst auf Graphen mit Maximalgrad�(G) � 3 NP-vollst�andig:Satz 1.4.13 [GJS76, GJ77] Independent Set (� � 3) ist NP-vollst�andig.Beweis. Wir reduzieren von Independent Set. Sei also G ein Graph auf den Knotenv1; : : : ; vn und sei v 2 V ein Knoten in G vomGrad d := d(v) � 4 mit den Nachbarn �(v) =fu1; : : : ; udg. Wir ersetzen lokal v wie folgt durch einen Subgraphen vom Maximalgrad 3:entferne v aus G und f�uge stattdessen einen Kreis C2d = (c1; c2; : : : ; c2d) der L�ange 2dhinzu, wobei jeder der vorherigen Nachbarn uj , 1 � j � d, von v nun mit dem Knoten c2jdurch eine Kante verbunden wird. Ferner h�ange an den Knoten c1 ein Blatt b an. Der soaus G entstandene Graph hei�e G0. Dann gilt f�ur jedes k 2 IIN:�(G) � k , �(G0) � k + d;")\: Sei S eine stabile Menge in G. Dann istS0 := ( S � v + fb; c2; c4; : : : ; c2dg falls v 2 S,S + fc1; c3; : : : ; c2d�1g sonst;eine stabile Menge in G0 der Gr�o�e jSj+ d."(\: Sei S 0 ein stabile Menge in G0 der Gr�o�e mindestens k + d. Dann ist jS0 \fb; c1; c2; : : : ; c2dgj � d + 1 mit Gleichheit genau dann, wenn S0 \ fb; c1; c2; : : : ; c2dg =fb; c2; c4; : : : ; c2dg. Also istS := ( S 0 + v � fb; c1; c2; : : : ; c2dg falls jS0 \ fb; c1; c2; : : : ; c2dgj = d+ 1,S 0 � fc1; c2; : : : ; c2dg sonsteine stabile Menge in G der Gr�o�e mindestens k.Wenn man nun alle Knoten vom Grad gr�o�er als 3 in G auf diese Weise ersetzt, erh�alt



44 KAPITEL 1. EINF�UHRUNGman einen Graphen G� vom Maximalgrad h�ochstens 3, f�ur den gilt:�(G) � k , �(G�) � k + Xd(v)>3d(v): 2Satz 1.4.13 ist bestm�oglich hinsichtlich des Maximalgrads:�Ubung 1.4.14 In Graphen vom Maximalgrad h�ochstens zwei gibt es einen linearen Algo-rithmus f�ur Independent Set.co-NP. Die De�nitin von NP ist asymmetrisch in JA und NEIN: nur wenn die Antwort aufdie Instanz des Entscheidungsproblems JA lautet, mu� ein Zerti�kat hierf�ur existieren. ImFalle einer NEIN-Instanz wird nicht gefordert, da� es ein Zerti�kat daf�ur gibt, da� kein JA-Zerti�kat existiert. Wie sollte beispielsweise ein Zerti�kat daf�ur aussehen, da� ein Graphkeine Clique der Gr�o�e � k besitzt oder eine Boolesche Formel nicht erf�ullbar ist? DasProblem �c, das aus � durch Vertauschen von Y� und N� entsteht, hei�t das Komplementvon �.23 Die Menge aller Entscheidungsprobleme, die Komplemente von NP-Problemensind, wird mit co-NP bezeichnet. Tats�achlich wei� man von keinem der bekannten NP-vollst�andigen Probleme, ob auch sein Komplement in NP liegt { es gilt jedoch:Proposition 1.4.15 NP ist bez�uglich Komplementbildung abgeschlossen (d.h. es gilt NP= co-NP) genau dann, wenn es ein NP-vollst�andiges Problem � gibt, dessen Komplement�c ebenfalls in NP liegt. 2Man vermutet daher, da� NP 6= co-NP. Diese Vermutung ist allerdings noch st�arker alsdie Vermutung P 6= NP, denn wegen der Abgeschlossenheit von P unter Komplement-bildung (P = co-P) gilt NP 6= co-NP ) P 6= NP. Probleme in NP \ co-NP hei�en nachEdmonds [Edm65] wohlcharakterisiert. Beispielsweise ist Bipartitheit wohlcharakterisiert:ist ein Graph bipartit, so l�a�t sich das durch eine Bipartition seiner Knotenmenge belegen,ist er nicht bipartit, so stellt jeder ungerade Kreis ein Zerti�kat daf�ur dar. Viele bekannteMaximum-Minimum-S�atze der Graphentheorie beweisen insbesondere, da� ein Problemwohlcharakterisiert ist. Proposition 1.4.15 besagt in diesem Zusammenhang, da� ein wohl-charakterisiertes Problem nicht NP-vollst�andig sein kann, au�er es ist NP = co-NP. Wegenco-P = P und P � NP enth�alt NP \ co-NP ganz P.Nur f�ur wenige Probleme in NP \ co-NP hat man bisher noch keinen polynomiellenAlgorithmus gefunden. Ein ber�uhmtes Beispiel hierf�ur ist das Problem Primes: gegebeneine nat�urliche Zahl n, ist n prim? (Man beachte, da� das Sieb des Eratosthenes in derCodierungsl�ange hni = �(logn) exponentielle Laufzeit hat.) W�ahrend das Zerti�kat f�urdie Zusammengesetztheit einer Zahl auf der Hand liegt, beruht der nichtdeterministischeAlgorithmus (das polynomiell pr�ufbare Zerti�kat) f�ur Primes auf dem kleinen Satz vonFermat [Pra75], vergleiche auch [BDG88, Pap94].�Ubungen und AnmerkungenWenn eine Boolesche Formel nicht erf�ullbar ist, so kann man sich fragen, wieviele ihrer Klauselnvon einer Wahrheitswertebelegung maximal gleichzeitig erf�ullt werden k�onnen. Dies f�uhrt auf dasProblem Max k-Sat:23Man beachte, da� die zu �c geh�orige Sprache also i.a. nicht das Komplement bez�uglich �� der zu �geh�orenden Sprache ist, da es i.a. Worte in �� gibt, die �uberhaupt keine Elemente aus D� codieren. Hiergeht man davon aus, da� sich solche Worte durch eine einfache syntaktische �Uberpr�ufung heraus�lternlassen.



1.4. DIE KLASSE NP ODER: POLYNOMIELLE VERIFIZIERBARKEIT 45INSTANZ: eine k-Sat-Formel F und ein ` 2 IIN,FRAGE: gibt es eine Belegung der Booleschen Variablen von F ,die mindestens ` Klauseln erf�ullt?W�ahrend dieses Problem f�ur k � 3 trivialerweise NP-vollst�andig ist, gilt nun auch schon f�ur k = 2:�Ubung 1.4.16 [GJS76] Max 2-Sat ist NP-vollst�andig.[Hinweis: Reduktion von 3-Sat. F�ur jede 3-Sat-Klausel C = a _ b _ c betrachte den folgendenSatz S von zehn 2-Sat-Klauseln.] (a) (b) (c) (w)(a _ b) (b _ c) (c _ a)(a _ w) (b _ w) (c _w):�Ubung 1.4.17 [Tov84] a) F�ur Sat, eingeschr�ankt auf Boolesche Formeln, in denen jede Variablenur h�ochstens zweimal (positiv oder negiert) auftritt, gibt es einen linearen Algorithmus. [Hinweis:eliminiere in jedem Schritt eine Variable]b) Sat, eingeschr�ankt auf Boolesche Formeln, in denen jede Variable nur h�ochstens dreimal(positiv oder negiert) auftritt, ist NP-vollst�andig. [Hinweis: ersetze jede Variable, die `-mal, ` > 3,auftritt, durch einen Satz von ` neuen Variablen]�Ubung 1.4.18 a)[ADLRY94] Das Problem Half Size Clique "gegeben ein Graph G, enth�altG eine dn=2e-Clique?\ ist NP-vollst�andig.b)[FK95] Wenn es einen polynomiellen Algorithmus gibt, um zu entscheiden, ob ein Graph G eineClique der Gr�o�e logn enth�alt, dann gibt es einen O(nO(pn))-Algorithmus f�ur Clique. [Hinweis:konstruiere einen Graphen auf � Vpk�]c) Sei a 2 IIN fest. Dann liegt das Problem Independent Set eingeschr�ankt auf die Menge allerGraphen G vom Minimalgrad �(G) � n� a in P.W�ahrend zudem f�ur die Probleme "enth�alt G eine Clique (bzw. eine stabile Menge) der Gr�o�emindestens k?\ die Existenz eines O(nc)-Algorithmus f�ur eine Konstante c 2 IIN unabh�angig von kunwahrscheinlich zu sein scheint [DF95a, DF95b, FK95], gilt f�ur Node Cover:�Ubung 1.4.19 a)[BFM89] Das Problem Node Cover besitzt f�ur festen Parameter k einenO(2kn)-Algorithmus.b)[GJ77] Das Problem Connected Node Cover "gegeben ein Graph G und ein k 2 IIN, besitztG eine Knoten�uberdeckung C � V der Gr�o�e jCj � k, die einen zusammenh�angenden Subgrapheninduziert (d.h. G[C] ist zusammenh�angend)?\ ist NP-vollst�andig.c) Node Cover wird in polynomieller Zeit entscheidbar, wenn man nach Knoten�uberdeckungenfragt, die zudem eine stabile Knotenmenge darstellen.�Ubung 1.4.20 (Gallai 1959) Bezeichne � (G) die Gr�o�e einer minimum Knoten�uberdeckungeines Graphen G. Dann gilt � (G) + �(G) = n.Dominanz. So wie bei dem Problem Node Cover die Kanten eines Graphen G = (V;E) durchm�oglichst wenige Knoten zu �uberdecken sind, so sind bei dem folgenden Problem quasi die Knotendurch Knoten zu �uberdecken { wobei wir sagen wollen, ein Knoten �uberdeckt einen anderen, wenner zu ihm benachbart ist. Eine Knotenmenge D � V hei�t dominierend in einem Graphen G, fallsjedes v 2 V nD zu mindestens einem Knoten aus D adjazent ist. F�ur einen Knoten v 2 V nennenwir die Menge �(v) + v die abgeschlossene Nachbarschaft von v. Es gilt:�Ubung 1.4.21 F�ur einen Graphen G stimmen die folgenden Gr�o�en alle �uberein:�(G) = minfjDj : D � V dominierend in Gg;�0(G) = minfjT j : T \ (�(v) + v) 6= ; f�ur alle v 2 V g;�00(G) = minfc(W ) : W ist spannender Wald in G vom Durchmesser � 2g:



46 KAPITEL 1. EINF�UHRUNG�(G) = �0(G) = �00(G) hei�t die Dominanzzahl von G, das zugeh�orige EntscheidungsproblemDominating Set:INSTANZ: ein Graph G = (V;E) und ein k 2 IIN,FRAGE: besitzt G eine dominierende Menge D der Gr�o�e � k?�Ubung 1.4.22 Dominating Set (�(G) � 6) ist NP-vollst�andig [LR79]. [Hinweis: formuliereNode Cover durch eine lokale Transformation als ein Knoten-Knoten-�Uberdeckungsproblem.]�Ubung 1.4.23 a) F�ur einen Graphen G ohne isolierte Knoten gilt �(G) � minf� (G); �(G)g �n=2. F�ur disjunkte Vereinigungen von K2s gilt o�enbar Gleichheit in der Ungleichungskette. Mangebe jeweils eine Graphenfamilie an, f�ur die die eine bzw. die andere Ungleichung beliebig schlechtwird.b) Sei G = (V;E) ein Graph ohne isolierte Knoten. Wenn D � V eine inklusionsminimaledominierende Menge ist, so ist auch V nD dominierend.c) Sei G ein zusammenh�angender Graph mit �(G) = � (G). Dann gilt �(G) � 2 [Vol96].1.4.2 NP-schwere Probleme und OptimierungIn den Anwendungen des Satisfiability Problem gen�ugt es in aller Regel nicht, blo�zu entscheiden, ob eine gegebene Boolesche Formel F erf�ullbar ist; man m�ochte in demFall, da� F erf�ullbar ist, auch eine F erf�ullende Belegung der Variablen angeben. Ebensom�ochte man beim Entscheidungsproblem Clique zur Instanz (G; k) nicht nur wissen, ob!(G) � k gilt, sondern man m�ochte ggf. eine Clique C � V der Gr�o�e jCj � k auch �nden.Dieses Problem bezeichnet man als Suchproblem.Des weiteren ist oftmals eine Zielfunktion c gegeben, bez�uglich derer man optimaleL�osungen f�ur eine Instanz I sucht. Dies f�uhrt zum Begri� des kombinatorischen Opti-mierungsproblems. Bei einem kombinatorischen Optimierungsproblem � sind drei Dingegegeben:(i) Eine Menge D� � �� von Instanzen,(ii) f�ur alle Instanzen I 2 D� eine Menge Sol(I) zul�assiger L�osungen von I und(iii) eine Zielfunktion c : Sol(I)! Q �uber den L�osungen.Die Zahl c(�) hei�t auch der Wert der L�osung � 2 Sol(I).Beim Optimierungsproblem Clique z.B. sind die Instanzen Graphen, die Menge Sol(G)der L�osungen zu einer Instanz G ist die Menge der Cliquen in G, und die Zielfunktion cist einfach die Gr�o�e einer Clique C in G, d.h. es ist c(C) := jCj f�ur alle C 2 Sol(G).Gesucht ist nun der OptimalwertOPT (I) := ( minfc(I; �) : � 2 S(I)g; falls � ein Minimierungsproblem,maxfc(I; �) : � 2 S(I)g; falls � ein Maximierungsproblem,bzw. eine Optimall�osung der Instanz I 2 D�, d.h. ein �� 2 Sol(I) mit c(��) = OPT (I).Beim Problem Clique sind dies also der Wert !(G) bzw. eine maximum Clique in G.Die k�unstlich anmutende Entscheidungsproblem-Version eines Optimierungsproblemswie z.B. bei Clique, bei der man zur Eingabe einen Parameter B 2 Q als Schranke



1.4. DIE KLASSE NP ODER: POLYNOMIELLE VERIFIZIERBARKEIT 47hinzuf�ugt und fragt, ob es eine L�osung � 2 Sol(I) mit c(�) � B (bzw. � B bei Minimie-rungsproblemen) gibt, dient lediglich dem Zweck, das Optimalwert- und Optimall�osungs-problem komplexit�atstheoretisch einordnen und klassi�zieren zu k�onnen { man beachte,da� NP als eine Klasse von Entscheidungsproblemen de�niert ist.O�enbar ist ein Entscheidungsproblem auf das entsprechende Suchproblem reduzier-bar. Das Suchproblem ist also mindestens so schwer wie das Entscheidungsproblem, undes scheint sogar schwerer zu sein, denn die Antwort ist nicht mehr ein simples JA oderNEIN: wenn die Antwort JA lautet, ist nun sogar ein Beweis (ein Zerti�kat) daf�ur ge-sucht. Ebenso ist die Entscheidungsproblem-Version eines jeden Optimierungsproblemsauf das Optimalwertproblem und dieses wiederum auf das Optimall�osungsproblem poly-nomiell reduzierbar. Diese Probleme sind daher mindestens so schwer wie das zugeh�origeEntscheidungsproblem, und die Schwierigkeit der Probleme scheint sogar in dieser Reihen-folge zu wachsen.Um nun die Komplexit�at von Optimierungs- und Suchproblemen mit der von Ent-scheidungsproblemen in Beziehung setzen zu k�onnen, emp�ehlt es sich, den Reduzierbar-keitsbegri� zu verallgemeinern. Bei der many-one-Reduzierbarkeit wurde jede Instanz deseinen Problems auf jeweils genau eine Instanz des anderen zur�uckgef�uhrt. Bei der polyno-mielle Turing Reduzibilit�at im Sinne von [Coo71] hingegen erachtet man ein Problem alse�zient auf ein anderes reduziert, wenn es einen polynomiellen Algorithmus gibt, der eineInstanz des einen Problems unter Benutzung beliebig (aber nat�urlich polynomiell) vielerL�osungen von Instanzen des anderen Problems l�ost. Dies f�uhrt zurDe�nition 1.4.24 Ein Orakel-Algorithmus (OTM) mit Orakel f�ur ein Problem � ist einAlgorithmus, der eine hypothetische Subroutine aufrufen kann, die ihm zu einer Instanzdes Problems � in einem Zeitschritt eine L�osung liefert.De�nition 1.4.25 Ein Problem (eine Sprache) � hei�t polynomiell Turing-reduzierbarauf ein Problem �0, in Zeichen � �T �0, falls es einen Orakel-Algorithmus mit Orakel f�ur�0 gibt, der � in (deterministischer) polynomieller Zeit berechnet.Jede �m-Reduktion ist also auch eine Turing-Reduktion. Oberhalb von NP k�onnen Turing-Reduktionen leistungsf�ahiger sein als polynomielle Transformationen [LLS75], vgl. auch[WT92]. Innerhalb von NP k�onnen sich die beiden Reduktionsarten nur unterscheiden,falls P 6= NP.De�nition 1.4.26 Ein Problem � hei�t NP-schwer, in Zeichen NP �T � oder NP � P�,falls �0 �T � f�ur alle �0 2 NP.Die Klassi�kation eines Problems � als NP-schwer stellt eine strukturelle untere Schran-ke f�ur die Komplexit�at von � dar: � ist nicht polynomiell l�osbar, au�er es ist P=NP.Nach De�nition sind insbesondere alle NP-vollst�andigen Probleme NP-schwer. Aus obigerDiskussion ergibt sich weiter:Lemma 1.4.27 Sei � ein NP-vollst�andiges Entscheidungsproblem. Dann ist das mit �verkn�upfte Suchproblem NP-schwer. Sei �0 ein kombinatorisches Optimierungsproblem.Wenn sein zugeh�origes Entscheidungsproblem NP-vollst�andig ist, so sind die Probleme,den Optimalwert und eine Optimall�osung von �0 zu bestimmen, NP-schwer.



48 KAPITEL 1. EINF�UHRUNGBeispielsweise ist also nach den S�atzen 1.4.10 bzw. 1.4.12 die Bestimmung der Graphen-parameter �(G); !(G) oder �(G) NP-schwer und ebenso die Berechnung einer maximumstabilen Menge, einer maximum Clique oder einer minimum Knoten�uberdeckung in einemGraphen.NP-�Aquivalenz. Tats�achlich sind diese drei Optimierungsrobleme aber auch nicht schwe-rer als ihre Entscheidungsproblem-Varianten in dem Sinne, da�, wenn das zugeh�origeEntscheidungsproblem in polynomieller Zeit l�osbar ist, so auch das Optimalwert- undOptimall�osungsproblem (derartige Probleme nennt man auch NP-leicht). Wir �uberlegenuns dies am Beispiel Clique. Zun�achst ist das Optimalwertproblem polynomiell Turing-reduzierbar auf das Entscheidungsproblem: nach sp�atestens n (bzw. logn bei bin�arer Su-che) vielen Aufrufen eines Algorithmus (eines Orakels) f�ur das Entscheidungsproblem Cli-que mit verschiedenen Werten f�ur k kennt man auch !(G). Das Optimall�osungsproblemist wiederum polynomiell Turing-reduzierbar auf das Optimalwertproblem: Man entferntsolange Knoten v 2 V mit !(G � v) = !(G) aus dem Graphen, bis der verbleiben-de Graph H keinen solchen Knoten mehr enth�alt. Dann ist V (H) eine Clique in G mitjV (H)j = !(G). D.h. die Parameter !(G); �(G) oder �(G) sowie eine maximum Clique,eine maximum stabile Menge oder eine minimum Knoten�uberdeckung sind f�ur jeden Gra-phen in polynomieller Zeit berechenbar genau dann, wenn P = NP gilt. Man sagt, dieseOptimierungsprobleme sind NP-�aquivalent.Es scheint jedoch unwahrscheinlich, da� sich alle NP-Suchprobleme polynomiell aufihre Entscheidungsprobleme Turing-reduzieren lassen:Satz 1.4.28 (Borodin, Demers 1976) Falls P 6= NP\co-NP, so gibt es eine p-RelationR mit LR 2 NPnP, f�ur die das Suchproblem nicht Turing-reduzierbar auf das Entschei-dungsproblem ist. 2Siehe auch [BG94]. Es gilt jedoch immerhin:Satz 1.4.29 (Paz, Moran 1981) Sei L eine NP-vollst�andige Sprache und R eine p-Relation f�ur L (d.h. es gilt L = LR). Dann gilt: das Suchproblem f�ur R ist Turing-reduzierbar auf das Entscheidungsproblem f�ur R.Beweis. O�ensichtlich gen�ugt es, das Suchproblem auf das Optimalwertproblem zu re-duzieren. Sei c : R(x) ! Q die (o.B.d.A. zu maximierende) Zielfunktion auf der MengeR(x) der Zerti�kate (der L�osungen) f�ur x, und sei p(n) das Polynom, durch das die Codie-rungsl�ange der Zerti�kate z 2 R(x) zu einer Instanz x 2 L der L�ange jxj = n beschr�anktist. O.B.d.A. haben alle Zerti�kate z 2 R(x) Codierungsl�ange genau p(jxj). De�niere einneues Optimalwertproblem f�ur die Relation R durch die injektive Zielfunktionc0(z) = 2p(jxj)+1c(z) + Pos(z);wobei Pos(z) die Position von z in der lexikographischen Ordnung aller 0-1-Zeichenkettender L�ange p(n) angibt. Beachte, da� es unter der Zielfunktion c0 f�ur alle x 2 L eineeindeutige Optimall�osung z� 2 R(x) gibt, die zudem auch eine Optimall�osung bez�uglichder Zielfunktion c ist. Es reduziert sich also das Suchproblem f�ur hR; ci auf das f�ur hR; c0iund dieses wiederum auf das Optimalwertproblem f�ur hR; c0i. Weil L NP-vollst�andig ist,reduziert sich aber das Optimalwertproblem f�ur hR; c0i auf das Optimalwertproblem f�urhR; ci. 2



1.5. ZUM UMGANG MIT NP-SCHWEREN PROBLEMEN 49NP-schwere Probleme k�onnen selbst in dem Fall unzug�anglich sein, da� sich P=NPherausstellen sollte. Sie bilden keine �Aquivalenzklasse wie die NP-vollst�andigen Probleme.Es ist ein o�enes Problem, ob alle NP-schweren Probleme in NP auch schon NP-vollst�andigsind. Ladner [Lad75] konnte immerhin zeigen, da� es, falls P 6= NP, Entscheidungspro-bleme gibt, die weder in P noch NP-vollst�andig sind. F�ur eine genauere Klassi�zierungder Komplexit�at von Optimalwert- und Optimall�osungsproblemen siehe [Kre88, CT91].�Ubung 1.4.30 Man zeige direkt, da� das Suchproblem f�ur Sat NP-�aquivalent ist.1.5 Zum Umgang mit NP-schweren Problemen:Algorithmen f�ur Independent SetUnter der Hypothese P 6= NP macht es keinen Sinn, nach e�zienten Algorithmen f�urNP-schwere Optimierungsprobleme zu suchen, die in allen F�allen eine optimale L�osung�nden. Trotzdem m�ussen in der Praxis auch solche hartn�ackige kombinatorische Optimie-rungsprobleme "gel�ost\ werden. Wir stellen einige wichtige Herangehensweisen dazu vor,illustiert jeweils am Problem Independent Set.Restriktion. Zun�achst ist zu pr�ufen, ob das vorliegende Problem m�oglicherweise nur einSpezialfall eines NP-schweren Problems ist und daher in Wirklichkeit polynomiell l�osbar(oftmals sind Forscher Opfer eines unumst�o�lichen Verallgemeinerungsdranges). So sindz.B. fast alle NP-schweren Probleme auf B�aumen polynomiell l�osbar bzw. sogar trivial wiez.B. die Cliquenzahl oder das Hamiltonkreisproblem (die Frage nach der Existenz einesKreises durch alle Knoten). Etwas interessantere Graphenklassen dieser Art betrachtenwir in den Kapiteln 7 und 9. Andererseits werden wir in den Abschnitten 6.3 und 6.5Probleme kennenlernen, die selbst unter starken Einschr�ankungen an die Eingaben NP-vollst�andig bleiben. Eine �Ubersicht, unter welchen Einschr�ankungen der Eingaben aufspezielle Graphenklassen wichtige NP-schwere Probleme zug�anglich werden, �ndet man in[Joh85].Betrachten wir beispielsweise das Problem Independent Set auf der Klasse der B�aume.Proposition 1.5.1 Das Problem Independent Set besitzt eingeschr�ankt auf der Klasseder B�aume selbst in der knotengewichteten Form einen O(n +m)-Algorithmus.Beweis. Sei T = (V;E) ein Baum und c : V ! Q+ eine Gewichtsfunktion auf den Knoten.Gesucht ist also eine stabile Menge S � V in G maximalen Gewichts c(S) = Pv2S c(v).Ein beliebiger Knoten w 2 V sei als Wurzel von T ausgezeichnet. Dann gibt es f�ur jedenKnoten v 2 V einen eindeutigen Pfad in T zum Wurzelknoten w. F�ur jeden Knoten v 2 Vdes Baumes T sei Tv der Teilbaum von T , der von denjenigen Knoten u 2 V induziert wird,f�ur die der u � w�Pfad den Knoten v enth�alt. Insbesondere ist also Tw = T . Betrachtenun die Funktionen f+(v) und f�(v), v 2 V , die das maximale Gewicht einer stabilenMenge in Tv bezeichnen, die einmal v enth�alt und das andere Mal nicht. Das maximaleGewicht einer unabh�angigen Menge in T ist dann o�enbar gegeben durch�(T ) = max ff+(w); f�(w)g:Wie kann man f+(w) und f�(w) berechnen? BezeichneS�ohne(v) := fu 2 �(v) : u 2 Tvg



50 KAPITEL 1. EINF�UHRUNGdie Menge der S�ohne von v in T . Die Funktionen f+ und f� erf�ullen damit f�ur alle Knotenv 2 V die folgende Rekursionsformel:f+(v) = c(v) + Xu2S�ohne(v) f�(u)f�(v) = Xu2S�ohne(v) max ff+(u); f�(u)g{ mit der Interpretation, da� die Werte auf einem Blatt b 2 T gerade c(b) bzw. 0 sind.Die Idee ist daher, die Funktionswerte von f+ und f� in Dynamischer-Programmierungs-Manier sukzessive von den Bl�attern her zu berechnen. Hierzu gen�ugt es, zun�achst eineBreitensuche in T von w aus durchzuf�uhren, die Knoten von G in der Reihenfolge, wieman ihnen dabei begegnet, anzuordnen und sodann in der umgekehrten Reihenfolge jeweilsf�ur jeden Knoten die Funktionswerte von f+ und f� zu berechnen. Dann sind an jedemKnoten v 2 V alle f�ur die Berechnung von f+(v) und f�(v) nach obiger Rekursionsformelben�otigten Funktionswerte bereits bekannt. Der Aufwand ist o�ensichtlich O(n + m) =O(n). 2In Kapitel 9 wird dieser Algorithmus auf baumartige Graphen verallgemeinert werden. InAbschnitt 4.2 werden die Parameter �(G) und �(G) sowie entsprechende Zerti�kate auchin der gr�o�eren Klasse der bipartiten Graphen durch Reduktion auf das Matching-Problemin polynomieller Zeit berechnet.Gutartige exponentielle Algorithmen. Des weiteren ist zu bedenken, da� f�ur kleineInstanzen eines NP-schweren Problems durchaus ein (im schlechtesten Fall) exponenti-eller Algorithmus dienlich sein kann. Insbesondere kann er hier durchaus e�zienter seinals ein polynomieller Algorithmus mit gro�en Konstanten. Durch Ausnutzung der spe-ziellen Struktur des Problems gelingt es zudem oftmals, die Basis und die Konstante(manchmal sogar den Exponenten) der Laufzeitfunktion gegen�uber dem trivialen Enu-merationsalgorithmus zu verkleinern. Ein Optimierungsparadigma, das ebenfalls in diesenBereich f�allt, das wir hier aber nicht behandeln, ist Branch-and-bound, siehe hierzu z.B.[HS78, PS82, LLRS85, Iba87].Zur Illustration betrachten wir das Problem Independent Set. Durch Enumerationaller Teilmengen der Knotenmenge des Graphen erh�alt man einen trivialen O(m2n)-Algorithmus f�ur dieses Graphenproblem. Der folgende, etwas intelligentere Algorithmusinkorporiert zwei Ideen. Zum einen ist es, statt alle S 2 2V zu generieren und auf Stabi-lit�at hin zu �uberpr�ufen, sicherlich sparsamer, nur alle maximalen stabilen Knotenmengenin G zu generieren und die gr�o�te herauszu�schen. Tats�achlich enth�alt ein Graph nurO(3n=3) � �(1:44n) viele maximale stabile Knotenmengen [MM65]. F�ur jeden Knoten vund jede maximale stabile Menge S eines Graphen G gilt nun aber: entweder gilt v 2 Sund S � v ist eine maximale stabile Knotenmenge in G� (v+�(v)), oder aber v 62 S undS ist eine maximale stabile Knotenmenge von G� v. Daraus folgt die rekursive Formel�(G) = max f�(G� v); 1 + �(G� (v + �(v)))g:O�enbar ist es weiterhin sinnvoll, um die Ordnung des Restgraphen G � (v + �(v)) zuminimieren, v als einen Knoten maximalen Grades in G zu w�ahlen. Hat der Restgraph G0schlie�lich nur noch Maximalgrad h�ochstens zwei, so l�a�t sich �(G0), wie in �Ubung 1.4.18gesehen, in linearer Zeit berechnen. Unser rekursiver Algorithmus zur exakten Bestimmung



1.5. ZUM UMGANG MIT NP-SCHWEREN PROBLEMEN 51von �(G) f�ur einen Graphen G hat damit folgende Gestalt:FUNCTION alpha (G) : INTEGER;BEGINIF �(G) � 2 THENalpha(G) := XP Pfad in G � jP j2 � + XC Kreis in G � jCj2 � ;ELSE BEGINw�ahle einen Knoten v maximalen Grades in G;alpha(G) := max falpha(G� v); 1+alpha(G� (v + �(v)))g;END;END;Bezeiche f : IIN ! IIN die Laufzeitfunktion des Algorithmus alpha (G) f�ur einen GraphG der Ordnung n. Dann gilt, weil stets jv + �(v)j � 4 gilt, f�ur eine Konstante C 2 IR+:f(n) � C � n2 + f(n� 1) + f(n� 4):(Zum Vergleich: f�ur die Funktion f(n) := 2n gilt f(n) = 2 � f(n � 1).) Man kann zeigen,da� f�ur die L�osung dieser Rekurrenzgleichung f(n) = O(1:39n) gilt, siehe z.B. [Wil86].Der Aufwand ist also nur noch etwa die Wurzel der Laufzeit des trivialen Enumerations-algorithmus (jeweils im schlechtesten Fall).Proposition 1.5.2 alpha ist ein Algorithmus f�ur Independent Set mit LaufzeitO(1:39n).Einen exakten Algorithmus f�ur Independent Set mit einer Laufzeit von "nur\ O(1:26n)bzw. O(1:2108n) �ndet man bei [TT77] bzw. [Rob86]. Auf planaren Graphen (wo das Pro-blem noch immer NP-vollst�andig ist) kennt man sogar einen 2O(pn)-Algorithmus [LT80],vgl. Proposition 8.3.3.Probabilistische Analyse. Da sich die Klassi�zierung eines Problems als NP-schwerauf die worst-case-Komplexit�at von Algorithmen bezieht, ist es dar�uberhinaus m�oglich,da� ein hartn�ackiges Problem nur f�ur wenige Instanzen wirklich schwer ist. Man kannalso versuchen, Algorithmen zu entwerfen, die immerhin im Mittel (bei einer gegebe-nen Wahrscheinlichkeitsverteilung �uber den Instanzen) polynomiell sind ("erwartete po-lynomielle Laufzeit\). Ein solcher Algorithmus ist dann f�ur fast alle Instanzen e�zientund hat nur "selten\ exponentielle Laufzeit; er ist probabilistisch in Hinblick auf dieLaufzeit. Ein prominentes Beispiel ist der Simplex-Algorithmus der Linearen Optimie-rung, siehe [Bor87] (allerdings ist dieses Problem auch polynomiell l�osbar). So schwie-rig die Analyse der Komplexit�at im Mittel f�ur einen bestimmten Algorithmus meist ist,so problematisch ist die Festlegung der in der Anwendung relevanten Verteilung, siehe[Joh84a, Hof87, DF89, Gur91, BCOL92] und auch [OKSW94]. In der Praxis f�uhren oft auchsogenannte "branch and bound\-Techniken [das sind ra�nierte Enumerationsmethoden,die im Baum aller L�osungsm�oglichkeiten �Aste abschneiden, in denen die Optimall�osungnicht liegen kann] zu recht schnellen (exakten) Algorithmen, obschon sie im schlechtestenFall exponentiell sind, siehe z.B. [Iba87, PR88].Ferner garantieren zuweilen Strukturaussagen �uber zuf�allige Graphen (siehe Kapitel 13),da� einfache und f�ur alle Eingaben polynomielle Algorithmen asymptotisch fast sicher eineL�osung �nden; der Erfolg solcher Algorithmen ist also probabilistisch in Bezug auf den



52 KAPITEL 1. EINF�UHRUNGErfolg [Rin87, DF89, Fri89, Fri90]. Wenn zudem Mi�erfolge eines solchen Algorithmus sel-ten genug sind, so kann man aus einem solchen Algorithmus sogar einen Algorithmus mitimmerhin noch erwartet polynomieller Laufzeit machen, der stets eine Optimall�osung be-rechnet: bei den wenigen Eingaben, bei denen der urspr�ungliche Algorithmus keine L�osung�nden konnte, enumeriert man vollst�andig.Als Beispiel betrachten wir einen einfachen Backtracking-Algorithmus f�ur IndependentSet. Sei G ein Graph auf der Knotenmenge fv1; : : : ; vng. Eine stabile Menge S codierenwir durch einen 0-1-Vektor der L�ange n mit der Interpretation S[k] = 1 genau dann, wennvk 2 S. Die folgende Prozedur erzeugt alle stabilen Mengen in G, die auf den ersten k� 1Knoten mit der in S codierten stabilen Menge �ubereinstimmen.PROCEDURE Erzeuge stabile Mengen (k);BEGINIF k < n THENferzeuge alle stabilen Erweiterungen von S, vk 62 S:gErzeuge stabile Mengen (k + 1);IF (S + vk stabil) THEN BEGINS[k] := 1; fS := S + vkgIF jSj > alpha THEN alpha := jSj;IF k < n THENferzeuge alle stabilen Erweiterungen von S, vk 2 S:gErzeuge stabile Mengen (k + 1);S[k] := 0; fS := S � vkgEND;END; fErzeuge stabile MengengDer Aufruf im Hauptprogramm hat folgende Gestalt:BEGIN fHauptprogrammgalpha := 0; fzuk�unftiges �(G)gFOR k := 1 TO n DO S[k] := 0; faktuelle stabile Menge S := ;gErzeuge stabile Mengen (1);END; fHauptprogrammgWegen der Abfrage "k < n\ terminiert jede Rekursion in der Rekursionstiefe k = n.Die Menge dieser "Endzust�ande\ entspricht (via der Funktion S) bijektiv der Menge derstabilen Knotenmengen in G. Jeder Prozeduraufruf erfordert f�ur sich Aufwand O(n). Imschlechtesten Fall (wie z.B. beim leeren Graphen) erzeugt dieser Algorithmus alle 2n Kno-tenmengen und die worst-case-Laufzeit ist O(n2n). F�ur die probabilistische Analyse diesesAlgorithmus beachte man, da� jeder Prozeduraufruf mindestens eine Folge von Prozedu-raufrufen erzeugt, die zu einem Endzustand f�uhrt. Bezeichne I(G) die Anzahl der stabilenKnotenmengen in G. Wegen der Rekursionstiefe n gibt es also h�ochstens n � I(G) Prozedu-raufrufe. Wenn wir die durchschnittliche Anzahl unabh�angiger Mengen in einem Graphenauf n Knoten mit In bezeichnen, hat der Algorithmus Erzeuge stabile Mengen alsodurchschnittlich Laufzeit O(n2 � In).Bestimmen wir nun In n�aher. Da es jGnj = 2(n2) viele verschiedene Graphen auf den



1.5. ZUM UMGANG MIT NP-SCHWEREN PROBLEMEN 53Knoten fv1; : : : ; vng gibt, ist In = 2�(n2) XGn2Gn I(Gn):Die Summe auf der rechten Seite z�ahlt jede Teilmenge von V sooft, wie sie als stabileMenge in den 2(n2) Graphen Gn auf n Knoten auftritt. Es ist alsoXGn I(Gn) = XS�V jfGn 2 Gn : S stabil in Gngj:Die Anzahl aller Graphen Gn 2 Gn, die eine bestimmte k-elementige Knotenmenge S �fv1; : : : ; vng als stabile Menge enthalten, ist gegeben durch die Anzahl der M�oglichkeiten,die �n2�� �k2� noch m�oglichen Kanten zu setzen oder nicht zu setzen. Somit wirdIn = 2�(n2) nXk=0  nk! 2(n2)�(k2) = nXk=0  nk! 2�(k2):Da die Funktion x 7! x[logn � (x � 1)=2] an der Stelle x = logn + 1=2 maximal wird,k�onnen wir wie folgt absch�atzen.n2 � In = n2 � nXk=0  nk! 2�(k2)� n2 � nXk=0 nk 2�k(k�1)=2= n2 � nXk=0 2k [logn�(k�1)=2]� n3 2(logn+1=2) [logn�(logn�1=2)=2]� n3 20:5log2 n+0:5 logn+0:125= 20:5 log2 n+3:5 logn+0:125 = O(n0:5 logn+3:5):Proposition 1.5.3 Erzeuge stabile Mengen ist ein Algorithmus f�ur IndependentSet mit durchschnittlicher Laufzeit O(n0:5 logn+3:5).Auch die durchschnittliche Laufzeit dieses Algorithmus w�achst also superpolynomiell, dochist sie erheblich kleiner als die worst-case-Laufzeit O(2n+log n).Eine naheliegende Idee, den obigen Algorithmus zu verbessern, ist, ihn nur die maxima-len stabilen Mengen aufz�ahlen zu lassen. Dies ist auch in Zeit O(mnK) m�oglich, wo-bei K die Anzahl der maximalen stabilen Mengen in G bezeichnet [TIAS77] (siehe auch[Law79, JYP88]). Auf zuf�alligen Graphen (auf bis zu 100 Knoten) ist dieser Ansatz jedochnicht e�zienter, was daran liegt, da� fast alle Graphen schon mindestens 20:5(logn)2(1�o(1))viele maximale stabile Mengen (der Gr�o�e log n) enthalten; weitaus e�zienter ist hier derAlgorithmus alpha.Heuristiken und Approximation. Schlie�lich kann man sich f�ur hartn�ackige kombi-natorische Optimierungsprobleme unter Abschw�achung der Forderung nach einer exaktenL�osung i.a. diverse e�ziente ad-hoc-Algorithmen, sogenannte Heuristiken, ausdenken, die



54 KAPITEL 1. EINF�UHRUNGL�osungen produzieren, die zwar i.a. nicht optimal sind, die aber nach dem intuitiven Gef�uhl"in der Regel recht gut\ sein sollten. Die Herausforderung hei�t hier, die gefundene L�osungzu bewerten. Eine Heuristik, die L�osungen konstruiert, die stets eine gewisse G�utegarantieaufweisen, hei�t Approximationsalgorithmus. Wir gehen darauf in Kapitel 10 ein. F�ur vieleHeuristiken (wie z.B. f�ur Methoden der lokalen Verbesserung) kennt man allerdings keineG�uteschranken, obwohl sie in der Praxis oft gute Resultate liefern. Als wichtige problemu-nabh�angige Optimierungsparadigmen (sogenannte Metaheuristiken), die globale Optimazu konstruieren versuchen, ohne in schlechten lokalen Optima h�angen zu bleiben, sind indiesem Zusammenhang u.a. zu erw�ahnen:� Simulated Annealing [LA87, AK89, OG89, JAMS89, JAMS91],� Genetische Algorithmen [Gol89, SHF94, Mic96],� Tabu Search [GTW93] und� Threshold Accepting [DS90].Das Greedy-Prinzip, immer die lokal beste Erweiterung der bisherigen konstruiertenTeill�osung zu w�ahlen, haben wir in Abschnitt 1.3.3 erfolgreich eingesetzt, um einen mini-mal aufspannenden Baum in einem Graphen zu �nden. Untersuchen wir nun die folgendeGreedy-Heuristik f�ur Independent Set. Sie entnimmt dem Graphen G = (V;E) in jedemSchritt einen Knoten u, der zu keinem der Knoten der bisher konstruierten stabilen MengeSGreedy benachbart ist und f�ugt ihn zu SGreedy hinzu. Der Knoten u wird zudem stets sogew�ahlt, da� er m�oglichst wenige neue Nachbarn von SGreedy produziert. Dadurch erho�tman sich, m�oglichst viele sp�atere Kandidaten f�ur u zur�uckzubehalten und das Verfahrenalso m�oglichst lange fortsetzen zu k�onnen.FUNCTION Greedy Min IS : 2V ;BEGINSGreedy := ;;U := V ;WHILE U 6= ; DO BEGINw�ahle einen Knoten u kleinsten Grades in G[U ];SGreedy := SGreedy + u;U := U � (u+ �(u));END;Greedy Min IS:= SGreedy;END;Angesichts der Tatsache, da� das Problem Independent Set NP-vollst�andig ist, hatdiese Heuristik nat�urlich den immensen Vorteil, �au�erst schnell zu sein. Die Knoten desGraphen werden gerade einmal durchgescannt, zeitkritisch ist lediglich die jSGreedy j-maligeBestimmung eines Knotens kleinsten Grades. Eine einfache Implementierung dieses Algo-rithmus ben�otigt O(n2) Schritte (n�amlich wie?). (Wir werden weiter unten eine lineareImplementierung kennenlernen.)Doch wie gut ist diese Heuristik nun, d.h. was kann man �uber die Gr�o�e der vonGreedy Min IS konstruierten stabile Menge SGreedy aussagen?



1.5. ZUM UMGANG MIT NP-SCHWEREN PROBLEMEN 55�Ubung 1.5.4 Greedy Min IS ist auf vollst�andigen oder leeren Graphen, Kreisen undW�aldern exakt.Die folgende Graphenfamilie (Gk)k2IIN hat jedoch �(Gk) = 
(n(Gk)), w�ahrend Gree-dy Min IS u.U. nur je eine stabile Menge der Gr�o�e 2 �ndet:��Hierbei bezeichne Sk eine stabile Menge der Kardinalit�at k, die vollst�andig zu einem Kksowie einem weiteren speziellen Knoten verbunden ist. Greedy Min IS konstruiert alsoi.a. "beliebig schlechte\ stabile Mengen.�Ubung 1.5.5 Man �nde eine Folge bipartiter Graphen (Gk)k2IIN mit �(Gk) = 
(n(Gk)),in denen Greedy Min IS u.U. nur eine stabile Menge der Gr�o�e O(pn) �ndet.24Es l�a�t sich jedoch die folgende Aussage machen. Greedy Min IS produziert eine maxi-male stabile Menge in G, und f�ur jede maximale stabile Menge S in einem Graphen giltnach Gleichung (1.3) jSj � n=(�(G)+1) � �(G)=(�(G)+1). F�ur die Menge SGreedy l�a�tsich diese triviale Absch�atzung (au�er f�ur regul�are Graphen) wie folgt versch�arfen.Proposition 1.5.6 (Wei 1981) Sei G ein Graph. Die vom Algorithmus Greedy Minausgegebene Menge SGreedy ist eine stabile Knotenmenge in G der Gr�o�e�(G) � jSGreedy j (i)� Xv2V 1d(v) + 1 (ii)� n�d+ 1 � n�(G) + 1 ; (1.6)wobei �d := 1nPv2V d(v) = 2m=n den Durchschnittsgrad in G bezeichnet.25Die Absch�atzung (i) ist o�enbar f�ur alle Graphen, die eine Vereinigung disjunkter Cliquensind, scharf. Wie jedoch der Kr;r zeigt, kann (i) beliebig schlecht werden. Beachte, da� (i)i.a. nicht mehr f�ur jede maximale stabile Menge gilt.Beweis von Proposition 1.5.6:Ad (i): Seien SGreedy = fu1; : : : ; ukg die von Greedy Min in dieser Reihenfolge aus-gew�ahlten Knoten. Bezeichne V1 := V , Vi+1 = Vi � (ui + �(ui)) f�ur i = 1; : : : ; k� 1 sowieHi := G[Vi] f�ur i = 1; : : : ; k. Dann entfernt Greedy Min im i-ten Schritt gerade dieMenge Ui := ui + �Hi(ui) aus G. Da die Knotengrade im Restgraphen in jedem Schritth�ochstens abnehmen, gilt f�ur jedes i = 1; : : : ; k:Xv2Ui 1d(v) + 1 � Xv2Ui 1dHi(v) + 1 � Xv2Ui 1dHi(ui) + 1 = 1:24In Abschnitt 4.2 werden wir sehen, da� es auf bipartiten Graphen einen polynomiellen Algorithmusf�ur Independent Set gibt.25F�ur dreiecksfreie Graphen kann die Schranke (i) vergr�o�ert werden, siehe [AKS80, Gri83a]. Eine v�olligandersartige untere Schranke gibt Chung [Chu88]:�(G) ��n2� �Xu6=v dist(u; v):Weitere Schranken an �(G) �ndet man in [Lov82, Ber85, Luz95].



56 KAPITEL 1. EINF�UHRUNGWegen V = U1 [ : : : [ Uk und k = jSGreedy j folgt (i).Ad (ii): Da die Funktion 11+x konvex ist, verl�auft sie oberhalb ihrer Tangente an einerStelle �x: 11 + x � 11 + �x � x� �x(1 + �x)2 :Wenn man nun �x := �d setzt und f�ur x die Werte d(v), v 2 V , einsetzt und summiert,�ndet man (ii). 2Wir wollen am Beispiel des Algorithmus Greedy Min IS deutlich machen, welchenEinu� eine geschickte Wahl der Datenstruktur auf die Laufzeit eines Algorithmus hat.Mit nur wenig (programmiertechnischem) Mehraufwand erh�alt man n�amlich:Proposition 1.5.7 Die Heuristik Greedy Min IS f�ur Independent Set kann mitLaufzeit O(n+m) implementiert werden.Beweis. Die vielseitige Datenstruktur der sogenannten Buckets (engl. Eimer) erlaubtes, einen Knoten von minimalem Grad im Restgraphen G[U ] jeweils in konstanter Zeitverf�ugbar zu machen { bei einem zus�atzlichen Aufwand von nur O(n+m) f�ur Aktualisie-rungsoperationen. Buckets sind allgemeiner eine Datenstruktur, um Elemente (in hiesigemBeispiel Knoten), denen jeweils eine bestimmte Priorit�at (hier der Grad im Restgraphen)zugeordnet ist, zu verwalten unter jeweils konstanten Kosten f�ur� Einf�ugen eines Elementes,� Entfernen eines bestimmten Elements und� Ausgabe eines Elements minimaler Priorit�at{ vorausgesetzt, die Wertemenge der Priorit�atsfunktion ist polynomiell beschr�ankt.26 Be-achte: Speichert man die Elemente in einem Feld ab, so ben�otigt die dritte Aufgabe 
(n)Schritte, speichert man die Elemente in einer sortierten Warteschlange ab, so ben�otigendie ersten beiden Aufgaben jeweils Zeit 
(n). Die Idee ist daher, beide Darstellungen ge-wisserma�en zu koppeln. In unserem Fall unterh�alt man �(G) + 1 (doppelt verkettete)Listen Bucket[i], 0 � i � �(G), die jeweils alle Knoten in U vom Grad genau i in G[U ]enthalten. Eine Variable min vermerkt die erste nicht-leere Liste, d.h. min ist zu Beginngleich �(G). Um Elemente jedoch auch in konstanter Zeit entfernen zu k�onnen (um sie ggf.sp�ater mit verminderter Priorit�at woanders wieder einzuf�ugen), unterhalten wir zus�atzlichein Referenzfeld Position[v], v 2 V , das jeweils auf den zum Element v geh�origen Daten-satz in dem Bucket, dem v gerade angeh�ort, verweist.27Dann erfordert die (einmalige) Initialisierung der Listen durch Bucket[i] := fv 2 V :d(v) = ig f�ur i = 0; : : : ;�(G) zu Beginn des Algorithmus o�enbar O(n+m) Schritte, und,da jeder Knoten h�ochstens d(u)-mal den Bucket wechseln mu�, k�onnen die Buckets in ZeitO(n +m) aktualisiert werden. Um eine lineare Laufzeit zu erreichen, kann der Wert minnicht in jedem WHILE-Schleifendurchlauf neu berechnet werden { er l�a�t sich jedoch, wiewir gleich sehen werden, mit einem Gesamtaufwand von O(n +m) von Schritt zu Schritt26Weitere Anwendungen �ndet die Datenstruktur der Buckets etwa bei der Smallest-Last F�arbungs-heuristik oder der Maximum Adjazenz Suche.27Realisieren wird man diese Datenstruktur allerdings durch ein Feld Knoten[v], v 2 V , dessen Elementejeweils einen Nachfolger- und einen Vorg�anger-Eintrag f�ur die doppelte Verkettung innerhalb der Listenhaben, und ein Feld Bucket[i], i = 0; : : : ;�(G), das gerade die Zeiger auf die Listenk�opfe enth�alt.



1.5. ZUM UMGANG MIT NP-SCHWEREN PROBLEMEN 57fortschreiben. Ein Element minimaler Priorit�at kann damit in Zeit O(1) bestimmt werden.In dem folgenden Algorithmus Bucket Greedy Min IS (siehe unten) m�oge Adj[v] f�urv 2 V die Adjazenzliste des Knotens v in G bezeichnen; sie wird w�ahrend des gesamtenAlgorithmus nicht ver�andert. Jeder Knoten von G durchlebt bei Abarbeitung des Algo-rithmus drei Phasen. Zun�achst haben alle Knoten den Status neu. In dem Augenblick, indem u zu SGreedy hinzugef�ugt wird, werden die Knoten �G[U ][u] aktiv. Ein solcher Kno-ten erh�alt den Status fertig erst, nachdem er aus dem Graphen entfernt wurde und dieKnotengrade aller seiner Nachbarn im Restgraphen um eins vermindert wurden.Entscheidend ist, da� die Anzahl der Operationen, die min involvieren, linear ist. DieAnzahl aller Inkrementierungen von min in der inneren WHILE-Schleife am Ende ist be-schr�ankt durch �(G)+1� �(G)+k, wobei k die Anzahl der Dekrementierungen von minin der inneren FOR-Schleife bezeichnet. Es gilt aber k = O(Pv2V d(v)) = O(m). 2FUNCTION Bucket Greedy Min IS : 2V ;BEGINFOR v 2 V DO Status[v] := neu; fU := V gFOR v 2 V DO d[v] := jAdj[v]j;FOR i := 0 TO �(G) DO InitQueue Bucket[i];FOR v 2 V DO InsertQueue (Bucket[d[v]]; v);SGreedy := ;; min := �(G);WHILE min � �(G) DO BEGINu := ExtractHead (Bucket[min]);SGreedy := SGreedy + u;fEntfernen der Knoten u+Adj[u] aus G und...gf...Aktualisierung der Knotengrade im Restgraphen:gentferne u aus Bucket[d[u]];Status[u] := fertig;FOR v 2 Adj[u] DO IF Status[v] = neu THENStatus[v] := aktiv;FOR v 2 Adj[u] DO IF Status[v] = aktiv THEN BEGINentferne v aus Bucket[d[v]];FOR w 2 Adj[v] DO IF Status[w] = neu THEN BEGINentferne w aus Bucket[d[w]];d[w] := d[w]� 1;InsertQueue (Bucket[d[w]]; w);IF d[w] < min THEN min = d[w];END;Status[v] := fertig;END; ffor vgWHILE (min � �(G))^ (Bucket[min] = ;) DO min := min+ 1;END; f�au�ere while-SchleifegBucket Greedy Min IS:= SGreedy;END; fBucket Greedy Min ISgAnmerkung und �UbungenVerweise auf weitere exakte oder heuristische Algorithmen f�ur Independent Set bzw. Clique



58 KAPITEL 1. EINF�UHRUNG�ndet man in [GSS93c], siehe auch [Jer92].�Ubung 1.5.8 Auf Eingabe eines Graphen G gibt der folgende Algorithmus eine stabile Menge Saus, f�ur die ebenfalls die Absch�atzung (1.6)(i) gilt.FUNCTION Greedy Max IS : 2V ;BEGINS := V ;WHILE �(G[S]) > 0 DO BEGINw�ahle Knoten u 2 S von maximalem Grad in G[S];S := S � u;END;Greedy Max IS:= S;END;Auch f�ur Greedy Max IS gibt es eine Folge (Gk)k2IIN von Graphen, so da� �(Gk)jSj ! 1 f�urk !1.Ein Graph G hei�t well-covered (siehe [Plu93b]), wenn alle maximalen stabilen Mengen in G die-selbe Kardinalit�at haben. In solchen Graphen liefert der Greedy-Algorithmus trivialerweise einemaximum stabile Menge. Leider sind solche Graphen jedoch schwer zu erkennen:�Ubung 1.5.9 [SS92] Das Problem, zu entscheiden, ob ein Graph well-covered ist, ist co-NP-vollst�andig. [Hinweis: Reduktion von Sat. Zu einer Booleschen Formel F konstruiere einen Gra-phen G(F ) = (V;E) auf der Menge der Klauseln und der Literale von F , der genau dann nichtwell-covered ist, wenn F erf�ullbar ist.]Obwohl Independent Set auf B�aumen mit Hilfe des Algorithmus Greedy Min IS in linearerZeit l�osbar ist, bleibt Independent Set auf der Menge der Graphen, die lokal, d.h. in der N�aheeines jeden Knotens, aussehen wie ein Baum, NP-vollst�andig:�Ubung 1.5.10 a) Sei g � 3 eine feste ganze Zahl. Dann ist das Problem Independent Set aufder Menge aller Graphen G mit Maximalgrad 3 und Taillenweite g(G) � g, NP-vollst�andig [Pol74].b) Sei 0 � r < 1 fest. Dann ist Independent Set, eingeschr�ankt auf die Menge aller GraphenG mit Maximalgrad 3 und Taillenweite g(G) � nr, n = jV (G)j, NP-vollst�andig [Mur92].[Hinweis: Reduktion von Independent Set (�(G) � 3). F�uge auf jeder Kante von G 2t vieleKnoten ein. Berechne die Unabh�angigkeitszahl des entstehenden Graphen H und bestimme t wiegew�unscht]�Ubung 1.5.11 a) Man entwickle einen linearen Algorithmus, der, gegeben ein Baum T , eineminimum dominierende Knotenmenge in T konstruiert [CGH75].b) Sei g � 3 eine feste ganze Zahl. Dann ist das Problem Dominating Set auf der Menge allerGraphen G mit Taillenweite g(G) � g, NP-vollst�andig.c) Dominating Set ist auf bipartiten Graphen NP-vollst�andig [Ber84, CN82].d) Sei 0 � r < 1 fest. Dann ist Dominating Set, eingeschr�ankt auf die Menge aller Graphen Gmit Taillenweite g(G) � nr, n = jV (G)j, NP-vollst�andig.



Kapitel 2Netzwerk�usse undZusammenhang2.1 Der Markierungsalgorithmusvon Ford und FulkersonDe�nitionen. Ein gerichteter Graph (engl. directed graph oder kurz digraph) ist ein TupelD = (V;A), wobei V eine endliche Menge ist und A � V � V . Wir interpretieren dieElemente aus V als die Knoten des gerichteten Graphen D, die Elemente aus A als diegerichteten Kanten (engl. arcs) oder B�ogen des Digraphen D. Beachte, da� ein gerichteterGraph Schleifen, d.h. B�ogen der Form (v; v), besitzen darf. Wir betrachten jedoch nurgerichtete Graphen ohne Schleifen. F�ur eine Knotenmenge X � V bezeichen�+(X) := fy 2 V nX j 9x 2 X : (x; y) 2 Ag��(X) := fy 2 V nX j 9x 2 X : (y; x) 2 Ag:Ein Netzwerk N = (V;A; c; s; t) ist ein gerichteter Graph (V;A) mit zwei ausgezeichnetenKnoten, der Quelle (engl. source) s und der Senke (engl. target) t (siehe untenstehende Ab-bildungen), sowie einer nichtnegativen Kapazit�atsfunktion c : A ! IR+0 . Eine Abbildungf : A! IR+0 hei�t s � t�Flu� in einem Netzwerk N , falls gilt:1. (Flu�erhaltung) 8v 2 V n fs; tg : Pu2��(v) f(u; v) = Pw2�+(v) f(v; w);2. (Zul�assigkeit) 8a 2 A : 0 � f(a) � c(a),wobei f((u; v)) durch f(u; v) abgek�urzt wurde. Wir stellen uns dazu vor, da� entlang derKanten von N ein Gut von s nach t transportiert werden soll, wobei das Gut in keinemKnoten v 2 V n fs; tg in das Netzwerk eingebracht oder aus ihm austreten darf und �ubereine Kante a 2 A h�ochstens eine Menge c(a) des Gutes transportiert werden kann.Ein Flu� f in einem Netzwerk N hat den Wertw(f) := Xu2�+(s) f(s; u) � Xw2��(s) f(w; s):Ein Flu� f hat maximalen Wert oder hei�t maximum, falls w(f 0) � w(f) f�ur alle Fl�usse f 0in N . Die Menge aller Fl�usse in einem Netzwerk ist als Punktemenge im IRjAj abgeschlossen59



60 KAPITEL 2. NETZWERKFL�USSE UND ZUSAMMENHANGund wegen (2.) auch beschr�ankt. Also nimmt die Funktion w : f 7! w(f) auf diesemKompaktum ihr Maximum an, d.h. in jedem Netzwerk existiert ein maximum Flu�.F�ur Mengen X; Y � V und eine Kantenfunktion � : A ! IR+0 schreiben wir im folgendenabk�urzend X := V nX und �(X; Y ) := X(x;y)2Ax2X;y2Y �((x; y)):F�ur eine Knotenmenge X � V nennen wir hX;Xi einen s� t�Schnitt in einem NetzwerkN , falls s 2 X und t 2 X. Den Wert eines Flusses haben wir am s� t�Schnitt hfsg; V �side�niert. Tats�achlich kann man ihn an jedem s � t�Schnitt berechnen:Lemma 2.1.1 Sei f ein s � t�Flu� und hX;Xi ein s � t�Schnitt in einem NetzwerkN = (V;A; c; s; t). Dann gilt:w(f) = f(X;�+(X))� f(��(X); X):Beweis.w(f) def= f(s;�+(s)) � f(��(s); s)(1)= f(s;�+(s)) � f(��(s); s) + Xx2X�s �f(x;�+(x)) � f(��(x); x)�= Xx2X �f(x;�+(x)) � f(��(x); x)�= f(X;X) + f(X;X)� f(X;X)� f(X;X)= f(X;X)� f(X;X): 2Sei hX;Xi ein s� t�Schnitt in N ; dann hei�t c(X;X) die Kapazit�at des Schnittes hX;Xi.Da jedes von s nach t transportierte Gut einen solchen Schnitt "irgendwann\ �uberquerenmu�, ist intuitiv klar, da� der Wert eines s � t�Flusses nur h�ochstens so gro� sein kannwie die Kapazit�at des Schnittes hX;Xi. Dies l�a�t sich pr�azise machen.Lemma 2.1.2 Sei f ein s� t�Flu� in einem Netzwerk N = (V;A; c; s; t). Dann gilt:w(f) � minhX;Xi s�t�Schnitt c(X;X): (2.1)Beweis. Sei hX;Xi ein s�t�Schnitt in N . Nach dem vorigen Lemma gilt unter Benutzungder Nichtnegativit�at einer Flu�funktion f :w(f) = f(X;�+(X))� f(��(X); X) � f(X;�+(X)) (2)� c(X;�+(X)) = c(X;X):Da dies f�ur alle s� t�Schnitte in N gilt, folgt (2.1). 2Das ber�uhmte Max-Flow-Min-Cut-Theorem besagt nun, da� jedes Netzwerk einen Flu�enth�alt, dessen Wert die obere Schranke (2.1) erreicht. Bevor wir dazu kommen, zun�achstnoch eine De�nition. F�ur einen Flu� f in N hei�t eine Folge hs; v1i; hv1; v2i; : : : ; hvk�1; ximit v0 := s, vk := x und vi 2 V f�ur i = 0; : : : ; k ein augmentierender s � x�Pfad oder xerreichbar von s, falls f�ur alle i = 0; : : : ; k� 1 eine der folgenden Alternativen gilt:



2.1. DER MARKIERUNGSALGORITHMUS VON FORD UND FULKERSON 61� (vi; vi+1) 2 A und �i := c(vi; vi+1)� f(vi; vi+1) > 0,� (vi+1; vi) 2 A und �i := f(vi+1; vi) > 0.Satz 2.1.3 (Max-Flow-Min-Cut-Theorem) (Ford, Fulkerson 1956; Elias, Fein-stein, Shannon 1956) F�ur einen s� t�Flu� f in einem Netzwerk N = (V;A; c; s; t) sind�aquivalent:(i) f hat maximalen Wert (unter allen s � t�Fl�ussen in N);(ii) Es gibt keinen augmentierenden s� t�Pfad in N (bez�uglich f);(iii) f hat Wert min fc(X;X) : hX;Xi s � t�Schnittg.Beweis. (i) ) (ii): g�abe es in N einen augmentierenden s � t�Pfad P (der L�ange k f�urein k 2 IIN), so kann der Flu� f "entlang P\ um den Wert � := min0�i�k�1 �i vergr�o�ertwerden, indem man f auf den Vorw�artkanten (vi; vi+1) 2 A von P um � vergr�o�ert undauf den R�uckw�artskanten (vi+1; vi) 2 A um � verkleinert (beachte: auch der neue Flu�erf�ullt das Flu�erhaltungsgesetz).(ii) ) (iii): Mit Hilfe des folgenden Markierungsverfahrens l�a�t sich feststellen, ob es ineinem Netzwerk N f�ur einen Flu� f einen augmentierenden s � t�Pfad gibt.� markiere s;� ist x markiert, (x; y) 2 A und f(x; y) < c(x; y), dann markiere y;� ist x markiert, (y; x) 2 A und f(y; x) > 0, dann markiere y.Da V endlich ist, terminiert dieses Verfahren nach endlich vielen Schritten. Das Verfahrenhat dann genau die Knoten von N markiert, die von s aus auf augmentierenden Pfaden zuerreichen sind (diese Pfade k�onnen zudem rekonstruiert werden, wenn man sich w�ahrendder Markierungsphase jeweils f�ur jeden Knoten y den Knoten x merkt, von dem aus ymarkiert wurde). Wenn N nun keinen augmentierenden s � t�Pfad enth�alt, so markiertdas Verfahren nur eine Knotenmenge S, die t nicht enth�alt, und wegen s 2 S ist hS; Si eins� t�Schnitt. F�ur alle x 2 S und y 2 S gilt dann nach Konstruktion:(x; y) 2 A ) f(x; y) = c(x; y)(y; x) 2 A ) f(y; x) = 0Es folgt nach Lemma 2.1.1w(f) = f(S;�+(S))� f(��(S); S) = c(S;�+(S))� 0 = c(S; S):Zusammen mit (2.1) folgtminhX;Xi s�t�Schnitt c(X;X) � c(S; S) = w(f) � minhX;Xi s�t�Schnittc(X;X):(iii) ) (i): Nach (2.1) kann kein Flu� f in N einen Wert gr�o�er als min fc(X;X) :hX;Xi s � t � Schnittg haben. Also hat f maximalen Wert. 2



62 KAPITEL 2. NETZWERKFL�USSE UND ZUSAMMENHANGKorollar 2.1.4 (Integral-Flow-Theorem) (Ford, Fulkerson 1956)In einem Netzwerk N = (V;A; c; s; t) mit ganzzahligen Kapazit�aten c : A ! IIN0 gibt esstets einen ganzzahligen Flu� fmax : A! IIN0 von maximalem Wert, der in endlich vielenSchritten konstruiert werden kann.Beweis. Das sogenannte Ford-Fulkerson-Markierungsverfahren erh�oht, ausgehend vomFlu� f � 0, den Flu�wert w(f) sukzessive entlang augmentierender s�t�Pfade. Da die Ka-pazit�aten ganzzahlig sind, kann der Wert �, um den w(f) in jedem Augmentierungsschritterh�oht wird, ebenfalls stets ganzzahlig gew�ahlt werden, so da� f stets ein ganzzahligerFlu� ist. Da w(f) in jedem Schritt um mindestens 1 erh�oht wird, liefert dieses Verfahrennach h�ochstens minX c(X;X) = w(fmax) < 1vielen Augmentierungsschritten einen ganzzahligen maximum Flu� fmax. 2Die Schranke w(fmax) f�ur die Anzahl der Augmentierungsschritte im Ford-Fulkerson-Markierungsverfahren ist i.a. bestm�oglich, vergleiche das folgende Beispiel f�ur C 2 IIN:������Die Anzahl der Augmentierungsschritte ist also i.a. exponentiell in der Codierungsl�angedes Netzwerks (beachte: hCi = O(logC)).In Netzwerken mit irrationalen Kapazit�aten terminiert das Ford-Fulkerson-Markierungsverfahren nicht notwendig, ja es gibt sogar Beispiele, in denen der Flu�wertnur gegen eine Zahl, die echt kleiner als der Wert eines maximum Flusses ist, konvergiert.Beispiel: Seien r := p5�12 � 0:618 und eine Folge (ci)i2IIN0 de�niert durch ci := ri. Danngilt f�ur die Summe der aus den Gliedern ci gebildeten geometrischen Reihes := 1Xi=0 ci = 11� r:Im unten abgebildeten Netzwerk haben die Kanten ei := (xi; yi) die Kapazit�atenc(xi; yi) := ci, i = 0; 1; 2; 3, w�ahrend alle �ubrigen Kanten die Kapazit�at s haben.



2.1. DER MARKIERUNGSALGORITHMUS VON FORD UND FULKERSON 63���������Ubung 2.1.5 In obigem Netzwerk l�a�t sich, ausgehend vom Flu� f(e) � 0, der i-te aug-mentierende s � t�Pfad (i � 0) des Ford-Fulkerson-Markierungsverfahrens stets sow�ahlen, da� der Flu�wert sich gerade um ci erh�oht [Hinweis: zeige zun�achst ci+1 = ci�1�cif�ur i 2 IIN]. 2Wenn man also die augmentierenden Pfade wie angegeben w�ahlt, so terminiert das Mar-kierungverfahren nicht und der Flu�wert w(fi) konvergiert f�ur i ! 1 gegen s, w�ahrendder maximum Flu� o�enbar den Wert 4s hat. Analog l�a�t sich f�ur jede ganze Zahl k � 4ein Netzwerk konstruieren, in dem das Ford-Fulkerson-Markierungsverfahren u.U. nureinen Flu� liefert, dessen Wert nur 1=k-tel des maximum Flu�wertes betr�agt.Dieser Sch�onheitsfehler des Ford-Fulkerson-Markierungsalgorithmus l�a�t sich al-lerdings leicht beheben.Satz 2.1.6 (Edmonds, Karp 1972) Sei N = (V;A; c; s; t) ein beliebiges Netzwerk. Aug-mentiert man beim Ford-Fulkerson-Markierungsverfahren stets entlang eines k�urzestenaugmentierenden s � t�Pfades, so erh�alt man nach O(nm) Augmentierungsschritten einmaximum Flu� in N . 2Da ein augmentierender Pfad mittels einer Breitensuche in linearer Zeit gefunden werdenkann, ergibt sich insgesamt ein O(nm2)-Algorithmus.Beweis von Satz 2.1.6:Siehe [LP86, Jun94, TS92]. 2Anmerkungen und �UbungenKleinste Netzwerke, auf denen das Markierungsverfahren nicht terminiert und nicht gegen denmaximum Flu�wert konvergiert, hat Zwick [Zwi95] angegeben.E�zientere Algorithmen f�ur das Maximum-Flu�-Problem in Netzwerken �nden sich in fast alleng�angigen Lehrb�uchern der algorithmischenGraphentheorie und der kombinatorischenOptimierung.Der schnellste bekannte Maximum-Flu�-Algorithmus hat zur Zeit Komplexit�at O(nm + n2+�) f�urjedes � > 0 [KRT94], siehe auch die Literaturhinweise im Anhang. Das Problem, einen minimums � t�Schnitt hS; T i zu �nden, wird NP-schwer, sobald man die Kardinalit�at der KnotenmengenS und T beschr�ankt [GJS76].Wir werden in anderem Zusammenhang noch weitere solcher Maximum-Minimum-Aussagenwie die aus dem Max-Flow-Min-Cut-Theorem kennenlernen, wie z.B. den Satz 2.2.1 vonMenger,den Satz 4.2.8 von Ore, den Satz 4.2.15 von K�onig oder den Satz 7.3.6 von Dilworth (einen�Uberblick hierzu gibt [Sch83]). Tats�achlich sind alle diese S�atze �aquivalent zum Max-Flow-Min-Cut-Theorem in dem Sinn, da� sie sich alle leicht mit Hilfe des Max-Flow-Min-Cut-Theoremsbeweisen lassen und es auch umgekehrt implizieren, siehe z.B. [Jac83, Rei84].



64 KAPITEL 2. NETZWERKFL�USSE UND ZUSAMMENHANG�Ubung 2.1.7 Man folgere das Max-Flow-Min-Cut-Theorem aus Korollar 2.1.4[Hinweis: zun�achst auf rationale Kapazit�aten verallgemeinern, dann ein Stetigkeitsargument].�Ubung 2.1.8 Der maximale Wert w(f) := Pki=1 f(si;�+(si)) � f(��(si); si) eines Flussesf in einem Netzwerk mit k Paaren hsi; tii, i = 1; : : : ; k, von Quellen und Senken ist gleich derminimalen Kapazit�at eines Schnittes, der die Quellen von den Senken trennt[Hinweis: f�uhre eine "Dummy\-Quelle s und eine "Dummy\-Senke t ein].2.2 Der Satz von Menger nebst FolgerungenDer Satz von Menger bringt den Dualismus zwischen Trennen und Verbinden von Kno-ten in Graphen zum Ausdruck und ist grundlegend f�ur alle Untersuchungen in Zusammen-hangsfragen. Eine Menge von u� v�Pfaden hei�e kreuzungsfrei (engl. internally disjoint),wenn je zwei der Pfade genau die Knoten u und v gemein haben, und kantendisjunkt, wennkeine Kante von mehr als einem Pfad benutzt wird.Satz 2.2.1 (Menger 1927)[Kantenversion] Seien s und t zwei Knoten in einem Graphen G. Dann ist die maximaleAnzahl kantendisjunkter s � t�Pfade in G gleich der minimalen Kardinalit�at einer s �t�trennenden Kantenmenge.[Knotenversion] Seien s und t zwei nicht benachbarte Knoten in einem Graphen G.Dann ist die maximale Anzahl kreuzungsfreier s � t�Pfade in G gleich der minimalenKardinalit�at einer s � t�trennenden Knotenmenge.Beweis. [Kantenversion] Da "�\ trivial ist, beweisen wir nur "�\. Um das Max-Flow-Min-Cut-Theorem 2.1.3 anwenden zu k�onnen, transformieren wir den Graphen G wie folgtin ein Netzwerk N = (V;A; c; s; t). Alle mit s inzidierenden Kanten werden von s weg, allemit t inzidierenden Kanten nach t hin ausgerichtet und jede weitere Kante fu; vg in Gdurch ein Paar entgegengesetzt gerichteter Kanten (u; v) und (v; u) ersetzt. Alle Kantenerhalten die Kapazit�at c(e) = 1. Dann ist jeder s � t�Schnitt in diesem Netzwerk Nganzzahlig und de�niert daher in naheliegender Weise eine ebenso gro�e s� t�trennendeKantenmenge. Die minimale Kardinalit�at einer s � t�trennenden Kantenmenge ist alsoh�ochstens so gro� wie die Kapazit�at eines minimum Schnittes oder - nach dem Max-Flow-Min-Cut-Theorem - eines maximum Flusses. Ein maximum Flu� in N andererseits istnach dem Integral-Flu�-Theorem 2.1.4 o.B.d.A. ganzzahlig und de�niert daher ein Systemkantendisjunkter s� t�Wege bzw. o.B.d.A. -Pfade. Da jeder dieser Pfade genau den Wert1 zum Flu�wert beitr�agt, ist der Wert eines maximum Flusses h�ochstens so gro� wie diemaximale Zahl kantendisjunkter s � t�Pfade.[Knotenversion] Auch hier ist wieder nur "�\ zu zeigen. Wir konstruieren aus G einNetzwerk N = (V 0; A; c; s; t), indem wir zun�achst alle mit s inzidierenden Kanten von sweg, alle mit t inzidierenden Kanten nach t hin ausrichten und jede andere Kante fu; vgdurch ein Paar entgegengesetzt gerichteter Kanten (u; v) und (v; u) ersetzen. Um sp�atervon Fl�ussen in N auf knotendisjunkte Pfade in G schlie�en zu k�onnen, wird nun zudemjeder Knoten v 2 V n fs; tg durch eine gerichtete Kante (v�; v+) ersetzt und jede in v hin-einlaufende Kante e 2 ��(v) nun mit v� und jede aus v hinauslaufende Kante e 2 �+(v)mit v+ statt v verbunden. Alle Kanten erhalten die Kapazit�at c(e) := 1, e 2 A.Ein minimum Schnitt in N besteht dann o.B.d.A. nur aus Kanten der Form (v�; v+),



2.2. DER SATZ VON MENGER NEBST FOLGERUNGEN 65v 2 V : denn angenommen, ein minimum s � t�Schnitt hX;Xi in N enth�alt eine Kan-te (u+; v�), u+ 2 X und v� 2 X � t; dann enth�alt der Schnitt hX + v�; X � v�i dieKante (u+; v�) weniger und, da der Knoten v� nur die eine ausgehende Kante (v�; v+)besitzt, h�ochstens die Kante (v�; v+) mehr, so da� c(X + v�; X � v�) � c(X;X) (fallsv� = t analog) gilt und man zum Schnitt hX + v�; X � v�i �ubergehen kann. Ein solcherSchnitt korrespondiert aber zu einer s� t�trennenden Knotenmenge in G. Also ist (�) dieKapazit�at eines minimum Schnittes in N mindestens so gro� wie die minimale Kardina-lit�at einer s� t�trennenden Knotenmenge in G. Nach dem Max-Flow-Min-Cut-Theorem(nicht-triviale Richtung) wiederum ist (��) die Kapazit�at eines minimum Schnittes in Nh�ochstens gleich dem Wert eines maximum Flusses in N . Da ein maximum Flu� f in Nnach dem Integral-Flu�-Theorem o.B.d.A. ganzzahlig ist und somit nur die Werte 0 oder1 auf den Kanten e 2 A annimmmt, wird durch f in naheliegender Weise ein System vonknotendisjunkten s � t�Pfaden in G de�niert. Der Wert eines maximum Flusses f istfolglich (� � �) h�ochstens gleich der maximalen Anzahl knotendisjunkter s� t�Pfade in G.Setzt man (�) { (� � �) zusammen, ergibt sich die gew�unschte Ungleichung. 2Der Satz von Menger motiviert die folgende De�nition.De�nition 2.2.2 Sei G ein Graph auf mindestens k + 1 Knoten. Dann hei�t G k-fach(kanten-) zusammenh�angend, falls es zwischen je zwei Knoten s und t von G mindestensk kreuzungsfreie (kantendisjunkte) s� t�Pfade gibt.Ein unzusammenh�angender Graph ist 0-zusammenh�angend, w�ahrend Zusammenhanggleichbedeutend ist mit 1-Zusammenhang. Der Kn ist o�enbar (n � 1)-fach (kanten-)zusammenh�angend, Kreise sind zweifach (kanten-) zusammenh�angend. Ein Graph derOrdnung � 3 ist zweifach (kanten-) zusammenh�angend genau dann, wenn er zusam-menh�angend ist und keine Artikulation (bzw. Br�ucke) enth�alt.Korollar 2.2.3 (Whitney 1932) Sei G ein Graph auf mindestens k + 1 Knoten, dernicht vollst�andig ist. Dann sind �aquivalent:(i) G ist k-fach zusammenh�angend,(ii) jede trennende Knotenmenge hat mindestens k Knoten.Beweis. ")\: Sei A � V eine trennende Knotenmenge im Graph G (existiert, da G nichtvollst�andig); und seien s und t zwei Knoten in verschiedenen Zusammenhangskomponentenvon G�A. Dann sind s und t also nicht benachbart. Da es nach Voraussetzung zwischens und t mindestens k kreuzungsfreie s � t�Pfade gibt, die alle mindestens einen Knotenaus A benutzen m�ussen, folgt jAj � k."(\: Nach dem Satz von Menger gibt es nach Voraussetzung zwischen je zwei nichtbenachbarten Knoten in G mindestens k kreuzungsfreie Pfade. Es bleibt also zu zeigen,da� es auch zwischen zwei benachbarten Knoten s und t in G mindestens k kreuzungsfreiePfade gibt. O.B.d.A. sei daher k � 2. Sei e := fs; tg. Wir behaupten nun: Im Graph G� ehat jede s � t�trennende Knotenmenge mindestens k � 1 Knoten. Zum Beweis dieserBehauptung nehmen wir an, A sei eine s � t�trennende Knotenmenge der Kardinalit�atjAj � k� 2 in G� e. Da A in G nicht trennt, hat G� e�A h�ochstens zwei KomponentenS und T mit s 2 S und t 2 T . Da G � e � A noch mindestens drei Knoten hat, hatmindestens eine dieser Komponenten noch einen weiteren Knoten, sagen wir s 6= r 2 S.Dann ist aber A + s eine r � t�trennende Knotenmenge der Kardinalitat � k � 1 in G



66 KAPITEL 2. NETZWERKFL�USSE UND ZUSAMMENHANGim Widerspruch zur Voraussetzung. Damit ist unsere Behauptung bewiesen. Wieder nachdem Satz vonMenger gibt es nun in G�e mindestens k�1 kreuzungfreie Pfade zwischens und t. Zusammen mit dem s � t�Pfad fs; tg haben wir also im Graph G mindestens kkreuzungsfreie s� t�Pfade nachgewiesen. 2Aus der Kantenversion des Satzes von Menger folgt unmittelbar:Korollar 2.2.4 (Whitney 1932) Ein Graph G ist k-fach kantenzusammenh�angend ge-nau dann, wenn jede trennende Kantenmenge mindestens k Kanten hat. 2Die folgende Charakterisierung von k-Zusammenhang wird sich als ein �au�erst handlichesWerkzeug bei Zusammenhangsfragen erweisen.Korollar 2.2.5 (F�achersatz) Sei G ein Graph auf mindestens k + 1 Knoten. Dann istG k-zusammenh�angend genau dann, wenn es f�ur alle A = fa1; : : : ; akg � V und alles 2 V nA ein System von kreuzungsfreien s� ai�Pfaden, i = 1; : : : ; k, gibt.Beweis. "(\: Zun�achst folgt wegen jV j � k+1, da� d(v) � k f�ur alle v 2 V . Da� es nunf�ur jedes Knotenpaar s; t in G k kreuzungsfreie s� t�Pfade gibt, ersieht man, wenn manA � �(t) mit jAj = k setzt.")\: O.B.d.A. sei G nicht vollst�andig. F�uge G einen neuen Knoten t hinzu, der mitallen Knoten aus A verbunden wird. Wir behaupten, da� der enstandene Graph G0 dannebenfalls k-zusammenh�angend ist. Die mindestens k kreuzungsfreien s � t�Pfade in G0de�nieren dann ein s � A� Pfadsystem. Zum Beweis der Behauptung nehmen wir an, esg�abe in G0 eine trennende Knotenmenge S der Kardinalit�at jSj � k � 1.Fall 1: t 2 S. Dann ist S � t trennend in G. Jede trennende Knotenmenge in G enth�altnach Korollar 2.2.3 aber mindestens k Knoten, Widerspruch.Fall 2: t 62 S. Wegen jSj � k� 1 ist G�S zusammenh�angend. Da �(t) = A und jAj = k,ist aber auch t noch mit G� S verbunden, Widerspruch.Also enth�alt jede trennende Knotenmenge in G0 mindestens k Knoten, und G0 ist nachKorollar 2.2.3 k-zusammenh�angend. 2Die N�utzlichkeit des F�achersatzes kommt im Beweis des n�achsten Resultats zum Ausdruck.Ein 2-zusammenh�angender Graph besitzt wegen �(G) � 2 keine Bl�atter. Also ist G nachLemma 1.1.24 kein Wald und enth�alt daher einen Kreis (vgl. auch Lemma 1.1.3). Wirk�onnen nun sogar zeigen:Satz 2.2.6 (Dirac 1960) Je k Knoten eines k-zusammenh�angenden Graphen, k � 2,liegen auf einem gemeinsamen Kreis.Beweis. Da G 2-zusammenh�angend, gibt es nach obigem einen Kreis C = (v0; : : : ; vl; v0)in G. Falls C einen Knoten u der k vorgegebenen Knoten nicht enth�alt, so k�onnen wir Cwie folgt vergr�o�ern.Im Fall jCj � k gibt es nach dem F�achersatz von u aus jCj knotendisjunkte u�C�Wege.Also k�onnen wir u beliebig zwischen zwei aufeinanderfolgende Knoten vi und vi+1 auf Ceinf�ugen, indem wir die Kreiskante fvi; vi+1g durch den vi�u�Pfad und den u�vi+1�Pfadersetzen.Im Fall jCj > k gibt es nach dem F�achersatz von u aus k knotendisjunkte u � C�Wege.Sei S � C mit jSj = k die Menge der jeweils ersten Knoten auf C dieser u � C�Pfade.Die Knoten aus S unterteilen C in k Abschnitte. Da C h�ochstens k � 1 vorgegebene



2.3. 2-ZUSAMMENHANG, BLOCKSTRUKTUR UND TIEFENSUCHE 67Knoten enth�alt, gibt es einen Abschnitt, in dem keine vorgegebenen Knoten liegen. DieserAbschnitt l�a�t sich durch die ihn de�nierenden u � C�Pfade ersetzen, so da� ein Kreisentsteht, der alle bisherigen und auch den Knoten u enth�alt. 2Hinsichtlich der L�ange eines l�angsten Kreises in einem k-zusammenh�angenden Graphenvergleiche �Ubung 2.2.10 und Satz 3.2.13.�Ubungen�Ubung 2.2.7 Ein Graph mit �(G) � bn=2c ist 2-zusammenh�angend oder besteht aus zwei Kn+12 ,die in einem Knoten zusammengeheftet sind.�Ubung 2.2.8 Man folgere die Kantenversion aus der Knotenversion des Satzes von Menger.[Hinweis: h�ange je ein Blatt an s und t an und wende die Knotenversion auf den Linegraphen vonG an.]�Ubung 2.2.9 a) Ein Graph G auf mindestens k+1 Knoten ist k-zusammenh�angend genau dann,wenn es f�ur alle X;Y 2 �Vk� ein System von k (u.U. trivialen) X � Y�Pfaden gibt, die paarweisekeine Knoten gemeinsam haben.b) Gibt es in einem Graphen f�ur je zwei k-elementige Mengen X = fx1; : : : ; xkg � V und Y =fy1; : : : ; ykg � V knotendisjunkte xi � yi�Pfade f�ur i = 1; : : : ; k, dann ist G mindestens (2k � 1)-zusammenh�angend.�Ubung 2.2.10 Sei G ein k-zusammenh�angender Graph, k � 2. Dann besitzt G einen Kreis derL�ange minfn; 2kg.�Ubung 2.2.11 [NI92a, NP94] Sei G = (V;E) ein k-kantenzusammenh�angender Graph. Danngibt es eine Folge spannender B�aume Ti � E, i = 1; : : : ; k, so da� f�ur i = 1; : : : ; k der GraphG[T1 [ : : :[ Ti] i-kantenzusammenh�angend ist.2.3 2-Zusammenhang, Blockstruktur und TiefensucheZweifach zusammenh�angende (auch nicht-separabel genannte) Graphen und Subgraphensind, wie wir noch sehen werden, von besonderer Bedeutung. Sie besitzen eine h�ubscheCharakterisierung, die gelegentlich sehr von Nutzen sein kann.Satz 2.3.1 (Ohrenzerlegung) (Whitney 1932b; Halin, Jung 1963) Ein Graph G istzweifach zusammenh�angend genau dann, wenn er darstellbar ist alsG = C [ P1 [ � � � [ Pk ; k 2 IIN0; (2.2)wobei C ein Kreis ist und die Pi, i = 1; : : : ; k, Pfade sind, die genau ihre zwei Endpunktemit C [ P1 [ � � � [ Pi�1 gemeinsam haben.Alle 2-zusammenh�angenden Graphen lassen sich demnach also derart konstruieren, da�man einem Kreis sukzessive Pfade (sogenannte topologische Diagonalen) hinzuf�ugt, dienur ihre beiden Endpunkte mit dem bisherigen Graphen gemeinsam haben!Beweis von Satz 2.3.1:"(\: durch Induktion nach k. F�ur k = 0 istG = Cn. Sei also k � 1 und der GraphGk�1 :=C [ P1 [ � � � [ Pk�1 2-zusammenh�angend. Um zu zeigen, da� dann auch Gk := C [ P1 [� � �[Pk 2-zusammenh�angend ist, beweisen wir, da� es f�ur je zwei Knoten s 6= t in Gk zwei



68 KAPITEL 2. NETZWERKFL�USSE UND ZUSAMMENHANGknotendisjunkte s�t�Pfade gibt. Seien a1 und a2 die Endknoten von Pk in Gk�1. O.B.d.A.sei s 2 Gk�1 und t 2 Pk � a1 � a2. Nach dem F�achersatz 2.2.5 gibt es zwei kreuzungsfreies � fa1; a2g�Pfade. Diese kombiniert man mit den beiden t � fa1; a2g�Pfaden.")\: Als 2-zusammenh�angender Graph besitzt G einen Kreis C. Setze G0 := C. Seinun Gi = C [ P1 [ � � � [ Pi, i 2 IIN0, bereits konstruiert. Falls Gi 6= G, so gibt es, da Gzusammenh�angt, eine Kante e 2 E n E(Gi), die mit einem Knoten x 2 Gi inzidiert. Seie = fx; yg. Falls auch y 2 Gi, so setze Pi+1 := fx; yg und Gi+1 := Gi [ Pi+1. Andernfallsist aufgrund des 2-Zusammenhangs von G auch G�x noch zusammenh�angend, und es gibteinen Pfad P in G� x, der y mit V (Gi)� fxg verbindet. Setze Pi+1 gleich P verl�angertum die Kante e und Gi+1 := Gi [ Pi+1. Iteriere. 2�Ubung 2.3.2 Die Anzahl k der Ohren Pi in einer Ohrenzerlegung ist stets gleich m� n.Auch f�ur 3- und 4-fach zusammenh�angende Graphen gibt es solche Konstruktionsverfah-ren, siehe [Hal89].Satz 2.3.3 Sei G ein Graph der Ordnung � 3 ohne isolierte Knoten. Dann sind �aquiva-lent:(i) G ist zweifach zusammenh�angend;(ii) Je zwei Kanten von G liegen auf einem gemeinsamen Kreis;(iii) Je eine Knoten und eine Kante von G liegen auf einem gemeinsamen Kreis;(iv) Je zwei Knoten von G liegen auf einem gemeinsamen Kreis;Beweis. (i) ) (ii): Wenn man in einem zweifach zusammenh�angend Graphen auf einerKante e = fx; yg einen neuen Knoten z einf�ugt, d.h. die Kante e durch einen P3 ersetzt,so ist der entstehende Graph G0 ebenfalls 2-zusammenh�angend: denn f�ur alle Knotenpaares; t mit s 6= z 6= t gibt es nach wie vor zwei kreuzungsfreie s � t�Pfade und im Fall t = zgibt es nach dem F�achersatz 2.2.5 f�ur alle s 6= z zwei kreuzungsfreie s�fx; yg�Pfade, diesich zu s� z�Pfaden verl�angern lassen.Seien ei = fxi; yig 2 E, i = 1; 2, zwei Kanten in G. F�uge auf jeder der Kanten ei einenneuen Knoten zi ein, i = 1; 2. In dem entstandenen Graphen gibt es also zwei kreuzungs-freie z1 � z2�Pfade, die einen Kreis in G induzieren, der e1 und e2 enth�alt.(ii) ) (iii) ) (iv): w�ahle jeweils eine mit dem Knoten inzidierende Kante.(iv) ) (i): G ist zusammenh�angend und besitzt keine Artikulation. Jede trennendeKnotenmenge enth�alt also mindestens zwei Knoten, und nach Korollar 2.2.3 ist G 2-zusammenh�angend. 2De�nition 2.3.4 Ein Block in einem Graphen G ist ein (inklusions-)maximaler, zusam-menh�angender, nicht-trivialer Subgraph von G ohne Artikulation.Da eine Kante einen zusammenh�angenden Subgraphen ohne Artikulation darstellt, istjede Kante in einem Block enthalten. Ein Block ist also entweder lediglich eine Kante oderein (inklusions-) maximaler, zweifach zusammenh�angender Subgraph von G (aufgefa�tals Kantenmenge). Nach dem Satz �uber die Ohrenzerlegung ist ein Block notwendig eininduzierter Subgraph.Lemma 2.3.5 Ein Kreis ist stets ganz in einem Block enthalten.



2.3. 2-ZUSAMMENHANG, BLOCKSTRUKTUR UND TIEFENSUCHE 69Beweis. Ein Kreis C in einem Graphen G ist ein zusammenh�angender Subgraph von Gohne Artikulation. Also ist C in einem inklusionsmaximalen Subgraphen von G dieser Artenthalten. 2Lemma 2.3.6 Die Bl�ocke eines Graphen bilden eine Partition seiner Kantenmenge.Beweis. Wir sahen bereits, da� jede Kante in einem Block enthalten ist. Angenommen nun,eine Kante e = fu; vg sei in zwei Bl�ocken B1 6= B2 eines Graphen G enthalten. Da Bl�ockeinklusionsmaximale Subgraphen sind, enth�alt jeder der beiden Bl�ocke Bi mindestens eineweitere Kante fi 6= e, die nicht im jeweils anderen Block enthalten ist. Insbesondere sindbeide Bl�ocke also zweifach zusammenh�angend. Nach Satz 2.3.3(ii) gibt es mithin einenKreis C in B2 durch die Kanten e und f2 und damit einen Teilpfad P von C, dessenEndknoten u 6= v zwar zu B1 geh�oren, nicht aber dessen Kanten. Nach dem Satz 2.3.1�uber die Ohrenzerlegung w�are auch B1[P noch 2-zusammenh�angend im Widerspruch zurInklusionsmaximalit�at von B1. 2Lemma 2.3.7 (K�onig 1936) Zwei verschiedene Bl�ocke eines Graphen haben h�ochstenseinen Knoten gemeinsam. Ein Knoten eines Graphen ist mehreren Bl�ocken enthalten ge-nau dann, wenn er eine Artikulation ist.Beweis. W�aren zwei Knoten x und y jeweils beide in den Bl�ocken B1 6= B2 eines GraphenG enthalten, so lie�e sich im Widerspruch zu Lemma 2.3.5 ein u�v�Pfad in B1 mit einemu � v�Pfad in B2 zu einem Kreis zusammensetzen, der nach Lemma 2.3.6 nicht ganz ineinem Block enthalten w�are.")\: Sei x ein Knoten, der zu zwei Bl�ocken B1 6= B2 geh�ort, sowie y1 und y2 Nachbarnvon x in B1 bzw. B2. Wenn es einen y1 � y2�Weg g�abe, der nicht �uber x f�uhrte, so g�abees einen Kreis, der Kanten aus B1 und B2 enthielte. Also ist x y1 � y2�trennend."(\: Sei x eine Artikulation. Dann gibt es Knoten v1 und v2 in G, so da� x auf jedemv1 � v2�Weg liegt. Seien y1 und y2 die Nachbarn von x auf einem solchen v1 � v2�Weg.Dann f�uhrt auch jeder y1 � y2�Weg �uber x. Also liegen die Kanten fx; y1g und fx; y2gauf keinem Kreis und geh�oren daher zu verschiedenen Bl�ocken von G. 2Die Artikulationen bilden also die Schnittstellen zwischen den Bl�ocken eines Graphen. DerBlock-Artikulations-Graph (engl. block-cutpoint-graph) bc(G) von G wiederspiegelt dieseStruktur eines Graphen: wenn B die Menge der Bl�ocke und A die Menge der Artikulationenin G bezeichnet, so hat bc(G) die Knotenmenge B[A, und zwei Knoten B und a aus bc(G)sind genau dann durch eine Kante verbunden, falls B ein Block und a eine Artikulationvon G ist und a 2 B gilt.Satz 2.3.8 (Gallai 1964; Harary, Prins 1966)Der Block-Artikulations-Graph bc(G) eines zusammenh�angenden Graphen G ist ein Baum.Beweis. O�ensichtlich ist bc(G) zusammenh�angend. Angenommen, es g�abe einen KreisC in bc(G). Aus C l�a�t sich aber ein Kreis C0 in G gewinnen, der abwechselnd alle Arti-kulationsknoten a 2 C und aus jedem Block B 2 C einen nicht-leeren Pfad enth�alt { imWiderspruch zu Lemma 2.3.5. 2�Ubungen�Ubung 2.3.9 (Robbins 1939) Ein Graph besitzt eine stark zusammenh�angende Orientierungseiner Kanten (so da� f�ur je zwei Knoten u und v ein gerichteter u � v�Weg existiert) genaudann, wenn er zweifach kanten-zusammenh�angend ist (Einbahnstra�en-Regelung!).



70 KAPITEL 2. NETZWERKFL�USSE UND ZUSAMMENHANG�Ubung 2.3.10 Sei G ein Graph der Ordung � 3 ohne isolierte Knoten. Dann sind �aquivalent:(i) G ist 2-zusammenh�angend;(ii) Zu je zwei Knoten u und v und einer Kante in G gibt es einen u� v�Pfad, der die Kanteenth�alt.(iii) Zu je drei verschiedenen Knoten in G gibt es einen Pfad, der zwei (beliebig gew�ahlte) unterihnen verbindet und den dritten enth�alt.(iv) Zu je drei verschiedenen Knoten in G gibt es einen Weg, der zwei (beliebig gew�ahlte) unterihnen verbindet und den dritten nicht enth�alt.�Ubung 2.3.11 Ein Graph G ist zweifach kanten-zusammenh�angend, wenn er eine schwache Oh-renzerlegung besitzt, d.h. wenn er aus einem Kreis C durch Hinzuf�ugen nicht nur von Pfaden Pk,sondern auch von Kreisen Ck, die genau einen Knoten mit dem bisherigen Graphen gemeinsamhaben, konstruiert werden kann.�Ubung 2.3.12 (s � t�Numerierung) Sei G = (V;E) ein Graph und fs; tg 2 E. Dann gilt: Gist zweifach zusammenh�angend genau dann, wenn es eine Numerierung � : V ! f1; : : : ; ng derKnoten von G gibt (d.h. � ist bijektiv), so da� gilt �(s) = 1, �(t) = n und jeder andere Knotenv 2 V � s � t hat mindestens einen Nachbarn mit kleinerer und mindestens einen Nachbarn mitgr�o�erer Nummer als v selbst.Zur Berechnung einer s � t�Numerierung eines Graphen in linearer Zeit siehe [ET76]. Die s �t�Numerierung eines Graphen kommt beispielsweise bei einem Planarit�atstest zur Anwendung[LEC67].�Ubung 2.3.13 Die Relation � auf den Kanten eines Graphen, die durch e1 � e2 :, "e1 = e2oder e1 und e2 liegen auf einem gemeinsamen Kreis\ de�niert ist, ist eine �Aquivalenzrelation. Die�Aquivalenzklassen sind gerade die Bl�ocke von G. Eine Kante bildet f�ur sich allein eine �Aquivalenz-klasse genau dann, wenn sie eine Br�ucke in G ist.�Ubung 2.3.14 Ein Graph G ist genau dann Block-Artikulations-Graph eines Graphen, wenn Gein Baum ist, in dem je zwei Bl�atter geraden Abstand haben.�Ubung 2.3.15 [HN53] Das Zentrum eines zusammenh�angenden Graphen liegt in einem Block.Tiefensuche. Mittels Breiten- oder Tiefensuche konnten wir einen Graphen in linearerZeit auf Zusammenhang testen. Wir wollen im weiteren einen ebenfalls linearen Algo-rithmus kennenlernen, der testet, ob ein (o.B.d.A. zusammenh�angender) Graph auch 2-zusammenh�angend ist. Genauer: wir werden den Algorithmus Tiefensuche aus Abschnitt1.3.1 dahingehend erweitern, da� sich mit seiner Hilfe die Bl�ocke und Artikulationen ineinem Graphen bestimmen lassen. Dies ist �au�erst n�utzlich bei Problemen, wo sich Pro-bleml�osungen auf den Bl�ocken zu einer L�osung auf dem gesamten Graph zusammensetzenlassen, wie beispielsweise bei der F�arbung von Graphen oder beim Planarit�atstest.O.B.d.A. setzen wir im folgenden stets voraus, da� der vorliegende Graph G zusam-menh�angend ist. Betrachten wir zun�achst den durch eine Tiefensuche in G de�niertenspannenden Baum T := ffV or[v]; vg : v 2 V � sg; er hat eine besondere Struktur. DieKanten fV or[v]; vg 2 T nennen wir Baumkanten und jede andere Kante fv; wg 2 E n Tdes Graphen Vorw�arts- oder R�uckw�artskante, je nach dem, ob DFSnum[w] gr�o�er oderkleiner ist als DFSnum[v], wenn die Tiefensuche die Kante fv; wg das erste Mal vomKnoten v aus betrachtet.



2.3. 2-ZUSAMMENHANG, BLOCKSTRUKTUR UND TIEFENSUCHE 71Lemma 2.3.16 Es gibt keine Vorw�artskanten.Beweis. Ein Aufruf Tiefensuche (G; v) wird erst beendet (und fr�uhere Aufrufe, die zudiesem Aufruf gef�uhrt haben, weiterbearbeitet), wenn alle mit v inzidierenden Kantenbetrachtet wurden. Eine Kante fv; wg, die das erste Mal vom Knoten v aus betrachtetwird, kann also keine Vorw�artskante sein, d.h. DFSnum[w] kann nicht gr�o�er sein alsDFSnum[v], denn dann h�atte der Aufruf Tiefensuche (G;w) sp�ater stattgefunden alsder Aufruf Tiefensuche (G; v) und der Algorithmus h�atte den Aufruf f�ur v erst weiter-bearbeitet, nachdem der Aufruf f�ur w komplett abgearbeitet gewesen w�are, in welchemFall die Kante fv; wg das erste Mal vom Knoten w aus betrachtet worden w�are. 2Also zerf�allt die Kantenmenge E des Graphen in die Menge T der Baumkanten und dieMenge B der R�uckw�artskanten. Die Kanten e 2 E = T _[B wollen wir nun so orientieren,wie der Algorithmus Tiefensuche sie abl�auft, d.h. wenn eine Kante fv; wg vom Knotenv aus entdeckt und das erste Mal bearbeitet wird, so wollen wir ihr die Orientierung (v; w)geben, sie also von v nach w hin ausrichten. Die Baumkanten sind damit alle weg von derWurzel s orientiert; und f�ur jeden Knoten v 2 V � s gibt es einen eindeutigen gerichtetenPfad in T von der Wurzel s von T nach v (T ist ein gerichteter Wurzelbaum mit Wurzels). Die Knoten 6= v dieses s� v�Pfades hei�en die Vorfahren von v in T , und die Knotenw 2 V , so da� v auf dem gerichteten s � w�Pfad in T liegt, die Nachkommen von v(beachte den Unterschied zu den Begri�en Vorg�anger und Nachfolger). Die Nachkommeneines Knotens v 2 V bilden f�ur sich wieder einen gerichteten Wurzelbaum Tv mit Wurzelv, der Teilbaum von T ist.Lemma 2.3.17 F�ur jede R�uckw�artskante (v; w) 2 B gilt: w ist Vorfahre von v in T .Jede R�uckw�artskante (v; w) zeigt also auf einen Knoten w, der auf dem s � v�Pfad vonder Wurzel s von T zum Knoten v liegt; folglich gibt es im Graphen G keine sogenanntenQuerkanten, die verschiedene �Aste des Baumes T verbinden.Beweis von Lemma 2.3.17:Wegen DFSnum[w] < DFSnum[v] kann der Knoten w kein Nachkomme von v sein. An-genommen also, w sei weder Vorfahre noch Nachkomme von v. Sei u der letzte gemeinsameKnoten des s � v� und des s � w�Pfades. Dann hat die Tiefensuche o�enbar den Zweigvon T , der w enth�alt, fr�uher bearbeitet als den Zweig, der v enth�alt, d.h insbesonderevor dem Aufruf Tiefensuche(G; v). Also wurde die Kante fv; wg von w aus entdeckt,Widerspruch. 2Die entscheidende Strukturinformation, um schlie�lich in den S�atzen 2.3.22 und 2.3.21algorithmische Charakterisierungen f�ur Artikulationen und Bl�ocke angeben zu k�onnen,liefert uns das folgende durch eine Tiefensuche de�nierte Feld LowPoint[v], v 2 V .LowPoint[v] := min ffDFSnum[v]g [ fDFSnum[z] : es gibt einen Nachfahren xvon v in T (m�oglicherweise x = v) mit (x; z) 2 Bgg.LowPoint[v] ist also die kleinste DFS-Nummer DFSnum[z], so da� es im Graphen T [B einen gerichteten v � z�Weg gibt, der aus einer (m�oglicherweise leeren) Folge vonBaumkanten besteht gefolgt von genau einer R�uckw�artskante. Aus der De�nition ergibtsich unmittelbar die folgende rekursive Darstellung von LowPoint[v].Lemma 2.3.18 F�ur alle v 2 V ist LowPoint[v] das Minimum vonfDFSnum[v]g [ fDFSnum[z] : (v; z) 2 Bg [ fLowPoint[w] : (v; w) 2 Tg:



72 KAPITEL 2. NETZWERKFL�USSE UND ZUSAMMENHANGDamit l�a�t sich die Prozedur Tiefensuche leicht so modi�zieren, da� sie das FeldLowPoint mitberechnet { in insgesamt weiterhin linearer Laufzeit.PROCEDURE TiefensucheM (G; v);BEGINt := t+ 1;DFSnum[v] := t;LowPoint[v] := t;FOR w 2 �(v) DO BEGINIF NOT bekannt[w] THEN BEGINbekannt[w] := TRUE;V or[w] := v;T := T + (v; w);TiefensucheM (G;w);LowPoint[v] := min fLowPoint[v]; LowPoint[w]g;ENDELSE IF w 6= V or[v] THEN BEGINfw ist ein Vorfahr von v und fw; vg 62 TgB := B + (v; w);LowPoint[v] := min fLowPoint[v]; DFSnum[w]g;END; felse ifgEND; fforgEND; fTiefensucheMgBEGIN fHauptprogrammgFOR v 2 V DO DFSnum[v] := 0;FOR v 2 V DO bekannt[v] := FALSE;FOR v 2 V DO V or[v] := v;T := ;; B := ;; fBaum- bzw. R�uckw�artskantengt := 0;bekannt[s] := TRUE; fs ist die Wurzel von TgTiefensucheM (G; s);END; fHauptprogrammgEine Partitionierung der Kantenmenge E in die Bl�ocke des Graphen G geschieht nun durchAusweisung eines Stellvertreters, der sogenannten Leitkante, f�ur jede �Aquivalenzklasse (je-den Block).De�nition 2.3.19 [L�au91] Eine Baumkante (v; w) 2 T hei�t Leitkante genau dann,wenn LowPoint[w] � DFSnum[v] gilt.Lemma 2.3.20 Sei (v; w) eine Leitkante. Dann f�uhren alle R�uckw�artskanten aus dem beiv beginnenden und (v; w) enthaltenden Zweig Tw+(v; w) des Baumes T in denselben Zweigzur�uck.Beweis. Sonst w�are wegen Lemma 2.3.17 LowPoint[w] < DFSnum[v]. 2Satz 2.3.21 F�ur alle Knoten v 6= s und f�ur jede von v ausgehende Kante (v; w) gilt: (v; w)liegt genau dann in demselben Block wie die nach v hineinf�uhrende Baumkante (u; v) 2 T ,wenn (v; w) R�uckw�artskante oder aber Baumkante und keine Leitkante ist.



2.3. 2-ZUSAMMENHANG, BLOCKSTRUKTUR UND TIEFENSUCHE 73Beweis. Wir benutzen wieder die Charakterisierung aus Satz 2.3.3(ii), da� zwei Kantengenau dann demselben Block angeh�oren, wenn sie auf einem (gemeinsamen) Kreis liegen.")\: Angenommen, (v; w) w�are eine Leitkante. Da nach obigem Lemma alle R�uckw�arts-kanten aus dem bei v beginnenden und (v; w) enthaltenden Zweig des Baumes T in den-selben Zweig zur�uckf�uhren, l�age (u; v) nicht auf einem (gemeinsamen) Kreis mit (v; w),Widerspruch."(\: Wenn (v; w) eine R�uckw�artskante ist und also auf einen Knoten w 6= v im ge-richteten s � v�Pfad in T zeigt, so liegen (u; v) und (v; w) o�ensichtlich auf einem(gemeinsamen) Kreis. Wenn (v; w) eine Baumkante, aber keine Leitkante ist, und alsoLowPoint[w] < DFSnum[v] gilt, so gibt es im Zweig Tw eine R�uckw�artskante zu einemKnoten 6= v auf dem gerichteten s� v�Pfad in T . Wieder liegen (u; v) und (v; w) also aufeinem (gemeinsamen) Kreis. 2Mithin ist die erste von Tiefensuche untersuchte Kante (v; w) eines Blockes eine Leitkante,und auch alle weiteren im Graphen G[V (Tw)+v] von TiefensucheM (G;w) untersuchtenKanten geh�oren zu diesem Block, bis die Tiefensuche auf eine andere Leitkante st�o�t, dieden Beginn eines neuen Blocks markiert. Jeder Block in G wird also durch einen mit einerLeitkante (v; w) beginnenden Teilbaum von T aufgespannt, den man erh�alt, wenn manaus Tw + (v; w) alle Zweige herausschneidet, die mit einer weiteren Leitkante beginnen.Insbesondere enth�alt jeder Block genau eine Leitkante.Die Zuordnung der Kanten eines Graphen zu seinen Bl�ocken kann also folgenderma-�en von statten gehen. In einer ersten Phase bestimmt man durch Tiefensuche das FeldLowPoint. Die zweite Phase besteht aus einem erneuten Ablaufen der Kanten in dersel-ben Reihenfolge durch eine neue Tiefensuche, w�ahrend der man die Leitkanten bestimmtund den Kanten Labels zuweist, die angeben, zu welchem Block die entsprechende Kantegeh�ort. Als Label bietet sich beispielsweise die Nummer der Leitkante des Blockes an. Die-se Labels verwaltet man vorteilhafterweise durch einen Stack:1 wenn immer eine Leitkante(v; w) gefunden und das erste Mal abgelaufen wird, wird sie auf den Stack gelegt; kommtman zur�uck zum Knoten v, wird sie wieder vom Stack entfernt. Das oberste Elementdes Stacks liefert dann stets die Nummer des aktuellen Blocks, so da� man jeder Kantelediglich die Nummer, die oben auf dem Stack liegt, als Label zuzuweisen braucht. Eineentsprechende Erweiterung der Basis-Prozedur Tiefensuche kostet o�enbar nur konstantviel Zeit pro Kante.Satz 2.3.22(a) Die Wurzel s von T (mit DFSnum[s] = 1) ist genau dann Artikulation,wenn von ihr mehr als eine Leitkante ausgeht.(b) Ein Knoten v 2 T � s (mit DFSnum[s] > 1) ist genau dann Artikulation,wenn von ihm mindestens eine Leitkante ausgeht.Beweis. (a) "(\: Wenn von s mehr als eine Leitkante ausgeht, dann gibt es in T un-terhalb von s mehrere Teilb�aume Tw, w 2 �(s). Zwischen zwei Knoten in verschiedenen1Ein Stack (auch Keller oder Stapel) ist eine Datenstruktur, die es erlaubt, Elemente zum Zwischen-speichern einzuf�ugen ("auf den Stack zu legen\, Prozedur Push) und nach der Regel "�rst-in-last-out\wieder zu entfernen / auszugeben ("vom Stack herunterzunehmen\, Funktion Pop). Ein Stack l�a�t sichrealisieren durch eine einfach verkettete Liste dynamisch allokierter Elemente, wobei Elemente stets amvorderen Ende eingef�ugt und auch wieder entfernt werden.



74 KAPITEL 2. NETZWERKFL�USSE UND ZUSAMMENHANGTeilb�aumen f�uhrt nach obigem Lemma 2.3.20 jeder Weg �uber s. Also ist s Schnittpunkt.")\: Trivialerweise ist jede aus der Wurzel s 2 T herausf�uhrende Baumkante eine Leit-kante. Wenn von s nur eine einzige Leitkante (s; w) ausgeht, so ist s entweder ein Blattin G und damit keine Artikulation, oder alle anderen mit s inzidierenden Kanten sindR�uckw�artskanten und als solche zusammen mit (s; w) in einem Kreis enthalten - damitliegen aber alle mit s inzidierenden Kanten in demselben Block von G (wie (s; w)), und sist nach Satz 2.3.3(ii) keine Artikulation.(b) "(\: Wenn von einem Knoten v 6= s eine Leitkante (v; w) ausgeht, so f�uhrt wegenLemma 2.3.20 jeder Weg von V or[v] zu w �uber v; also ist v Schnittpunkt.")\: Sei v 6= s ein Knoten, von dem keine Leitkante ausgeht. Der Graph G[V n V (Tv)]ist zusammenh�angend. Falls Tv also nur aus dem Knoten v besteht, so ist v keine Artiku-lation. Sei andernfalls w ein Nachfolger von v in T , d.h. (v; w) eine aus v herausf�uhrendeBaumkante. Da (v; w) keine Leitkante ist, gilt LowPoint[w] < DFSnum[v] und es gibteinen (gerichteten) Pfad von w zu einem Vorg�anger von v, der v nicht benutzt. Also h�angtder Teilbaum Tw mit G[V nV (Tv)] zusammen. Da dies f�ur alle Teilb�aume Tw mit w Nach-folger von v in T gilt, ist G� v noch zusammenh�angend und somit v keine Artikulation.2Zusammenfassend erhalten wir:Satz 2.3.23 (Tarjan 1972) Die Bl�ocke und Artikulationen eines Graphen k�onnen inlinearer Zeit berechnet werden. 22.4 ? Die ZusammenhangszahlenWir wollen zwei neue Graphenparameter einf�uhren.De�nition 2.4.1 Die Zusammenhangszahl �(G) und die Kantenzusammenhangszahl�(G) eines Graphen G sind wie folgt de�niert�(G) := max fk : G ist k-fach zusammenh�angendg;�(G) := max fk : G ist k-fach kantenzusammenh�angendg:Beispiele. Ein unzusammenh�angender Graph G hat �(G) = 0 = �(G), ein zusam-menh�angender Graph mit einer Artikulation �(G) = 1 und ein zusammenh�angender Graphmit einer Br�ucke �(G) = 1. Ferner gilt�(Cn) = 2 = �(Cn);�(Kn) = n� 1 = �(Kn);�(Kr;s) = minfr; sg = �(Kr;s):Nach Korollar 2.2.3 ist f�ur einen Graphen G 6= Kn die Zahl �(G) gerade die minimaleKardinalit�at einer trennenden Knotenmenge { �(G) wiederum entspricht nach Korollar2.2.4 der minimalen Kardinalit�at einer trennenden Kantenmenge. 2Proposition 2.4.2 (Whitney 1932a) F�ur jeden Graphen G gilt:�(G) (i)� �(G) (ii)� �(G):



2.4. ? DIE ZUSAMMENHANGSZAHLEN 75Beweis. Ad (i): Falls �(G) = 0, so ist G nicht zusammenh�angend, also �(G) = 0. Falls�(G) = 1, so ist G zusammenh�angend, enth�alt aber eine Br�ucke e 2 E. O.B.d.A. sei n � 3(sonst fertig). Dann hat einer der Endknoten von e Grad � 2, d.h. dieser Knoten ist eineArtikulation: �(G) = 1.Sei nun �(G) � 2 und F = fe1; : : : ; e�(G)g eine minimal trennende Kantenmenge. Es istzu zeigen, da� es auch eine trennende Knotenmenge mit h�ochstens jF j Elementen gibt.Beachte: es gen�ugt nicht, aus jeder Kante ei einen beliebigen Endknoten zu entfernen: wirk�onnten dadurch eine ganze Komponente von G � F entfernen und der Restgraph w�areu.U. noch zusammenh�angend. Entferne aus allen Kanten au�er e1 einen Endknoten, dernicht mit e1 inzidiert. Der entstehende Graph H ist entweder unzusammenh�angend (d.h.�(G) < �(G) und wir sind fertig) oder hat die Br�ucke e1. In letzterem Fall gibt es wiedereinen Knoten, dessen Entfernen G trennt oder im trivialen Graphen K1 resultiert.Ad (ii): Die mit einem Knoten minimalen Grades inzidierenden Kanten bilden eine tren-nende Kantenmenge. 2Wegen 2m � n�(G) (vgl. (1.1)) erhalten wir aus (ii) unmittelbar eine Aussage �uberdie Abh�angigkeit des (Kanten-) Zusammenhangs von der Kantendichte oder vom Durch-schnittsgrad eines Graphen: �(G) � �(G) � �2mn � : (2.3)W�ahrend f�ur die Graphen Cn, Kn und Kr;s Gleichheit in (i) und (ii) gilt, k�onnen dieGraphparameter �(G), �(G) und �(G) i.a. beliebig weit auseinanderfallen.�Ubung 2.4.3 F�ur k 2 IIN konstruiere man Graphen Gk mit �(Gk) � 1 und �(Gk) = k,sowie Graphen G0k mit �(G0k) � 1 und �(G0k) = k.W�ahrend sich die Fragen nach dem Zusammenhang und dem 2-Zusammenhang eines Gra-phen { wie gesehen { in linearer Zeit beantworten lassen,2 ist die Bestimmung von �(G)erheblich aufwendiger. Wie der Beweis des Satzes von Menger zeigte, kann man die ma-ximale Anzahl knotendisjunkter u � v�Pfade in einem Graphen durch die L�osung einesMaximum-Flu�-Problems und d.h. in polynomieller Zeit bestimmen. Angewandt auf alle�n2� Knotenpaare in einem Graphen erh�alt man einen polynomiellen Algorithmus, um dieZusammenhangszahl eines Graphen zu berechnen.Tats�achlich gen�ugen, um �(G) zu bestimmen, linear viele Aufrufe einer solchen Funk-tion "#Pfade(G; u; v)\, die die maximale Anzahl knotendisjunkter u�v�Pfade in einemGraphen G zur�uckliefert. Betrachte dazu die folgende Funktion.
2ebenso f�ur 3-Zusammenhang, siehe [HT73]



76 KAPITEL 2. NETZWERKFL�USSE UND ZUSAMMENHANGFUNCTION Kappa(G(V;E)) : INTEGER;BEGINk := �(G);A := ;;REPEATw�ahle u 2 V nA;A := A+ u;FOR v 2 (V nA) n �(u) DOk := min fk; #Pfade(G; u; v)g;UNTIL jAj > k;Kappa:= k;END;Satz 2.4.4 Die Funktion Kappa liefert f�ur einen zusammenh�angenden EingabegraphenG nach h�ochstens 3m Aufrufen der Funktion #Pfade den Wert �(G) zur�uck.Basierend auf diesem Ansatz konnten Even und Tarjan [ET75] einen O(pnm2)-Algorithmus zur Berechnung von �(G) entwickeln (siehe auch [Kuc90, TS92]).Beweis von Satz 2.4.4:Da k innerhalb der REPEAT-Schleife h�ochstens vekleinert und jAj stets vergr�o�ert wird,terminiert der Algorithmus. F�ur den vollst�andigen Graphen Kn ben�otigt der Algorith-mus Kappa o�enbar �uberhaupt keine Aufrufe der Funktion #Pfade und liefert korrektKappa(Kn) = n � 1 = �(Kn).Sei G nun also nicht vollst�andig. Dann wird aber die REPEAT-Schleife h�ochstens (�(G) +1)�mal durchlaufen, denn: Sei T eine beliebige minimum trennende Knotenmenge in G.Wegen jT j = �(G) enth�alt A sp�atestens nach dem (�(G) + 1)�ten Durchlauf der REPEAT-Schleife mindestens einen Knoten, der nicht in T liegt. Sei a der erste solche Knoten, denKappa w�ahlt. Da G nach Herausnahme von T in mindestens zwei Komponenten zerf�allt,gibt es einen Knoten b 2 V n T , der nicht zu a benachbart ist. Also gab es den Aufruf#Pfade(G; a; b), und es folgt, da T eine a� b�trennende Knotenmenge ist, da�Kappa(G) � #Pfade(G; a; b) � jT j = �(G):Da wegen �(G) = minu6=v #Pfade(G; u; v) auch umgekehrt �(G) � Kappa(G) gilt,liefert der Algorithmus Kappa also auch in diesem Fall korrekt Kappa(G) = �(G).Jeder Durchlauf der REPEAT-Schleife enth�alt h�ochstens n�1 Aufrufe der Funktion Pfade.Also wird die Funktion Pfade wegen (2.3) h�ochstens(�(G) + 1) � (n� 1) � �2mn + 1� � (n� 1) � 2m+ (n� 1) � 2m+mmal aufgerufen. 2Minimum Cut. Die Berechnung der Kantenzusammenhangszahl eines Graphen G ist�aquivalent damit, einen minimum Schnitt in dem Netzwerk zu �nden. O�enbar gen�ugt esdaf�ur, zu festem s 2 V den kleinsten minimum s� t�Schnitt f�ur alle t 2 V � s zu berech-nen. Ein fr�uher, unbeachteter Netzwerk-Flu�-Algorithmus f�ur dieses Problem mit LaufzeitO(nm) stammt von Podderyugin (siehe [Gus92]), ein weiterer von Matula [Mat87].



2.4. ? DIE ZUSAMMENHANGSZAHLEN 77Auch f�ur das kantengewichtete minimum-Schnitt-Problem war bislang der schnellste Al-gorithmus ein Netzwerk-Flu�-Algorithmus mit Laufzeit O(nm log(n2=m)) [HO94].K�urzlich wurde ein ebenso eleganter wie e�zienter Algorithmus gefunden, der bei derKonstruktion eines minimum Schnittes in einem Graphen ganz ohne die Berechnung vonmaximum Fl�ussen auskommt. Diesen m�ochten wir nun, der �Ubersichtlichkeit halber f�urdas ungewichtete Problem, d.h. f�ur die Berechnung von �(G), vorstellen. F�ur das kanten-gewichtete minimum-Schnitt-Problem ergibt sich analog ein O(nm+n2 logn)-Algorithmus[NOI94].Zun�achst ist es notwendig, den Begri� der Kantenzusammenhangszahl auf Graphen zu�ubertragen, die u.U. mehrere "parallele\ Kanten zwischen einem Knotenpaar enthalten;Jeder Kante fu; vg 2 �V2� ist sozusagen eine Vielfachheit zugeordnet. Die Kantenzusam-menhangszahl �(G) f�ur solche sogenannte Multigraphen (d.h. Graphen mit "mehrfachen\Kanten) ist dann ganz analog de�niert als die Kardinalit�at einer kleinsten trennendenKantenmenge.Der auf Nagamochi und Ibaraki [NI92a] zur�uckgehende Algorithmus zur Bestim-mung von �(G) basiert auf folgender einfacher Beobachtung: Seien u und v zwei Knotenin einem Graphen G = (V;E) und F ein minimum Schnitt in G (d.h. jF j = �(G)). Danntrennt F entweder u und v oder die beiden Knoten liegen in derselben Komponente vonG� F . Im letzteren Fall aber ist �(G) = �(Guv), wobei Guv den Graphen bezeichnet, derdurch Identi�kation der Knoten u und v in G entsteht, d.h. Guv geht aus G � v hervor,indem man f�ur jede Kante fv; yg 2 E(G), y 2 V nfu; vg, eine Kante fu; yg einf�ugt (beachtedie Symmetrie dieser De�nition in u und v). Hier entstehen, falls ein Knoten y 2 V nfu; vgin G sowohl mit u als auch mit v verbunden ist, in Guv mehrfache Kanten zwischen zweiKnoten. Wenn wir die kleinste Kardinalit�at einer u� v�trennenden Kantenmenge (einesu� v�Schnittes) in einem Graphen G mit c(u; v) notieren, erhalten wir also:�(G) = min fc(u; v); �(Guv)g : (2.4)Damit k�onnen wir uns bei der Berechnung von �(G) auf den kleineren Graphen Guvzur�uckziehen, wenn wir nur f�ur ein Knotenpaar u; v in G die Gr�o�e c(u; v) eines mi-nimum Schnittes kennen. W�ahrend man hierzu nat�urlich auch wieder Maximum-Flu�-Algorithmen einsetzen k�onnte, erlaubt die freie Wahl von u und v einen v�ollig anderenZugang.F�ur disjunkte KnotenmengenX; Y � V bezeichne d(X; Y ) die Anzahl Kanten zwischenX und Y : d(X; Y ) := jffx; yg 2 E : x 2 X ^ y 2 Y gj(Mehrfachkanten entsprechend ihrer Vielfachheit gez�ahlt). F�ur eine Ordnung v1; : : : ; vnder Knotenmenge von G sei Vi := fv1; : : : ; vig, i = 1; : : : ; n. Eine Ordnung v1; : : : ; vn hei�tdann zul�assig, fallsd (vi; Vi�1) � d (vj ; Vi�1) f�ur alle 2 � i < j � n: (2.5)Mit diesen De�nitionen k�onnen wir nun die entscheidende Aussage formulieren:Lemma 2.4.5 (Frank 1994a; Stoer, Wagner 1994) Sei v1; : : : ; vn eine zul�assige Ord-nung der Knoten eines Graphen G, n � 2. G darf mehrfache Kanten besitzen. Danngilt: c(vn; vn�1) = d(vn; Vn�1):



78 KAPITEL 2. NETZWERKFL�USSE UND ZUSAMMENHANGDie mit dem Knoten vn inzidierenden Kanten bilden also schon einen (globalen) minimumvn � vn�1�Schnitt in G.3Beweis durch Induktion nach n = jV j. Klar f�ur n = 2. O.B.d.A. enth�alt G keine Kan-ten zwischen vn und vn�1, denn solche Kanten leisten auf der linken wie auf der rechtenSeite der Gleichung denselben Beitrag; es gilt also d(vn; Vn�1) = d(vn; Vn�2). Da trivia-lerweise c(vn; vn�1) � d(vn; Vn�1), bleibt "�\ zu zeigen. Sei (U; V n U) ein minimumvn � vn�1�Schnitt in G. Es ist also vn 2 U und vn�1 2 V n U . Wir unterscheiden zweiF�alle.Fall 1: vn�2 2 V n U . Da v1; : : : ; vn�2; vn eine zul�assige Ordnung f�ur G� vn�1 darstellt,folgt nach Induktionsvoraussetzungc(vn; vn�1) = c(U; V n U) � c(vn; vn�2)� cG�vn�1(vn; vn�2) (IV )= dG�vn�1(vn; Vn�2) = d(vn; Vn�1):Fall 2: vn�2 2 U . Da v1; : : : ; vn�2; vn�1 eine zul�assige Ordnung f�ur G� vn darstellt, folgtnach Induktionsvoraussetzungc(vn; vn�1) = c(U; V n U) � c(vn�1; vn�2)� cG�vn(vn�1; vn�2) (IV )= dG�vn(vn�1; Vn�2)= d(vn�1; Vn�2) (2:5)� d(vn; Vn�2) = d(vn; Vn�1): 2Die Beobachtung (2.4) und Lemma 2.4.5 legen den folgenden Algorithmus nahe, um dieKantenzusammenhangszahl � eines Graphen G und einen minimum Schnitt (U; V nU) ineinem Graphen G zu berechnen:PROCEDURE Kanten Zusammenhang;BEGINFOR v 2 V DO X [v] := fvg; fSuperknoteng� := �(G);FOR k := n DOWNTO 2 DO BEGINberechne eine zul�assige Ordnung v1; : : : ; vk von G;IF d(vk; Vk�1) < � THEN BEGIN� := d(vk; Vk�1);U := X [vk];END;X [vk�1] := X [vk�1] [X [vk];G := Gvk�1vk;END; fforgEND;Die neu zul�assige Ordnung v(k)1 ; : : : ; v(k)k von Gv(k+1)k v(k+1)k+1 wurde dabei wieder genausobezeichnet wie die alte v(k+1)1 ; : : : ; v(k+1)k+1 . Der Update von G ist so zu verstehen, da�jeweils der Knoten vk aus G entfernt wird und alle mit ihm inzidierenden Kanten (au�erggf. fvk; vk�1g) beim Knoten vk�1 eingetragen werden. Die Mengen X [v] f�uhren Buch �uber3Die Existenz zweier Knoten x und y mit c(x;y) = d(x) bewies schon Mader [Mad72].



2.4. ? DIE ZUSAMMENHANGSZAHLEN 79identi�zierte Knotenmengen. Als Queues codiert ben�otigt ihr Update { wie auch der von G{ O(n+m) Zeit. Entscheidend f�ur die Laufzeit des Algorithmus Kanten Zusammenhangist mithin der Aufwand zur Berechnung einer zul�assigen Ordnung. Dieser Frage wollen wiruns nun zuwenden.Maximum-Adjazenz-Suche. Der Algorithmus Breitensuche sucht die Knoten einesGraphen in der Reihenfolge ab, in der er sie zum ersten Mal "gesehen\ hat: dies wirddadurch realisiert, da� die Menge der bekannten, aber noch nicht abgearbeiteten Kno-ten in einer First-in-�rst-out Warteschlange gespeichert wird. Der Algorithmus Maxi-mum Adjazenz Suche (nach [Mat93], bei [TY84] auch "maximum cardinality search\)hingegen bearbeitet als n�achsten Knoten immer einen bekannten, aber noch nicht abgear-beiteten Knoten, der zu den meisten bereits abgearbeiteten Knoten benachbart ist. DieserAlgorithmus konstruiert o�ensichtlich eine zul�assige Ordnung.4 Eine naive Implementie-rung dieses Algorithmus ben�otigt O(n2) Schritte. Durch Verwendung der Datenstruktur"Buckets\ erh�alt man jedoch �ahnlich wie beim Algorithmus Greedy Min IS:�Ubung 2.4.6 [TY84, NI92a] Der Algorithmus Maximum Adjazenz Suche kann mitLaufzeit O(n+m) implementiert werden.Es folgtKorollar 2.4.7 Der Algorithmus Kanten Zusammenhang kann mit Laufzeit O(nm)implementiert werden.Beweis. Durch Breitensuche testet man zun�achst, ob G �uberhaupt zusammenh�angt. Fallsja, ist m = 
(n). Die Prozedur Maximum Adjazenz Suche �ubertr�agt man leicht aufGraphen mit mehrfachen Kanten. Benutzt man diese Prozedur als Subroutine zur Berech-nung einer zul�assigen Ordnung beim Algorithmus Kanten Zusammenhang, ergibt sicheine Laufzeit von (n � 1) � O(n +m) = O(nm). 2Anmerkungen und �UbungenW�ahrend �(G) und �(G) in polynomieller Zeit berechenbar sind, sind die verwandten Probleme[Edge-] Disjoint Paths:INSTANZ: ein Graph G = (V;E), k 2 IIN und Knotenpaare (s1; t1); : : : ; (sk; tk),FRAGE: enth�alt G [Kanten- bzw.] Knoten-disjunkte si � ti�Pfade f�ur i = 1; : : : ; k?NP-vollst�andig [Kar72], sogar schon f�ur planare Graphen [MP93a].Sei G = (V;E) ein Graph und P eine Partition seiner Knotenmenge. Der Graph GjP geht ausG hervor durch Identi�kation der Knoten in jeder Partitionsklasse von P, d.h. GjP hat die Parti-tionsklassen von P als Knotenmenge und zwei Partitionsklassen sind durch eine Kante verbundensind genau dann, wenn es in G eine Kante zwischen einem Knoten der einen und einem Knotender anderen Partitionsklasse gibt. Enth�alt ein Graph k kantendiskunkte spannende B�aume, so gilto�enbar: m(GjP) � k (jPj � 1);wobei jPj die Anzahl der Partitionsklassen von P bezeichnet. Ein tieiegendes Resultat der Gra-phentheorie besagt, da� diese trivialerweise notwendige Bedingung auch schon hinreichend ist:4Die Prozedur Maximum Adjazenz Suche wird sp�ater auch bei der Erkennung chordaler Graphenzur Anwendung kommen, siehe Abschnitt 7.2.



80 KAPITEL 2. NETZWERKFL�USSE UND ZUSAMMENHANGSatz 2.4.8 (Tutte 1961, Nash-Williams 1961) Ein einfacher, zusammenh�angender Graph Gbesitzt eine Menge von k kantendisjunkten spannenden B�aumen genau dann, wennm(GjP) � k (jPj � 1)f�ur alle Partitionen P von V .F�ur einen Beweis siehe auch [Wel76, Chapter 8.4] und [Bol78c]; einen polynomiellenAlgorithmus f�urdieses Problem �ndet man in [RT85, GW92]. F�ur hochgradig kantenzusammenh�angende Graphenkann man daher kantendisjunkte si � ti-Pfade, 1 � i � k, im Voraus berechnen:�Ubung 2.4.9 [Gus83] Sei G ein 2k-kantenzusammenh�angender Graph. Dann enth�alt G minde-stens k kantendisjunkte spannende B�aume.Wie der K2k+1 zeigt, ist dieses Ergebnis bestm�oglich.Im Gegensatz zu Minimum Cut sind auch Maximum Cut (siehe Satz 10.6.1), Bisection(siehe �Ubung 10.7.2),Minimum k-Cut und Multiterminal Cut NP-vollst�andig, vgl. Abschnitt10.6.�Ubung 2.4.10 In kubischen Graphen stimmen Knoten- und Kantenzusammenhangszahl �uberein.�Ubung 2.4.11 a) (Plesn�ik 1975) In Graphen mit diam(G) = 2 gilt �(G) = �(G).[Hinweis: sei F eine minimum trennende Kantenmenge und H1 und H2 die Komponenten vonG� F . Betrachte einen Knoten in der kleineren der beiden Komponenten.]b) Gilt in einem Graphen G der Ordnung mindestens 2 f�ur je zwei nicht benachbarte Knoten uund v, da� d(u) + d(v) � n� 1, dann ist �(G) = �(G).�Ubung 2.4.12 a) F�ur den d-dimensionale W�urfelgraphen Qd gilt �(H) = �(H) = d.b) (Halin 1971) Ein Halin-Graph entsteht aus einem Baum ohne Knoten vom Grad 2, indemman die Bl�atter durch einen Kreis verbindet. F�ur einen Halin-Graphen H gilt: �(H) = �(H) = 3.�Ubung 2.4.13 (Harary 1962) Je h�oher der Zusammenhang bzw. Kantenzusammenhang in ei-nem Kommunikationsnetzwerk (= Graph) ist, desto weniger k�onnen Ausf�alle von Kommunikati-onsstationen bzw. Kommunikationsleitungen die Kommunikation in dem System gef�ahrden. F�urdas Problem, in einem gewichteten Graphen einen k-zusammenh�angenden (k > 1) spannendenSubgraphen minimalen Gewichts zu �nden, gibt es vermutlich keinen e�zienten Algorithmus. Wirwollen das Problem hier in dem Spezialfall l�osen, da� wir uns bei vorgegebener Knotenzahl dieKanten noch aussuchen d�urfen (d.h. G = Kn, w � 1). Bezeichne f(k; n) (g(k; n)) die minimaleAnzahl von Kanten, die ein k-fach (kanten-)zusammenh�angender Graph G = (V;E) mit jV j = n,1 < k < n, haben kann. Zeige:a) f(k; n) � dkn2 e:b) Konstruiere einen Graphen Hk;n, der a) mit Gleichheit erf�ullt.c) Daraus auch g(k; n) = dkn2 e:[Hinweis zu b): Ordne die Knoten auf einem Kreis an und unterscheide die drei F�alle k gerade, kungerade und n gerade, k und n ungerade.]Man verallgemeinere den Algorithmus Kanten Zusammenhang auf gewichtete Graphen:�Ubung 2.4.14 (Nagamochi, Ibaraki 1992b) Es gibt einen O(n3)-Algorithmus f�ur dasminimum-Schnitt-Problem in gewichteten Graphen.�Ubung 2.4.15 F�ur einen Graphen G berechne man in linearer Zeit einen spannenden Baum imKomplement G von G bzw. entscheide, da� G nicht zusammenh�angt.



Kapitel 3Durchlaufbarkeit3.1 Eulersche GraphenDie Geburtsstunde der Graphentheorie macht man heute an einer Arbeit von Euler ausdem Jahre 1736 fest, in der er das sogenannte K�onigsberger Br�uckenproblem l�oste. Gefragtwar hierbei, ob die Br�ucken �uber die Pregel, die das damalige K�onigsberg in vier Stadtteileunterteilte, einen Rundweg erlaubten, der jede der Br�ucken genau einmal �uberquerte.De�nition 3.1.1 Ein Graph G hei�t Eulersch, wenn es einen geschlossenen Kantenzugin G gibt, der alle Kanten von G genau einmal durchl�auft.Ein solcher Zykel wird dann auch Eulerscher Kantenzug genannt. Euler schlo�, da� ineinem Eulerschen Graphen wohl jeder Knoten, da ein Eulerscher Kantenzug genauso oftin ihn hinein- wie herausl�auft, einen geraden Grad haben m�usse und da� es daher einensolchen Rundweg in K�onigsberg nicht geben k�onne, weil die Insel Kneiphof f�unf Br�uckenbesa�. Hierholzer bewies auch den Umkehrschlu�. Eine weitere Charakterisierung durchKreise geht auf Veblen zur�uck.Satz 3.1.2 (Euler 1736; Hierholzer 1873; Veblen 1912)F�ur einen zusammenh�angenden Graphen G sind �aquivalent:(i) G ist Eulersch;(ii) Jeder Knoten in G hat geraden Grad;(iii) Die Kantenmenge von G kann in Kreise zerlegt werden.Beweis. (ii) ) (iii): Da G keine Bl�atter enth�alt, ist G kein Wald und enth�alt daher einenKreis. Wir induzieren �uber die Anzahl k 2 IIN von Kreisen in G. F�ur k = 1 ist die Aussagetrivial. Enthalte G nun also mindestens zwei Kreise. Entfernen wir einen Kreis C aus G, soverbleibt o�enbar wieder ein Graph mit geraden Knotengraden. Nach Induktionsannahmebesitzt dieser eine Kreiszerlegung seiner Kantenmenge. Diese bildet zusammen mit demKreis C eine Kreiszerlegung von E(G).(iii) ) (i): Durch Induktion nach der Anzahl k der Kreise in einer Kreiszerlegung vonG. Klar f�ur k = 1. F�ur beliebiges k � 2 und einen Kreis C der Kreiszerlegung liefert dieInduktionsannahme einen Eulerzug f�ur jede Komponente des Graphen (V;E nE(C)). DaG zusammenh�angt, enth�alt der Eulerzug in jeder solchen Komponente mindestens einen81



82 KAPITEL 3. DURCHLAUFBARKEITKreisknoten. Flicke die Eulerz�uge der Komponenten an diesen Stellen in den Kreis C ein.2Eine unmittelbare Folgerung aus Satz 3.1.2 ist, da� Eulersche Graphen in linearer Zeitanhand der geraden Knotengrade erkannt werden k�onnen.Wir kommen damit zu dem Problem, wie man einen Eulerschen Kantenzug in ei-nem gegebenen Eulerschen Graphen konstruiert.1 Der im folgenden dargestellte lineareAlgorithmus geht auf Hierholzer zur�uck. Wenn man, beginnend in einem beliebigenStartknoten v 2 V , einfach losl�auft und seinen Weg stets mit einer noch nicht benutztenKante fortsetzt, so kann man, da alle Knoten geraden Grad haben, in keinem Knoten(au�er v selbst) "steckenbleiben\ und man kehrt schlie�lich wieder zum Ausgangsknotenv zur�uck. O�ensichtlich ist man einen Zykel in G abgelaufen. Man macht sich leicht aneinem Beispiel klar, da� dieses Verfahren nicht notwendig einen Eulerschen Kantenzugproduziert. Der Beweis des obigen Satzes 3.1.2 legt das folgende Vorgehen nahe: In ei-ner ersten Phase zerlegt man die Kantenmenge des Graphen in disjunkte Zykeln, indemman obiges Verfahren zur Konstruktion eines Zykels iteriert, wobei die Kanten eines kon-struierten Zykels jeweils aus dem Graph entfernt werden { beachte hierzu, da� auch imRestgraphen, d.h. nach Herausnahme eines Zykels, alle Knotengrade gerade sind. In einerzweiten Phase werden die Zykeln ineinander geh�angt. Es ist nun leider nicht klar, wie diezweite Phase in linearer Zeit realisiert werden kann.2Eine einfache L�osung besteht jedoch darin, beide Phasen untereinander zu ver-schr�anken. Wir konstruieren also, beginnend in einem beliebigen Startknoten v0, einenersten Zykel Z in G und entfernen die Kanten von Z aus G. Die Knotengrade im Rest-graphen G� Z sind wiederum allesamt gerade. Die entscheidende Beobachtung aus demBeweisteil (iii) ) (i) von Satz 3.1.2 ist:der Restgraph G�Z enth�alt (aufgrund des Zusammenhangs von G) noch Kan-ten genau dann, wenn es einen auf Z liegenden Knoten gibt, an dem Kantenaus G� Z anliegen.Wir laufen also den bereits konstruierten Zykel Z, beginnend in v0, zur Kontrolle nochmalsab und pr�ufen an jedem Knoten z, ob an ihm noch Kanten aus G � Z anliegen. Fallsja, werden vom Knoten z aus im Graphen G � Z solange disjunkte Zykel konstruiertund hinter der aktuellen Position im Zykel Z in den Zykel Z eingef�ugt, bis an z keineKanten aus G�Z mehr anliegen. Aufgrund der Gradbedingung kann stets ein neuer Zykelkonstruiert werden, solange an einem Knoten z noch Kanten aus G�Z anliegen. Dadurchwiederum, da� die neu konstruierten Zykel hinter der aktuellen Position in den bestehendenKantenzug eingef�ugt werden, wird gew�ahrleistet, da� der Kontrolldurchlauf sp�ater auchdie neu eingef�ugten Zykel abl�auft. Weil G zusammenh�angend ist, werden w�ahrend desKontrolldurchlaufs schlie�lich alle Kanten von G in den Kantenzug aufgenommen.Eine PASCAL-Implementierung dieses Algorithmus (siehe n�achste Seite) verwendetfolgende Variablen. Der zu konstruierende Eulersche Kantenzug v0; v1; : : : ; vm = v0 inG wird durch eine einfach verkettete Knotenliste codiert; Der Zeiger EulerZug verweistauf den ersten Listeneintrag. Der Zeiger Position weist auf diejenige Stelle des EulerschenKantenzuges, an der sich der Kontrolldurchgang gerade be�ndet. Der Zeiger Position wird1Ein verbreitetes Verfahren hierf�ur ist der br�uckenvermeidende Algorithmus von Fleury, siehe [BM76,Ber85, Gib85, LO86, TS92, Aig93, Bry93, CH94, Wes95]. Er ist jedoch nicht linear.2f�ur eine L�osung siehe jedoch [AIS87]



3.1. EULERSCHE GRAPHEN 83erst wieder NIL am Ende der Liste des Eulerschen Kantenzugs, wenn also alle Kanten vonG eingeh�angt wurden. 3Proposition 3.1.3 In einem zusammenh�angenden Eulerschen Graphen G konstruiert derAlgorithmus Hierholzer einen Eulerschen Kantenzug in Zeit O(n +m).Beweis. Da� die Liste, auf die EulerZug verweist, einen Eulerschen Kantenzug darstellt,sahen wir bereits. Zur Laufzeit: Jede Kante von G wird genau einmal in einen Zykelaufgenommen und anschlie�end aus G entfernt. Da die Knotenliste des Eulerzugs genaum + 1 viele Knoten enth�alt, ist der Aufwand f�ur den Kontrolldurchlauf sicher O(m),wenn wir in konstanter Zeit entscheiden k�onnen, ob an einem Knoten u noch Kanten ausG�Z anliegen, und gegebenenfalls einen Nachbarn v 2 �(u) ausw�ahlen k�onnen. Dies ist,codiert man G durch eine Adjazenzliste, gew�ahrleistet. Die Laufzeit des Algorithmus istalso sicherlich linear, wenn es gelingt, das Entfernen von Kanten aus einem durch eineAdjazenzliste gegebenen Graphen G in insgesamt linearer Zeit zu realisieren (beachte:die Position der Kante fu; vg ist zun�achst nur in der Adjazenzliste des Endknotens ubekannt!). Hierf�ur bieten sich die folgenden beiden L�osungsm�oglichkeiten an.(1.) Die Adjazenzlisten werden doppelt verkettet (vorw�arts und r�uckw�arts), und es wirdzus�atzlich ein Referenzfeld verwaltet, das f�ur jede Kante auf jeweils beide Adjazenzlisten-Eintr�age verweist. Dann kann eine Kante in konstanter Zeit gel�oscht werden. Genausogutkann auch bei jedem Eintrag f�ur einen Nachbarn v in der Adjazenzliste eines Knotensu ein Zeiger auf den entsprechenden Eintrag von u in der Adjazenzliste von v vermerktwerden.(2.) Man f�uhrt ein Boolesches Referenzfeld, das f�ur jede Kante angibt, ob sie noch imGraphen enthalten ist oder ob sie schon in den Eulerschen Kantenzug aufgenommen wurde.Eine Kante fu; vg wird dann in dem Augenblick, in dem sie in den Eulerschen Kantenzugaufgenommen wird, aus der Adjazenzliste desjenigen Endknotens gel�oscht, von dem aus siegefunden wurde (das ist der Knoten u in obigem Algorithmus), und aus der Adjazenzlistedes anderen Endknotens (d.h. von v) erst, wenn an diesem Knoten irgendwann einmaleine inzidierende Kante bzw. ein Nachbar gesucht wird: bei der Suche nach inzidierendenKanten (im Kopf der inneren WHILE-Schleife) ist bei dieser Variante also stets zu pr�ufen, obdie Kanten der Adjazenzliste auch tats�achlich noch im Graphen enthalten sind; st�o�t manauf eine bereits gel�oschte Kante, so ist sie unmittelbar aus der Adjazenzliste zu l�oschen,damit man sie sp�ater nicht noch �ofter "anfa�t\. Dann fa�t die Operation "L�oschen einerKante\ bis zur Vollendung des Eulerschen Kantenzuges jede Kante des Graphen genauzweimal an und ben�otigt mithin O(m) Rechenoperationen. 2
3Um exemplarisch den Umgang mit Zeigervariablen zu demonstrieren, weichen wir hier von unserersonst eher abstrakten Darstellungsweise von Algorithmen ab.



84 KAPITEL 3. DURCHLAUFBARKEITPROCEDURE Konstruiere Zykel (Position:"ZykelElement; var G:Graph);BEGINfvon Position":Knoten aus einen neuen Zykel konstruieren...gf...und hinter Position in den bestehenden Kantenzug einh�angen:gFortsetzung := Position":next;Z := Position;u := Position":Knoten;REPEATw�ahle v 2 �(u);E := E n fu; vg;fdie Kante fu; vg in den Zykel einf�ugen:gnew (Z " :next);Z := Z " :next;Z " :Knoten := v;u := v;UNTIL u = Position":Knoten;fEnde des neu konstruierten Zykels...gf...mit dem Rest des bisherigen Eulerzugs verkn�upfen:gZ":next := Fortsetzung;END; fKonstruiere ZykelgPROCEDURE Hierholzer (G, var EulerZug:"ZykelElement);BEGINw�ahle einen Startknoten v0 2 V ;new (EulerZug);EulerZug " :Knoten := v0;EulerZug " :next := NIL;Position := EulerZug;REPEATfliegen an Position":Knoten Kanten an,...gf...die noch nicht in den Kantenzug aufgenommen wurden?gWHILE �(Position":Knoten) 6= ; DO BEGINfan der Stelle Position einen neuen Zykel einh�angen:gKonstruiere Zykel (Position;G);END;fden Kontrolldurchlauf fortsetzen:gPosition := Position " :next;UNTIL Position":next = NIL;END; fHierholzerg



3.1. EULERSCHE GRAPHEN 85Anmerkungen und �UbungenZu dem Problem, in einem nicht notwendig Eulerschen, zweifach kantenzusammenh�angenden Gra-phen G eine �Uberdeckung der Kanten von G durch Kreise aus m�oglichst wenigen Kanten zu �nden,siehe [Jac93].�Ubung 3.1.4 Der Linegraph eines Eulerschen Graphen ist Eulersch.�Ubung 3.1.5 Sei G ein zusammenh�angender Graph mit 2k Knoten ungeraden Grades (vgl. �Ubung1.1.1). Dann l�a�t sich seine Kantenmenge in k (o�ene) Wege zerlegen und nicht in weniger.�Ubung 3.1.6 Ein zusammenh�angender Graph ist Eulersch genau dann, wenn jeder Schnitt geradeviele Kanten enth�alt.�Ubung 3.1.7 (Toida 1973; McKee 1984) Ein zusammenh�angender Graph ist Eulersch genaudann, wenn jede Kante in ungerade vielen Kreisen enthalten ist [Hinweis: benutze Satz 3.1.2(ii).Bei ")\ bestimme f�ur eine Kante e = fu; vg 2 E zun�achst die Parit�at der Anzahl aller u�v�Wegein G� e].�Ubung 3.1.8 Ein Graph G hei�e willk�urlich durchlaufbar von einem Knoten v 2 V aus, wenn manstets einen Eulerschen Kantenzug in G erh�alt, wie auch immer man die Kanten von G, beginnendin v, abl�auft.a) (Ore 1951) Ein Graph ist willk�urlich durchlaufbar von v 2 V aus genau dann, wenn jeder Kreisin G den Knoten v enth�alt.Wenn G von v aus willk�urlich durchlaufbar ist, sob) (B�abler 1953) ist d(v) = �(G);c) (Harary 1957) kann nur v ein Artikulationsknoten von G sein.De Bruijn-Folgen. Eine 0-1-Folge, deren Zi�ern { auf einem Kreis angeordnet { kein k-Tupelx 2 f0; 1gk doppelt enthalten, ist o�enbar h�ochstens jf0; 1gkj = 2k Bits lang. Eine Folge, die aufeinem Kreis angeordnet alle k-Tupel x 2 f0; 1gk enth�alt, ist wiederum mindestens 2k Bits lang.Tats�achlich gilt auch hier ein Max-Min-Satz:�Ubung 3.1.9 a) Formuliere den Satz 3.1.2 f�ur gerichtete Graphen.b) (De Rivi�ere, Flye Sainte-Marie 1894) F�ur jedes k 2 IIN gibt es eine 0-1-Folge der L�ange2k, die { auf einem Kreis angeordnet { jedes k-Tupel x 2 f0; 1gk genau einmal enth�alt[Hinweis: konstruiere einen gerichteten Graphen auf den (k � 1)-Tupeln �uber f0; 1g].



86 KAPITEL 3. DURCHLAUFBARKEIT3.2 Hamiltonsche GraphenEin dem Problem des Eulerschen Kantenzuges nur scheinbar verwandtes Problem be-steht darin, einen Kreis in einem Graphen zu �nden, der jeden Knoten (genau einmal)durchl�auft. Ein solcher aufspannender Kreis in einem Graphen hei�t dem irischen Mathe-matiker Sir W.R. Hamilton [Hamil] zu Ehren Hamiltonkreis. Ein Hamiltonpfad ist einPfad, der alle Knoten tri�t. Beachte, da� Kreise wie auch Pfade nach De�nition kreuzungs-frei sind. Ein Kreis (ein Pfad) in einem Graphen ist also genau dann ein Hamiltonkreis (einHamiltonpfad), wenn er L�ange n (bzw. n�1) hat. Ein Graph hei�t nun Hamiltonsch, wenner einen Hamiltonkreis besitzt. Hamiltonmachte die Frage, welche Graphen Hamiltonschsind, popul�ar durch ein von ihm 1859 herausgegebenes Spiel, bei dem ein Hamiltonkreisim Ecken-Kanten-Graph des Dodekaeders (vgl. Seite 181) gesucht war. Trivialerweise sindz.B. Linegraphen von Eulerschen Graphen oder auch vollst�andige Graphen Hamiltonsch.Hier gilt sogar�Ubung 3.2.1 Die Kantenmenge des Kn, n � 2, zerf�allt in kantendisjunktea) Hamiltonpfade genau dann, wenn n gerade ist;b) Hamiltonkreise genau dann, wenn n ungerade ist.Ein Hamiltonscher Graph G ist nat�urlich zweifach zusammenh�angend. Genauer gilt, wieman sich an einem Hamiltonschen Kreis in G klar macht:Lemma 3.2.2 Sei G ein Hamiltonscher Graph. Dann hat f�ur alle ; 6= S � V der GraphG� S h�ochstens jSj Komponenten. 2Der n�achste Graph zeigt jedoch, da� diese Bedingung nicht hinreichend ist:����Leider lassen sich Hamiltonsche Graphen nicht so einfach charakterisieren wie Euler-sche Graphen. Wie der n�achste Satz zeigt, gibt es vermutlich auch keinen Algorithmus,einen Hamiltonkreis in einem Graphen zu �nden, der wesentlich e�zienter ist als der ex-ponentielle Algorithmus, alle n-elementigen Teilmengen von E daraufhin zu �uberpr�ufen,ob sie einen Hamiltonkreis darstellen.Satz 3.2.3 (Karp 1972) Das Problem Hamiltonian Circuit:INSTANZ: ein Graph G = (V;E),FRAGE: besitzt G einen Hamiltonkreis?ist NP-vollst�andig. 2F�ur einen Beweis siehe [GJ79, PS82, Rei90, Koz92, Weg93, Jun94].Korollar 3.2.4 Das Problem Circumference, den Umfang, d.h. die L�ange eines l�ang-sten Kreises, eines Graphen zu bestimmen, ist NP-schwer.



3.2. HAMILTONSCHE GRAPHEN 87Man beachte, da� wir im Gegensatz dazu die L�ange eines k�urzesten Kreises (i.e. die Tail-lenweite) in polynomieller Zeit bestimmen konnten, siehe �Ubung 1.3.8.Aufgrund der Klassi�zierung des Hamiltonkreis-Problems als NP-vollst�andig interes-siert man sich f�ur hinreichende Bedingungen daf�ur, wann ein Graph Hamiltonsch ist. SolcheBedingungen besagen meistens, da� der Graph eine gewisse Dichte (Anzahl der Kantenin Relation zur Anzahl Knoten) haben mu� - oft formuliert durch eine Forderung an denMinimalgrad �(G). Wie jedoch der Kreis Cn zeigt, m�ussen Dichte oder Minimalgrad einesHamiltonschen Graphen nicht notwendig gro� sein. Ein Graph mit der Dichte d = m=nbesitzt aber beispielsweise immerhin einen Kreis der L�ange 
(d), vgl. Proposition 1.1.3.Des weiteren kann man �Ubung 2.2.10 auch so lesen, da� ein Graph auf mindestens dreiKnoten mit �(G) � dn=2e, der mithin auch Minimalgrad �(G) � dn=2e hat, Hamiltonschist. Das folgende Lemma ist der Schl�ussel, um diese Aussage erheblich zu verallgemeinernund insbesondere die hinreichende Bedingung handhabbarer zu machen.Lemma 3.2.5 (Bondy, Chv�atal 1976) Seien u und v zwei nichtadjazente Knoten einesGraphen der Ordnung n mit d(u) + d(v) � n. Dann ist G Hamiltonsch genau dann, wennG+ fu; vg Hamiltonsch ist.Beweis. Wenn G Hamiltonsch ist, dann nat�urlich auch G + fu; vg. Sei also G + fu; vgHamiltonsch mit einem Hamiltonkreis C. Falls C die Kante fu; vg nicht benutzt, so istC o�ensichtlich auch ein Hamiltonkreis in G. Sei andernfalls C = (u = v1; : : : ; vn = v).Es gen�ugt nun, einen Index i 2 f2; : : : ; n � 2g zu �nden, so da� eR := fu; vi+1g 2 Eund eL := fvi; vg 2 E, denn wenn man die Kanten fu; vg und fvi; vi+1g aus C entferntund die Kanten eR und eL hinzuf�ugt, erh�alt man einen Hamiltonkreis in G. Genau einesolche "�Uberkreuzung\ wird aber durch die Bedingung d(u) + d(v) � n garantiert: SeiR := f2 � i � n � 2 : fu; vi+1g 2 Eg die Menge der Indizes i, so da� es f�ur die Kantefvi; vi+1g die eR-Kante gibt, und entsprechend L := f2 � i � n � 2 : fvi; vg 2 Egdie Menge der Indizes i, so da� es f�ur die Kante fvi; vi+1g die eL-Kante gibt. WegenL [R � f2; : : : ; n� 2g gilt o�enbar jL [Rj � n� 3. Wegen R = fj : vj+1 2 �G(u)g n f1gund L = fj : vj 2 �G(v)g n fn� 1g gilt aberjRj+ jLj = d(u)� 1 + d(v)� 1 � n � 2 > jL [Rj:Also ist R \ L 6= ;. 2Die k-te Hamiltonh�ulle Hk(G) eines Graphen G ist wie folgt rekursiv de�niert. Falls es inG nichtadjazente Knoten u und v gibt mit d(u)+d(v) � k, so sei Hk(G) := Hk(G+fu; vg),sonst Hk(G) := G. �Uberlegen wir uns zun�achst:Lemma 3.2.6 Die k-te Hamiltonh�ulle ist f�ur jedes k 2 IIN wohlde�niert.Beweis. Seien G1 = (V;E _[ff1; : : : ; fl1g) und G2 = (V;E _[fg1; : : : ; gl2g) zwei k-te Ha-miltonh�ullen des Graphen G = (V;E). o.B.d.A. sei l1 � l2. Angenommen nun, es g�alteG1 6= G2. Sei dann fi = fx; yg die erste Kante aus G1, die nicht auch in G2 vorkommt.De�niere H = (V;E[ ff1; : : : ; fi�1g). Nach De�nition von G1 gilt dH(x)+ dH(y) � k. DaH aber auch Subgraph von G2 ist, folgt dG2(x) + dG2(y) � k, Widerspruch. 2Aus Lemma 3.2.5 schlie�en wir nun induktiv denSatz 3.2.7 (Bondy, Chv�atal 1976)Ein Graph ist Hamiltonsch genau dann, wenn seine n-te Hamiltonh�ulle Hamiltonsch ist.



88 KAPITEL 3. DURCHLAUFBARKEITDa vollst�andige Graphen Hamiltonsch sind, erhalten wir daraus:Korollar 3.2.8 (Ore 1960) Ist in einem Graphen G der Ordnung mindestens 3 dieGradsumme aller Paare nicht benachbarter Knoten � n, so ist G Hamiltonsch. 2Korollar 3.2.9 (Dirac 1952) Ein Graph G der Ordnung mindestens 3 mit Minimalgrad�(G) � n=2 ist Hamiltonsch. 2Beachte dazu, da� es Graphen mit �(G) = n=2�1 gibt, die nicht einmal zusammenh�angendsind (Beispiel?)! DerKr;r+1 hingegen ist sogar r-zusammenh�angend und erf�ullt �(Kr;r+1) =n�12 , ist aber nicht Hamiltonsch (warum?).Von einer ganz anderen Art ist die folgende Bedingung, wann ein Graph (oder auchdie Hamiltonh�ulle eines Graphen) einen Hamiltonkreis besitzt.Satz 3.2.10 (Chv�atal, Erd}os 1972) F�ur einen Graphen G der Ordnung � 3 gilt:�(G) � �(G) ) G Hamiltonsch:Beweis. Aus �(G) = 1 folgt G = Kn. Sei also o.B.d.A. � � � � 2, und C ein Kreisin G. Falls jCj < n, so sei S eine Zusammenhangskomponente von G[V n C] und T =C \ Ss2S �(s) die Menge der Knoten auf C, die Nachbarn in S haben. Aufgrund deszweifachen Zusammenhangs von G gilt jT j � 2. Da G[S] zusammenh�angt, sind je zweiKnoten v1 und v2 aus T durch einen v1� v2�Pfad miteinander verbunden, der nur innereKnoten aus S benutzt. Sei C = (v1; : : : ; vl) und bezeichne v�i den Nachfolger des Knotens viauf C unter einer bestimmten Orientierung des Kreises. Wenn f�ur ein vi 2 T auch v�i 2 T ,so k�onnen wir o�enbar den Kreis C dadurch verl�angern, da� wir die Kante fvi; v�i g durchden vi � v�i�Pfad durch S ersetzen. Dies gilt sogar allgemeiner, wann immer fv�i ; v�j g 2 Ef�ur fvi; vjg � T : man entfernt die Kanten fvi; v�i g und fvj ; v�jg aus C und vervollst�andigtwieder durch Einf�ugen der Kante fv�i ; v�jg und des vi � vj�Pfades durch S zu eineml�angeren Kreis.Die Voraussetzung � � � garantiert nun, da� stets so vorgegangen werden kann, solangejCj < n: Sei T � := ft�jt 2 Tg. Angenommen, jCj < n und wir k�onnten den Kreis C nichtmehr wie angegeben verl�angern. Dann ist einerseits fs; t�g 62 E f�ur alle s 2 S und allet 2 T () jT �j = jT j) und andererseits T � stabil. Mithin ist sogar T � + s f�ur jedes s 2 Sstabil. Da nun T eine trennende Knotenmenge in G ist, erhalten wir den Widerspruch�(G) � jT j = jT �j < jT � + sj � �(G): 2Der Satz ist bestm�oglich in dem Sinn, da� es nicht-Hamiltonsche Graphen mit �(G) =�(G) + 1 gibt; Beispiele solcher Graphen sind der Petersen-Graph4:����4Dem Petersen-Graphen ist sogar ein ganzes Buch gewidmet worden, siehe [HS93].



3.2. HAMILTONSCHE GRAPHEN 89und der bereits erw�ahnte Kr;r+1. Zwei in einem Knoten verheftete Dreiecke zeigen zudem,da� das Resultat nicht auf Graphen mit �(G) � �(G) verallgemeinert.W�ahrend das Problem, einen Hamiltonkreis zu �nden, nach Satz 3.2.3 i.a. NP-schwerist, liefert der obige Beweis f�ur Graphen, die die Bedingung aus Satz 3.2.10 von Chv�atalund Erd}os erf�ullen, einen polynomiellen Algorithmus, um diesen auch zu konstruieren:der anf�angliche Kreis C kann wie in Proposition 1.1.3 konstruiert werden; dieser mu�anschlie�end o�enbar h�ochstens (n� 3)�mal wie im Beweis verl�angert werden.Korollar 3.2.11 Es gibt einen O(n �m)-Algorithmus, der in einem Graphen G entwedereinen Hamiltonkreis �ndet oder aber eine stabile Menge S und eine trennende Menge Tin G ausgibt mit jT j < jSj. 2Wie die n�achste Proposition zeigt, verallgemeinert die Bedingung von Chv�atal undErd}os aus Satz 3.2.10 die Bedingung von Ore aus Korollar 3.2.8. Der obige Algorithmus�ndet also auch in Graphen, die der Ore-Bedingung gen�ugen, einen Hamiltonkreis.Proposition 3.2.12 (Bondy 1978) Sei G ein Graph der Ordnung mindestens drei unddie Gradsumme nicht benachbarter Knoten von G mindestens n. Dann gilt �(G) � �(G).Beweis. Wir zeigen jSj � jAj f�ur jede stabile Knotenmenge S und jede trennende Kno-tenmenge A. Im Fall S � A ist nichts mehr zu zeigen. Sei andernfalls X eine Zusammen-hangskomponente von G� A mit S \X 6= ;. Sei x 2 S \X und Y := V n (A [X). Wirunterscheiden:Fall 1: S \ Y = ;.Sei y 2 Y beliebig. Da x und y in verschiedenen Komponenten von G�A liegen und dahernicht adjazent sind, gilt nach Voraussetzungn � j�(x)j+ j�(y)j� j(X [ A) n Sj+ jY j+ jAj � 1= n� jSj+ jAj � 1und also sogar jSj < jAj.Fall 2: S \ Y 6= ;.Sei nun y 2 S \ Y . Dann gilt �ahnlich wie ebenn � j�(x)j+ j�(y)j� jX n Sj+ jA n Sj+ jY n Sj+ jA n Sj� jV n Sj+ jAj = n� jSj+ jAj: 2Graphen, die die Bedingung aus Korollar 3.2.8 erf�ullen, haben tats�achlich eine nocherheblich speziellere Struktur: sie besitzen eine Anordnung v1; : : : ; vn der Knoten, so da�G[fv1; : : : ; vkg] einen Ck enth�alt, k = 1; : : : ; n, mit Ausnahme der F�alle, da� G geradeOrdnung hat und isomorph ist entweder zum Kn=2;n=2 oder zum Graphen Kn=2�K2, deraus zwei Kopien des Kn=2 besteht, so da� jeder Knoten jeweils mit genau einem Knotenaus der anderen Kopie verbunden ist [Hen90].Wie gesehen, ist das Problem, die L�ange eines l�angsten Kreises (den Umfang) in einemGraphen zu bestimmen, NP-schwer. Da jeder Kreis in einem Block enthalten ist, ist es



90 KAPITEL 3. DURCHLAUFBARKEITnur nat�urlich, l�angste Kreise in 2-zusammenh�angenden Graphen zu suchen. Der folgendeSatz verbessert Lemma 1.1.3 f�ur 2-zusammenh�angende Graphen und zeigt, da� jeder 2-zusammenh�angende Graph schon einen Kreis der L�ange mindestens minfn; 2�(G)g enth�alt.Dies bedeutet, da� in �Ubung 2.2.10 der Zusammenhang nicht die entscheidende Rolle spielt(vgl. Proposition 2.4.2 und anschlie�ende Bemerkung).Satz 3.2.13 (Ore 1960;Bermond 1976; Linial 1976) Sei G ein 2-zusammenh�angenderGraph, so da� f�ur je zwei nicht adjazente Knoten u und v gilt: d(u) + d(v) � d. Dannbesitzt G einen Kreis der L�ange mindestens minfn; dg.Der Graph, der aus zwei Kn+12 besteht, die in einem Knoten zusammengeheftet sind,zeigt, da� es hier tats�achlich notwendig ist, 2-Zusammenhang vorauszusetzen. Auch die-ser Satz impliziert die Korollare 3.2.8 und 3.2.9, da deren Voraussetzungen implizit den2-Zusammenhang mit beinhalten (angenommen, ein solcher Graph G enthielte eine Arti-kulation a; seien X und Y zwei Komponenten in G � a sowie x 2 X und y 2 Y . Dannsind x und y nicht benachbart und h�atten daher wegen d(x) + d(y) � n mindestens zweiNachbarn gemeinsam, Widerspruch).Beweis von Satz 3.2.13 (nach [Lov79]).Schritt I: Konstruktion eines "langen\ Pfades in G. Beginne mit einem beliebigen PfadP = (v0; : : : ; v`). In Erweiterung der Beweisidee von Proposition 1.1.3 gibt es (solangeV (P ) 6= V ist) zwei M�oglichkeiten, den Pfad P zu verl�angern bzw. aus P einen l�angerenPfad zu konstruieren:(1.) Man kann den Pfad �uber beide Endknoten hinweg solange verl�angern,bis �(v0) � P � �(v`);(2.) Falls es einen Index i 2 f1; : : : ; `�2g gibt, so da� fv0; vi+1g 2 E und fvi; v`g 2 E, soenth�alt der Kreis C := (v0; : : : ; vi; v`; : : : ; vi+1) alle Pfadknoten. Falls fv0; v`g 2 E,so enth�alt C := (v0; : : : ; v`) alle Pfadknoten. Wegen V (P ) 6= V gibt es einen Knotenx 2 V n V (P ), der aufgrund des Zusammenhangs von G durch einen x � C�Pfadmit C verbunden ist. Sei vk, 0 � k � `, der erste Knoten dieses Pfades, der auf Cliegt. Dann ist (x; : : : ; vk; : : : ; v`; v0; : : : ; vk�1) ein l�angerer Pfad als P .Den jeweils erhaltenen Pfad wollen wir dann wieder P nennen. Man f�uhre nun beide Ope-rationen im Wechsel solange durch, bis V (P ) = V oder sich keine der beiden Operationenmehr anwenden l�a�t.Schritt II: Konstruktion eines Kreises C auf Grundlage des in Schritt I erhaltenen PfadesP = (v0; : : : ; v`). Falls fv0; v`g 2 E, so mu� (v0; : : : ; v`; v0) wegen (2.) schon ein Hamilton-kreis sein. Sei also o.B.d.A. fv0; v`g 62 E. Wegen (1.) liegen die Nachbarn der Endknotendes Pfades P alle auf P . Wir unterscheiden:Fall 1: 9i; j : 1 � i < j � `� 1 ^ fv0; vjg 2 E ^ fvi; v`g 2 ESeien solche i und j mit jj� ij != min gew�ahlt. Aus (2.) folgt, da� dist := jj� ij > 1. NachWahl von i und j ist keiner der Knoten vi+1; : : : ; vj�1 auf dem Pfadabschnitt zwischen viund vj mit v0 oder v` benachbart. Der Kreis C := (v0; : : : ; vi; v`; : : : ; vj; v0) enth�alt alsomindestens die Knoten v` und �(v`) sowie alle Knoten auf P bis auf vj�1 (6= vi), dieVorg�anger auf P von Nachbarn von v0 sind. Wegen dist > 1 sind diese 1+d(v`)+(d(v0)�1) � d Knoten alle verschieden.



3.2. HAMILTONSCHE GRAPHEN 91Fall 2: i := max fk : vk 2 �(v0)g � min fk : vk 2 �(v`)g =: jBetrachte die Kreise Ci := (v0; : : : ; vi; v0) und Cj := (vj ; : : : ; v`; vj). Aufgrund des 2-Zusammenhangs von G gibt es zwei knotendisjunkte Ci � Cj�Pfade, die jeweils nur ihreEndknoten mit den Kreisen Ci und Cj gemeinsam haben (um dies einzusehen, f�uge manauf einer Kante ei auf Ci und einer Kante ej auf Cj je einen Knoten zi bzw. zj ein. Derentstehende Graph ist wiederum 2-zusammenh�angend, besitzt also zwei knotendisjunk-te zi � zj�Pfade, aus denen sich die gew�unschten Ci � Cj�Pfade konstruieren lassen).O.B.d.A. beginnt einer beiden Ci � Cj�Pfade in vi (falls nicht, so laufe man von vi aufP in Richtung vj , bis man auf vj oder einen der Pfade P1 oder P2 tri�t; wenn man aufeinen Pfad gesto�en ist, ersetzt man dessen Anfangsst�uck, ansonsten komplett einen derPfade P1 oder P2). Analog endet o.B.d.A. einer der Pfade in vj . Ob einer der beidenPfade P1 und P2 nun ein vi � vj�Pfad ist oder nicht, in jedem einzelnen dieser F�allekonstruiert man leicht einen Kreis C, der die Pfade P1 und P2 enth�alt und alle der Knotenv0;�(v0); v`;�(v`). Da �(v0) und �(v`) h�ochstens einen Knoten gemeinsam haben (fallsn�amlich i = j), enth�alt der Kreis C also mindestens d(v0) + 1+ d(v`) + 1� 1 � d+1 vieleKnoten. 2Der Beweis ergibt dar�uberhinaus die folgende Versch�arfung von Proposition 1.1.3 f�ur Pfa-de.Korollar 3.2.14 Sei G ein Graph und d := min fd(u)+d(v) : u und v nicht benachbartg.Dann gilt d � 2�(G), und G enth�alt einen Pfad auf mindestensminfn; 1+dg vielen Knoten.�Ubungen und Anmerkungen�Ubung 3.2.15 Man gebe vier Graphen an, die jeweils Eulersch bzw. nicht Eulersch und zugleichHamiltonsch bzw. nicht Hamiltonsch sind.�Ubung 3.2.16 a) F�ur einen bipartiten Hamiltonschen Graphen G = (V1; V2; E) gilt: jV1j = jV2j.b) Der zweidimensionale Gittergraph Pr � Ps ist Hamiltonsch genau dann, wenn r oder s geradeist.�Ubung 3.2.17 [Gil58] Der d-dimensionale W�urfel Qd, d � 2, ist Hamiltonsch.Das ProblemHamiltonian Circuit bleibt NP-vollst�andig f�ur Linegraphen [Ber81]. Es gilt jedoch:�Ubung 3.2.18 Der Linegraph eines Hamiltonschen Graphen ist Hamiltonsch.�Ubung 3.2.19 a) [Kri75] Hamiltonian Circuit ist NP-vollst�andig f�ur bipartite Graphen.b) Das Entscheidungsproblem Hamiltonian Path: "gegeben ein Graph - enth�alt er einen Ha-miltonpfad?\ ist NP-vollst�andig. [Hinweis: F�ur einen Knoten u 2 V durchl�auft ein Hamiltonkreisin G genau zwei Kanten der Form fu; vig mit vi 2 �(u). Modi�ziere G so, da� jeder Hamiltonpfadin G0 genau eine dieser Kanten benutzt.]Hamiltonian Circuit bleibt selbst f�ur 3-zusammenh�angende, kubische, planare [GJT76] oder3-zusammenh�angende, kubische, bipartite [ANS80] Graphen NP-vollst�andig.�Ubung 3.2.20 Das Problem, in einem Graphen G einen spannenden Baum von minimalem Ma-ximalgrad zu konstruieren, ist NP-schwer.�Uberraschenderweise gibt es jedoch einen polynomiellen Algorithmus, der einen spannenden Baumin G konstruiert, dessen Maximalgrad den minimal m�oglichen Maximalgrad nur um h�ochstens 1�uberschreitet [FR94].



92 KAPITEL 3. DURCHLAUFBARKEIT�Ubung 3.2.21 (Nash-Williams 1971)Ein r-regul�arer Graph der Ordnung 2r+ 1 ist Hamiltonsch.Beachte, da� der Satz 3.2.7 hier nicht greift. Au�erdem ist die Aussage bestm�oglich hinsichtlich derOrdnung: der Graph Kr+1[Kr+1 ist trivialerweise nicht Hamiltonsch. F�ur Graphen allerdings, diedie ohnehin notwendige Bedingung des 2-Zusammenhangs erf�ullen, wurde die Aussage sukzessiveversch�arft. Das bestm�ogliche Resultat ist, siehe [Vos91]: Ein 2-zusammenh�angender r-regul�arerGraph G mit n � 3r + 3, r � 3, ist Hamiltonsch, au�er G ist der Petersen-Graph oder derPetersen-Graph, bei dem ein Knoten durch ein Dreieck ersetzt wurde.�Ubung 3.2.22 Man konstruiere a) einen zusammenh�angenden 4-regul�aren Graphen auf 11 Kno-ten b) einen 2-zusammenh�angenden, 4-regul�aren Graphen jeweils ohne Hamiltonkreis.[Hinweis: evtl. Lemma 3.2.2]�Ubung 3.2.23 [R�ed34] Ein Turnier ist ein vollst�andiger Graph Kn = (V; �V2�), wobei jeder Kanteeine Richtung zugewiesen ist, d.h. f�ur jede Kante e 2 �V2� ist einer seiner Endknoten als Kopf, derandere als Fu� ausgezeichnet und die Kante vom Fu� zum Kopf gerichtet. Jedes Turnier enth�alteinen (gerichteten) Hamiltonpfad, d.h. eine Anordnung der Knoten v1; : : : ; vn, so da� f�ur i =1; : : : ; n� 1 die Kante fvi; vi+1g von vi nach vi+1 gerichtet ist.F�ur einen Graphen G bezeichne�(G) := min � hA; �AijAjj �Aj : A � V; ; 6= A 6= V� 2 [0; 1]die Schnittdichte (engl. bisection width) von G; ihre Berechnung ist NP-schwer [MS90].�Ubung 3.2.24 (Lu 1992) a) 4�(G)n2 � �(G) � 2�(G)n+�(G) :b) �(G) � (2��(G))�(G)n ) G Hamiltonsch:Tats�achlich ist ein Graph G der Ordnung mindestens 3 schon Hamiltonsch, wenn er nur �(G) ��(G)=n erf�ullt [Lu92, Lu94]. Dieses Ergebnis ist aufgrund des Kr;r+1 scharf. Der Graph G :=(K2r;2r [K2r;2r) �K3r (wobei die Operation � vollst�andiges Verbinden meint) beispielsweise mit�(G) = 4r, �(G) = 3r und �(G) = 3=7 ist nach diesem Kriterium, aber nicht nach Satz 3.2.10Hamiltonsch.�Ubung 3.2.25 (Ore 1960) Ist in einem Graphen G die Gradsumme nicht benachbarter Knotenmindestens n� 1, so besitzt G einen Hamiltonpfad.Ein Graph hei�t Hamiltonsch zusammenh�angend, wenn es zwischen je zwei Knoten u und veinen Hamiltonschen u� v�Pfad gibt. Ore (1963) zeigte, da� Graphen, in denen die Gradsummenicht benachbarter Knoten � n+1 ist, Hamiltonsch zusammenh�angend sind. Man leite dies sowohlaus Satz 3.2.10 wie auch aus Satz 3.2.7 ab:�Ubung 3.2.26 a) Sei in einem Graphen G die Gradsumme nicht benachbarter Knoten � n + 1.Dann gilt: �(G) � �(G) + 1:b) Ein Graph G mit �(G) � �(G) + 1 ist Hamiltonsch zusammenh�angend.c) Ist die (n+ 1)�te Hamiltonh�ulle Hn+1(G) �= Kn, so ist G Hamiltonsch zusammenh�angend.In letzter Zeit hat man insbesondere nach hinreichenden Bedingungen gesucht, die mehr alszwei unabh�angige Knoten involvieren. In [BBRV89] beispielsweise wird gezeigt: Ein Graph G mit�(G) � 2, so da� d(u) + d(v) + d(w) � n+ �(G) f�ur alle unabh�angigen Tripel fu; v; wg 2 �V3� vonKnoten, ist Hamiltonsch.



3.2. HAMILTONSCHE GRAPHEN 93Auch die Kardinalit�at der Vereinigung der Nachbarschaften unabh�angiger Knotenmengen wirdals Ma�zahl untersucht [Fra86]: Ist G k-zusammenh�angend und�����[s2S �(s)����� > kk + 1(n� 1)f�ur alle stabilen Mengen S 2 �Vk� der Kardinalit�at k, so ist G Hamiltonsch. (F�ur einen Beweis sieheauch [Gou88].) Verallgemeinerungen hiervon werden in [CS94] diskutiert bzw. hergeleitet.In [AC81] �ndet sich eine Verallgemeinerung des Satzes 3.2.7. F�ur nicht benachbarte Knotenu und v in einem Graphen G bezeichne �uv die Kardinalit�at einer gr�o�ten, u und v enthaltendenstabilen Menge und �uv := j�(u)\�(v)j. Dann gilt: Sei G ein Graph mit �uv(G) � �uv(G) f�ur allenicht benachbarten Knoten u und v in G. Dann ist G Hamiltonsch genau dann, wenn G+ fu; vgHamiltonsch ist.Ein fr�uhes Ergebnis von Erd}os und Gallai besagt: ein Graph mit mindestens m � n Kantenenth�alt einen Kreis der L�ange mindestens 2mn�1 > 1nPv2V d(v), siehe [EG59, FMR92]. Fan [Fan84]konnte die Voraussetzung von Satz 3.2.13 wie folgt abschw�achen: Ein 2-zusammenh�angender GraphG mit maxfd(u); d(v)g � d=2 f�ur alle fu; vg 2 �V2� mit dist(u; v) = 2 besitzt einen Kreis derL�ange mindestens d. Fournier und Fraisse [FF85] verallgemeinerten Satz 3.2.13 auf st�arkerzusammenh�angende Graphen: Ein k-zusammenh�angender Graph, k � 2, in dem die Gradsummevon je k+1 unabh�angigen Knoten � d ist, enth�alt einen Kreis der L�ange mindestens minfn; 2dk+1g.Dies beinhaltet auch Satz 3.2.10.Im Hinblick auf Satz 2.2.6 wird in [EGL91] gezeigt, da� ein k-zusammenh�angender Graph derOrdnung � 2�(G) f�ur jede Menge S 2 �Vk� einen Kreis der L�ange � 2�(G) besitzt, der die Knotenaus S enth�alt.Wir bemerken schlie�lich, da� keines der bisherigen Kriterien einen der 33.439.123.484.294[LW95b] verschiedenen Hamiltonkreise des Springers im R�osselsprung �uber das 8� 8 Schachbrett,ja nicht einmal einen Hamiltonkreis im Cn garantiert.Nichtsdestoweniger kann man sehr genau sagen, wann ein zuf�alliger Graph Gn;p 2 Gn;p Hamil-tonsch ist.Satz 3.2.27 (Koml�os, Szemer�edi 1983) Seip = logn+ log logn+ 2cnn :Dann ist die Wahrscheinlichkeit f�ur einen zuf�alligen Graphen aus Gn;p, Hamiltonsch zu sein, asym-ptotisch gleich limn!1 Prob (Gn;p ist Hamiltonsch) = 8<: 0 falls cn !1,e�e�2c falls cn ! c,1 falls cn !1.Erd}os und Sachs [ES63] zeigten, da� es stets f�ur zwei ganze Zahlen r � 2 und g � 3 einenr-regul�aren Graphen mit Taillenweite g gibt. Bezeichne f(r; g) die minimale Ordnung eines solchenGraphen. Ein r-regul�arer Graph mit Taillenweite g und nur f(r; g) vielen Knoten hei�t dann (r; g)-K�a�g (engl. cage).�Ubung 3.2.28 a) Der Petersen-Graph ist der eindeutige (3; 5)-K�a�g.b) F�ur r � 2 ist f(r; 4) = 2r und der Graph Kr;r der eindeutige (r; 4)-K�a�g.



Kapitel 4Matching4.1 Die S�atze von Berge und GallaiWir erinnern daran, da� ein Knoten v eine Kante e �uberdeckt und umgekehrt, falls v 2 e.Zwei Kanten e und f in einem Graphen G = (V;E) hei�en unabh�angig, falls sie nichtinzidieren: e\f = ;. Eine KantenmengeM � E in G hei�t unabh�angig oder einMatching1,falls die Kanten in M paarweise unabh�angig sind. Eine Kantenmenge M ist also genaudann ein Matching, wenn im Subgraphen (V;M) von G gilt: d(V;M)(v) � 1 f�ur alle v 2 V .Beachte: eine Kantenmenge M � E in einem Graphen G ist also unabh�angig genau dann,wenn sie im Linegraphen L(G) als Knotenmenge unabh�angig ist. Ein Knoten hei�t frei(bez�uglich eines bestimmten Matchings), wenn er von keiner Matchingkante �uberdecktwird, sonst gematcht. Die sogenannte Matchingzahl �(G) eines Graphen G bezeichnet dieGr�o�e eines maximum (d.h. kardinalit�atsmaximalen) Matchings in G. Ein Matching Mhei�t perfekt oder ein 1-Faktor des Graphen, falls es alle Knoten des Graphen �uberdeckt,d.h. falls jeder Knoten v 2 V gematcht ist. Nur Graphen gerader Ordnung k�onnen mithinein perfektes Matching besitzen, und ein Graph besitzt ein perfektes Matching genau dann,wenn �(G) = n=2. Ein Matching M mit 2jM j = n� 1 hei�t fast-perfekt.Beispiele. Ein gerader Kreis hat genau zwei perfekte Matchings. Ein maximumMatching inC2k+1 hat k Kanten. Der Graph Kr;r hat gerade r! viele perfekte Matchings. Insbesonderebildet f�ur jedes j 2 f0; : : : ; r � 1g die Menge Mj := nfui; vi+j(modp)g : i = 0; : : : ; r� 1oein perfektes Matching. Wegen _Sr�1j=0 Mj = E zerf�allt die Kantenmenge des Kr;r alsodisjunkt in 1-Faktoren, man sagt, der Kr;r ist 1-faktorisierbar. 2�Ubung 4.1.1 Wieviele verschiedene perfekte Matchings hat a) der K2p, b) ein Baum?c) Der K2p ist 1-faktorisierbar.2 2Greedy-Matching. Betrachten wir die naheliegende Greedy-Heuristik, um ein(inklusions-) maximales Matching M in einem Graphen G zu konstruieren. Hierbei gibtdas Feld Match : V ! V + 0 den Matchingpartner eines Knotens v 2 V = f1; : : : ; ng anmit Match[v] = 0 genau dann, wenn v ungematcht ist.1im Deutschen auch Zuordnung oder Korrespondenz2Erheblich schwieriger zu zeigen ist, da� auch der vollst�andige uniforme Hypergraph K(k)n (mit Kan-tenmenge �Vk�) 1-faktorisierbar ist, falls nur kjn (Baranyai 1975) (siehe z.B. [LW92a, Jun94]).94



4.1. DIE S�ATZE VON BERGE UND GALLAI 95PROCEDURE Maximal Matching (G;M);BEGINH := G; M := ;;FOR v 2 V DO Match[v] := 0;WHILE E(H) 6= ; DO BEGINw�ahle eine Kante e = fu; vg 2 E(H);M := M + e;Match[u] := v; Match[v] := u;H := H � u� v;END;END; fMaximal MatchinggDa jedesmal, wenn eine Kante in M aufgenommen wird, ihre Endknoten sofort aus H ent-fernt werden, istM ein Matching. Da durch die Anweisung H := H�u�v nur Kanten ausH entfernt werden, die mit einer Matchingkante inzidieren, ist das konstruierte Matchingzudem maximal. O�enbar kannMaximal Matching mit linearer Laufzeit implementiertwerden. Wie gut ist ein von Maximal Matching konstruiertes Matching?3Proposition 4.1.2 Sei G ein Graph und M ein maximales Matching in G. Dann giltjM j � �(G)=2.Beweis. DaM maximal ist, bildet die Menge C der von M �uberdeckten Knoten eine Kno-ten�uberdeckung von G, d.h. C enth�alt von jeder Kante vonGmindestens einen Endknoten.Sei M� ein maximum Matching in G. Dann gilt folglich 2jM j = jCj � jM�j = �(G). 2Wie der Pfad P4 zeigt, ist diese Schranke i.a. schon bestm�oglich. Bei hohem Minimalgradsollte es leicht sein, ein "gro�es\ Matching zu konstruieren.Proposition 4.1.3 In einem Graphen G mit �(G) � 2k, k 2 IIN, �ndet der AlgorithmusMaximal Matching ein Matching M der Kardinalit�at mindestens k.Beweis. Wegen �(G) � 2k hat G mindestens 2k + 1 viele Knoten. Falls das produzierteMatchingM nicht perfekt ist und beispielsweise einen Knoten v nicht �uberdeckt, so m�ussenalle d(v) � 2k Nachbarn von v von M �uberdeckt sein, da Maximal Matching sonst dieentsprechende Kante zu M hinzugef�ugt h�atte. 2Durch einfaches Nachbessern der L�osung, die Maximal Matching liefert, erh�alt maneine erheblich sch�arfere Schranke f�ur �(G) in Abh�angigkeit vom Minimalgrad.Proposition 4.1.4 Sei G = (V;E) ein Graph. Es gelte d(x) + d(y) � 2k f�ur alle nichtbenachbarten Knoten x und y in G. Dann gilt �(G) � k. Inbesondere gilt f�ur jeden Graphen�(G) � �(G).Beweis. Sei M ein maximales Matching in G, wie es beispielsweise der Algorithmus Ma-ximal Matching konstruiert, und bezeichne U � V die Menge der von M �uberdecktenKnoten, jU j = 2jM j. Seien weiter x und y zwei bez�uglich M freie Knoten in G. Da M3In [ADFS95] wird gezeigt, da� der Erwartungswert f�ur jM j gr�o�er ist, wenn man, statt zuf�allig gleich-verteilt eine Kante e 2 E(H) auszuw�ahlen und demMatching hinzuzuf�ugen, zun�achst zuf�allig einen Knotenv in H ausw�ahlt und dann zuf�allig eine mit v inzidierende Kante (bzw., falls v isolierter Knoten in H ist,v lediglich aus H entfernt). F�ur d�unne Graphen scheint es zudem g�unstiger zu sein, v unter den Knotenminimalen Grades in H auszuw�ahlen [Tin84, FRS95].



96 KAPITEL 4. MATCHINGmaximal ist, sind x und y nicht benachbart, und es gilt �(x) [ �(y) � U . Falls nun aberjM j < k, so folgt d(x) + d(y) � 2k > 2jM j;so da� es eine Matchingkante fu; vg 2 M gibt, die durch mindestens drei Kanten mit xund y verbunden ist { o.B.d.A. seien darunter die Kanten fx; ug und fv; yg. Dann ist aberM 0 := M � fu; vg+ fx; ug+ fv; ygein gr�o�eres maximales Matching in G. Durch Iteration �ndet man schlie�lich ein Matchingder Kardinalit�at jM j � k. 2Beachte, da� diese Schranke beispielsweise f�ur Kreise beliebig schlecht wird. Der Algorith-mus, wie er im letzten Beweis angedeutet wurde, vergr�o�ert in jedem Schritt das vorlie-gende maximale Matching, indem er auf einem P4, dessen Endknoten frei sind und dessenmittlere Kante eine Matchingkante ist, Matching- und Nichtmatchingkanten vertauscht.Auf einem P6 �ndet er also nicht notwendig ein maximum Matching.�Ubung 4.1.5 a) Man konstruiere ein Beispiel, in dem das gefundene Matching nur Kar-dinalit�at jM j = �(G) � 2=3�(G) hat.b) Der beschriebene Algorithmus konstruiert in allen Graphen mit m � kn (d.h. Durch-schnittsgrad 1nPv2V d(v) � 2k) ein Matching der Kardinalit�at mindestens k.Augmentierende Pfade. Sei M ein Matching im Graphen G. Ein (bez�uglich M)alternierender Pfad (d.h. mit Kanten abwechselnd aus M und E n M) in G hei�t M -augmentierend, falls sein Anfangs- und Endknoten ungematcht sind (d.h. nicht von M�uberdeckt werden). O�enbar besitzt ein solcher M -augmentierender Pfad gerade vieleKnoten, hat also ungerade L�ange und enth�alt genau eine Nicht-Matchingkante mehr alsMatchingkanten. Die folgende Charaktersierung von maximum Matchings ist Grundlagealler Matching-Algorithmen.Satz 4.1.6 (Berge 1957) Ein Matching M in einem Graphen G ist maximum genaudann, wenn G keinen M -augmentierenden Pfad enth�alt.Beweis. Wir beweisen diesen Satz in der Form: Ein Matching M in einem Graphen G istnicht maximum genau dann, wenn G einen M -augmentierenden Pfad enth�alt."(\: Wenn G einen M -augmentierenden Pfad p enth�alt, so k�onnten wir das maximumMatching M o�enbar durch Vertauschen der gematchten mit den ungematchten Kantenentlang p um 1 vergr�o�ern: die inneren Knoten von p sind (nun anders, aber) wiederumgematcht und zus�atzlich nun auch die beiden Endknoten, Widerspruch.")\: Sei M� ein maximum Matching in G. Betrachte den Subgraphen von G mit derKantenmenge M��M = (M� nM) [ (M nM�). Nach De�nition von Matchings ist derGrad eines jeden Knotens in (V;M��M) h�ochstens zwei, d.h. M��M ist eine disjunkteVereinigung von alternierenden Pfaden und alternierenden geraden Kreisen (alternierendhei�t hierbei, da� die Kanten der Pfade bzw. Kreise jeweils abwechselnd aus M bzw. M�sind). Die Kreise enthalten, weil sie gerade sind, genauso viele M - wie M�-Kanten. WegenjM j < jM�j gibt es also einen alternierenden Pfad, der mehr M�- als M -Kanten enth�alt.2Die Bedingung aus Satz 4.1.6 hei�t auch Berge-Bedingung. Ein maximum Matching M�in einem Graphen l�a�t sich also aus z.B. dem leeren Matching konstruieren, indem man



4.1. DIE S�ATZE VON BERGE UND GALLAI 97das Startmatching sukzessive entlang augmentierender Pfade vergr�o�ert. O�ensichtlichmu� das Startmatching dabei h�ochstens n=2 mal augmentiert werden. Im n�achsten Ab-schnitt werden wir sehen, wie man in bipartiten Graphen augmentierende Pfade e�zientkonstruiert.�Uberdeckung und Unabh�angigkeit. Die Matchingzahl �(G) und die Gr�o�e �(G) einerminimum Knoten�uberdeckung eines Graphen G stehen in enger Beziehung zueinander.Proposition 4.1.7 �(G) � �(G) � 2�(G):Beweis. Jede Knoten�uberdeckung C in Gmu� von jeder Kante eines maximum MatchingsM� in G mindestens einen Knoten enthalten, so da� jCj � jM�j = �(G).Die Menge 2jM j von einem maximalen Matching M �uberdeckten Knoten ist andererseitsschon eine Knoten�uberdeckung, denn g�abe es eine Kante fu; vg 2 E, so da� weder u noch vvonM �uberdeckt w�urden, so w�areM+fu; vg ein gr�o�eres Matching und M nicht maximalgewesen. Also gilt �(G) � 2jM j � 2�(G): 2Wie Matchings und die vollst�andigen Graphen zeigen, lassen sich die beiden Absch�atzun-gen i.a. nicht verbessern. Wir wollen nun Beziehungen zwischen �(G), �(G), �(G) und denfolgenden beiden Graphenparametern herleiten.De�nition 4.1.8 F�ur einen Graphen G = (V;E) sind die Kanten�uberdeckungszahl �(G)und die Cliquenpartitionszahl �(G) wie folgt de�niert:�(G) := minfjN j : N � E �uberdeckt alle Knoteng;�(G) := minfk : V = _[ki=1 Vi mit G[Vi] ist vollst�andig f�ur alle ig:Der n�achstfolgende Satz beschreibt das Verh�altnis zwischen den Begri�en der Unabh�angig-keit und der �Uberdeckung { das eine Mal auf Knoten, das andere Mal auf Kanten bezogen.Satz 4.1.9 (Gallai 1959) Sei G = (V;E) ein Graph und n = jV j. Dann gilt:(i) �(G) + �(G) = n;Hat G zudem keine isolierten Knoten, so gilt:(ii) �(G) + �(G) = n:Beweis. Ad (i): Eine Knotenmenge C � V ist eine Knoten�uberdeckung genau dann, wennS := V n C unabh�angig ist.Ad (ii). "�\: Sei M ein maximum Matching in G. W�ahle f�ur jeden nicht vonM �uberdeck-ten Knoten eine beliebige mit ihm inzidierende Kante und bilde daraus die KantenmengeN . Dann ist M [N eine Kanten�uberdeckung von G, und es gilt:�(G) � jM j+ jN j = �(G) + (n� 2�(G)) = n� �(G):"�\: Sei N eine minimum Kanten�uberdeckung von G. Dann ist (V;N) o�enbar kreisfrei.Seien (V;Ni) die Komponenten von (V;N). Bilde ein Matching M in G durch Auswahlje einer Kante aus jeder Komponente (V;Ni). Die Beziehung jN j = n � jM j zwischender Anzahl Kanten und der Anzahl der Komponenten in einem Wald liefert dann �(G) +�(G) � jN j+ jM j = n. 2



98 KAPITEL 4. MATCHINGWir sehen insbesondere, da� eine Kanten�uberdeckung, die wie in Teil (ii) "�\ auseinem maximum Matching gebildet wurde, schon optimal ist.Ferner liegen in einer Cliquen�uberdeckung der Knoten eines Graphen nat�urlich alleKnoten einer maximum stabilen Menge in verschiedenen Cliquen. Wir �nden also diefolgende Beziehung f�ur Graphen ohne isolierte Knoten:�(G) � �(G) � �(G): (4.1)�UbungenDie G�ute des Greedy-Algorithmus f�ur gewichtsmaximales Matching wurde in [RT81] bestimmt.�Ubung 4.1.10 Auch die Variante des AlgorithmusMaximal Matching, bei der stets eine Kantefu; vg mit minimalem Wert d(u) + d(v) dem Matching hinzuf�ugt wird, w�ahrend die Knoten u undv aus dem Graphen entfernt werden, hat asymptotisch keine bessere G�uteratio, d.h. es existierteine Graphenfamilie fGkgk2IIN, so da� diese Variante jeweils angewandt auf Gk ein Matching Mkkonstruiert mit jMkj & �(Gk)=2 f�ur k!1.�Ubung 4.1.11 Eine Kanten�uberdeckung N ist minimal genau dann, wenn N keine Pfade oderKreise der L�ange � 3 enth�alt.Der Satz 4.1.9 von Gallai verallgemeinert auf monotone Eigenschaften in Mengensystemen.Sei S eine n-elementige Menge. Eine Eigenschaft P : 2S ! f0; 1g hei�t monoton, falls f�ur alleX � S gilt P (X) = 1 ) P (Y ) = 1 8Y � X:Eine Menge X � S hei�t P -Menge, falls P (X) = 1, sonst �P -Menge. Eine Transversale einer FamilieF � 2S ist eine Menge T � S, so da� jT \Xj � 1 f�ur alle X 2 F .�Ubung 4.1.12 [CHL88] a) Sei P eine monotone Eigenschaft auf 2S . Eine Menge X � S ist einemaximale P -Menge genau dann, wenn S nX eine minimale Transversale aller �P -Mengen ist.b) Eine Menge ist eine minimale �P -Transversale genau dann, wenn sie eine minimale Transversalealler minimalen �P -Mengen ist. c) Folgere den Satz 4.1.9 von Gallai.�Ubung 4.1.13 [HK73] Sei M ein Matching im Graphen G. Dann gibt es genau k := �(G)� jM jviele knotendisjunkte M -augmentierende Pfade in G, von denen mindestens einer h�ochstens L�angebn=kc � 1 hat.F�ur dichte Graphen sowie B�aume gibt es einfache lineare Algorithmen f�ur maximumMatching:�Ubung 4.1.14 Sei G ein Graph mit d(x)+d(y) � n�1 f�ur alle nicht benachbarten Knoten x undy. Dann kann f�ur n (un-) gerade ein (fast-) perfektes Matching in G in Zeit O(n+m) konstruiertwerden.�Ubung 4.1.15 [Sav80] Sei T = (V;E) ein Baum und r 2 V (die Wurzel von T ). F�ur allev 2 V �r hei�e der Nachbar von v auf dem eindeutigen v�r�Pfad in T der Vater f(v) von v. EinMatching M in T hei�e proper genau dann, wenn es f�ur alle bez�uglich M freien Knoten v 2 V � reinen Knoten w 2 V � r � v gibt mit f(w) = f(v) und fw; f(v)g 2M .a) Jedes proper Matching in T ist ein maximum Matching in T .b) Sei r = v1; : : : ; vn die Reihenfolge, in der eine Breitensuche mit Startknoten r die Knoten vonG besucht. Dann konstruiert der folgende Algorithmus ein maximum Matching in T in Zeit O(n):M := ;;FOR i := n DOWNTO 1 DO BEGINIF 9 ungematchter Knoten w 2 �(vi) n fv1; : : : ; vig THENM := M + fvi; wg;END;



4.2. MATCHING IN BIPARTITEN GRAPHEN 994.2 Matching in bipartiten GraphenViele Matching-Probleme in den Anwendungen beziehen sich auf (kantengewichtete) bi-partite Graphen G = (U; V; E). Man betrachte beispielsweise das folgende Zuordnungs-problem: aus einer Gruppe von Bewerbern U sollen m�oglichst viele auf o�ene Stellen Vvermittelt werden.Wir betrachten zun�achst zwei Algorithmen, um ein kardinalit�atsmaximales Matchingin einem bipartiten Graphen zu konstruieren. Beide Algorithmen liefern Strukturinforma-tion, mit deren Hilfe wir dann leicht die Formel von Ore �uber die Gr�o�e eines kardina-lit�atsmaximalen Matchings in bipartiten Graphen ableiten k�onnen. Als Korollare erhaltenwir die S�atze vonHall und K�onig. Ein weiterer Satz vonK�onig ist sodann der Schl�ussel,das Problem Independent Set auf bipartiten Graphen in polynomieller Zeit zu l�osen.Schlie�lich untersuchen wir, wie sich das gewichtete bipartite Matching-Problem auf dasungewichtete reduzieren l�a�t (die sogenannte Ungarische Methode).4.2.1 Zwei Matching-AlgorithmenNach Satz 4.1.6 von Berge l�a�t sich ein maximum Matching in einem Graphen dadurchbestimmen, da� man { ausgehend vom leeren Matching { das bestehende Matching suk-zessive entlang eines augmentierenden Pfades vergr�o�ert, bis es keinen augmentierendenPfad mehr gibt.Ein solcher augmentierender Pfad l�a�t sich beispielsweise mit Hilfe eines Flu�algorith-mus �nden: betrachte das (ungewichtete) Netzwerk N , das aus einem bipartiten GraphenG = (U; V; E) durch Hinzuf�ugen zweier Knoten s und t entsteht, wobei s vollst�andig zuU und t vollst�andig zu V verbunden wird. Alle Kanten seien von s nach U , von U nachV bzw. von V nach t gerichtet. Dann entsprechen sich maximum s� t�Fl�usse in N undkardinalit�atsmaximale Matchings in G bijektiv.E�zientere Algorithmen ergeben sich, wenn man die spezielle Struktur des Problemsausnutzt. Der Standardalgorithmus f�ur bipartites Matching �ndet einen augmentierendenPfad durch eine modi�zierte Breitensuche. Da h�ochstens n=2 Augmentierungen n�otig sind,die jeweils in Zeit O(n) bewerkstelligt werden k�onnen, hat dieser Algorithmus LaufzeitO(nm). Der Algorithmus von Hopcroft und Karp [HK73] dagegen arbeitet in Phasenund erreicht durch quasi simultanes Augementieren mehrerer Pfade pro Phase eine Laufzeitvon O(pnm).Der Standardalgorithmus. F�ur den Standardalgorithmus w�urde es gen�ugen, gegebenein bipartiter Graph G und ein Matching M in G, irgendeinen M -augmentierenden Pfadin Zeit O(n+m) zu �nden. Im Hinblick auf den Algorithmus von Hopcroft und Karpzeigen wir etwas st�arker:Proposition 4.2.1 Sei M ein Matching in einem bipartiten Graphen G = (U; V; E).Dann l�a�t sich in Zeit O(n + m) die L�ange k 2 IIN eines k�urzesten M -augmentierendenPfades sowie die Menge aller augmentierender Pfade der L�ange k bestimmen (oder ent-scheiden, da� es keinen M -augmentierenden Pfad mehr gibt).Beweis. Die Prozedur Ungarischer dag auf der �ubern�achsten Seite bestimmt k undkonstruiert einen sogenannten Ungarischen dag (f�ur directed acyclic graph)4, in Zeichen4Die Bezeichnung "Ungarisch\ bezieht sich auf die beiden Ungaren K�onig und Egerv�ary und wurdewohl von Kuhn (1955, 1956) eingef�uhrt.



100 KAPITEL 4. MATCHINGdag = (S[T;A), der alle k�urzesten M -augmentierenden Pfade in G codiert. Dieser Graphdag ist also ein Graph, dessen Kanten so orientiert sind, da� es keine gerichteten Krei-se gibt. Er ist wie folgt de�niert. (Beachte: ein augmentierender Pfad in G hat, da erungerade L�ange hat und G bipartit ist, je einen Endknoten in U und einen in V ; beideEndknoten sind frei.) Die Menge der freien Knoten in U werde mit U Terminale bezeich-net; dies sind die im Teil U m�oglichen Anfangsknoten von augmentierenden Pfaden in G.Die Knoten u 2 U Terminale stellen die Quellen von dag dar, d.h. die Knoten, in die kei-ne gerichtete Kante hineinf�uhrt, sondern nur Kanten herausf�uhren. Alle mit Knoten ausU Terminale inzidierenden Kanten in G geh�oren auch zu dag und werden so gerichtet,da� sie aus den Knoten u 2 U Terminale herausf�uhren. Eine Kante fx; yg 2 E wird nunin dag aufgenommen und wie (x; y) gerichtet, wenn es von einem u 2 U Terminale einengerichteten, bez�uglich M alternierenden Pfad in dag nach x gibt und die Kante fx; yg denPfad alternierend bis nach y fortsetzt. S ist dann also die Menge der Knoten von G imTeil U (inklusive U Terminale), die auf bez�uglich M alternierenden Pfaden von Knotenaus U Terminale aus erreichbar sind. Entsprechendes gilt f�ur die Knoten T im Teil V .Jedem Knoten x in dag ist eine Zahl level[x] zugeordnet, die der L�ange eines k�urzestengerichteten (bez�uglich M alternierenden) Pfades von einem Knoten u 2 U Terminale nachx entspricht. Die Knoten u 2 U Terminale be�nden sich also auf Level 0. Alle Knotenmit geradem Level liegen im Teil S � U , alle Knoten mit ungeradem im Teil T � V undalle (gerichteten) Kanten verlaufen zwischen Knoten auf einem Level ` zu Knoten auf demn�achsth�oheren Level `+ 1.Interessant sind nun die Senken des dag im Teil T , d.h. die Knoten t 2 T , in die zwareine Kante hineinf�uhrt, aber keine mehr hinaus: da G bipartit ist, ist die hineinf�uhrendeKante o�enbar eine ungematchte Kante, und wenn keine Kante aus t hinausf�uhrt, so hei�tdas, da� t ungematcht ist: also endet in t ein augmentierender Pfad. O�ensichtlich ist k dasMinimum �uber alle Werte level[t] mit t 2 T freier Endpunkt eines alternierenden, gerichte-ten Pfades in dag. Die Menge der freien Knoten t 2 T mit level[t] = k sei mit V Terminalebezeichnet { sie stellen die in V m�oglichen Endpunkte k�urzester M -augmentierender Pfa-de in G dar. Um sp�ater �uber solche Pfade augmentieren zu k�onnen, ist es n�otig, denDigraphen dag so zu codieren, da� man die zu einem Knoten t 2 V Terminale geh�origenaugmentierenden Pfade zur�uckverfolgen kann. Dazu speichern wir zu jedem Knoten t 2 Tdie Menge der Knoten s 2 S auf Level level[t]� 1, �uber die man t auf einem k�urzestenaugmentierenden Pfad erreichen kann, in einer Liste V or[t] der "Vorg�anger\ von t in dag.Der Vorg�anger eines Knotens s 2 S mit level[s] > 0 ist hingegen durch das Matchingeindeutig festgelegt: es ist der Matchingpartner Match[s] von s.Die Knotenmengen S und T , die Liste V or, der Wert k sowie die Menge V Terminalewerden nun durch eine Breitensuche, die mit der Menge U Terminale auf Level 0 beginnt,bestimmt. Da die Nachfolger von Knoten im Teil V durch die Matchingkanten eindeutigbestimmt sind, gen�ugt es, w�ahrend der Breitensuche nur Knoten des dag's aus dem TeilU zu queuen. Dar�uberhinaus gen�ugt es, da wir nur an k�urzesten augmentierenden Pfa-den interessiert sind, Knoten s 2 S mit level[s] < k zu queuen, denn sonst h�atte jederaugmentierende Pfad, der s benutzt, L�ange gr�o�er als k.O�ensichtlich hat die Prozedur Ungarischer dag lineare Laufzeit. 2



4.2. MATCHING IN BIPARTITEN GRAPHEN 101PROCEDURE Ungarischer dag;BEGINfalle Knoten v 2 V als unbesucht markieren:gFOR v 2 V DO level[v] := 1;k := 1; S := ;; T := ;;InitQueue (Q);FOR u 2 U DO IF Match[u] = 0 THEN BEGINS := S + u;level[u] := 0;Insert (Q; u);END;fnun gilt S = U TerminalegWHILE Q 6= ; DO BEGINfalle Knoten aus Q haben level < kgs := ExtractHead (Q);FOR t 2 �(s) DO IF level[t] � level[s] + 1 THEN BEGINfes gilt nun insbesondere fs; tg 62M; die Kante fs; tggfverl�angert den alternierenden Pfad nach s bis nach tgIF level[t] =1 THEN BEGINfwir besuchen t erstmaliggT := T + t;level[t] := level[s] + 1; f � kgInitQueue (V or[t]);Insert (V or[t]; s);IF Match[t] = 0 THEN BEGINfin t endet ein k�urzester M-augmentierender PfadgV Terminale := V Terminale+ t;IF k =1 THEN k := level[t];ENDELSE IF level[t] < k THEN BEGINfdie t �uberdeckende Matchingkante verl�angert dengfbez. M alternierenden Pfad nach t bis nach Match[t]gS := S +Match[t];level[Match[t]] := level[t] + 1;Insert (Q;Match[t]);END; fif Match[t]gENDELSE BEGINfes ist bereits t 2 T und damit level[t] = level[s] + 1gInsert (V or[t]; s);END; fif level[t]gEND; fforgEND; fwhilegEND; fUngarischer dagg



102 KAPITEL 4. MATCHINGDer Algorithmus von Hopcroft und Karp. Mit nur wenig mehr Aufwand gewinntman einen O(pnm)-Algorithmus. Der Algorithmus von Hopcroft und Karp arbeitetin Phasen, w�ahrend derer das bestehende Matching jeweils entlang mehrerer disjunkteraugmentierender Pfade "gleichzeitig\ vergr�o�ert wird. Es bezeichne M das bereits kon-struierte Matching (zu Beginn also M = ;). Genauer wird in jeder Phase eine maximaleMenge M knotendisjunkter, k�urzester M -augmentierender Pfade bestimmt und das be-stehende Matching M entlang der Pfade aus M augmentiert. Die erste Phase bestimmtalso schon ein maximales Matching in dem Graphen G. Es zeigt sich, da� einerseits jedePhase nur lineare Zeit erfordert und da� es andererseits nach maximal 32pn vielen Phasenkeine M -augmentierende Pfade mehr gibt, d.h. da� M maximum ist.Proposition 4.2.2 Sei M ein Matching in einem bipartiten Graphen G = (U; V; E).Dann l�a�t sich, gegeben ein Ungarischer dag, die L�ange k 2 IIN eines k�urzesten M -augmentierenden Pfades und die Menge der V Terminale, in Zeit O(n + m) �uber einemaximale Menge M knotendisjunkter M -augmentierender Pfade in G der L�ange k aug-mentieren.Beweis. Betrachte die Prozedur Augment Simultan. Die Idee ist, f�ur jeden Knoten v 2V Terminale Tiefensuchen-artig nach einem (durch die V or- undMatch-Felder codierten)Pfad zu einem Knoten u 2 U Terminale zu suchen. Alle Knoten aus U , denen man dabeibegegnet, werden als "tot\ markiert: sie geh�oren entweder zum augmentierenden Pfad(so man einen �ndet) und d�urfen somit von keinem anderen augmentierenden Pfad mehrbenutzt werden, oder sie f�uhren in eine Sackgasse, d.h. es gibt von ihnen aus keinen zuden bereits konstruierten augmentierenden Pfaden disjunkten, alternierenden Pfad nachU Terminale mehr. Alle Knoten u 2 U seien zu Anfang mit tot[u] = false markiert.Da die augmentierenden Pfade disjunkt sind, sind die mit den Augmentationen ver-bundenen Operationen sicherlich linear in der Anzahl der Kanten des Ungarischen dagund damit in n + m. Durch die Zeile, in der der jeweils n�achstm�ogliche Vorg�anger vonPfad[`] vermerkt wird, wird sichergestellt, da� jede Kante des dag nur einmal abgelaufenwird (exklusive der Augmentierungen). Die Anzahl der Operationen ist daher insgesamtO(jU j+ jE(dag)j) = O(n +m). 2



4.2. MATCHING IN BIPARTITEN GRAPHEN 103PROCEDURE Augment Simultan;BEGINFOR v 2 V Terminale DO BEGINfsuche in v endenden augmentierenden Pfad (Pfad[k]; : : : ; Pfad[0])gPfad[k] := v;` := k;v fertig := false;REPEATfPfad[`] 2 V gfsuche einen noch unbenutzten Vorg�anger von Pfad[`] im daggV orPtr := V or[Pfad[`]];WHILE V orPtr 6= Nil AND tot[V orPtr " :Knoten] DOV orPtr := V orPtr " :Next;IF V orPtr = Nil THEN BEGINIF ` = k THEN BEGINfes gibt keinen augmentierenden Pfad mehr nach vgv fertig := true;ENDELSE BEGINfkein augmentierender Pfad durch Pfad[`] und damitdurch Match[Pfad[`]] = Pfad[`+ 1] mehr m�oglichgtot[Pfad[`+ 1]] := true;` := `+ 2;END; fif `gENDELSE BEGINfn�achstm�oglichen Vorg�anger von Pfad[`] vermerkengV or[Pfad[`]] := V orPtr " :Next;fPfad �uber V orPtr " :Knoten verl�angerngPfad[`� 1] := V orPtr " :Knoten;tot[Pfad[` � 1]] := true;` := `� 1;fPfad[`] 2 UgIF ` = 0 THEN BEGINaugmentiere entlang (Pfad[k]; : : : ; Pfad[0]);v fertig := true;ENDELSE BEGINfn�achste Pfadkante ist eindeutig bestimmtgPfad[`� 1] := Match[Pfad[`]];` := `� 1;END; fif `gEND; fif V orPtrgUNTIL v fertig;END; fforgEND; fAugment Simultang



104 KAPITEL 4. MATCHINGDer Beweis, da� h�ochstens 32pn Phasen notwendig sind, benutzt die folgenden zwei Hilfs-aussagen.Lemma 4.2.3 Sei P ein M -augmentierender Pfad minimaler L�ange, M 0 := M�Pdas Matching, das man aus M durch Augmentieren entlang P erh�alt, und P 0 ein M 0-augmentierender Pfad. Dann gilt`(P 0) � `(P ) + 2jE(P ) \E(P 0)j; (4.2)wobei `(P ) bzw. `(P 0) jeweils die L�ange des Pfades P bzw. P 0 bezeichnet.Beweis. Zun�achst beobachtet man:(i) Die Endpunkte von P 0 sind nicht in P enthalten, da nach Augmentierung von P alleKnoten in P von M 0 �uberdeckt werden.(ii) Alle Kanten in E(P 0) n E(P ) sind in M enthalten genau dann, wenn sie in M 0enthalten sind, da die Augmentierung entlang P nur die Kanten von P betri�t.(iii) P und P 0 sind knotendisjunkt genau dann, wenn sie kantendisjunkt sind.Falls die beiden Pfade P und P 0 nun kantendisjunkt sind, so ist P 0 auch ein augmentie-render Pfad f�ur M und (4.2) gilt, da P ein M -augmentierender Pfad minimaler L�ange ist.Andernfalls betrachte man einen Knoten, in dem der Pfad P 0 auf den Pfad P tri�t oder ihnverl�a�t. Nach der Augmentierung entlang P wird jeder Knoten in P von einer Matching-kante aus M 0\E(P ) �uberdeckt. Da mit jedem Knoten in G nur h�ochstens eine Kante ausM 0 inzidiert, ist die erste (letzte) gemeinsame Kante von P und P 0 stets eine M 0-Kante.Mithin ist das Anfangsst�uck von P 0 bis zum ersten gemeinsamen Knoten mit P (derm�oglicherweise ein Endknoten von P ist) gegebenenfalls verl�angert bis zum entsprechen-den Endknoten von P ein M -augmentierender Pfad in G. Entsprechendes gilt am anderenEnde von P 0. Da E(P )�E(P 0) genau die vier Endknoten von P und P 0 als bez�uglichM freie Knoten enth�alt, besteht E(P )�E(P 0) also aus diesen beiden M -augmentierendenPfaden und dar�uberhinaus m�oglicherweise aus einigen disjunkten Kreisen. Nach Wahl vonP sind diese beiden M -augmentierenden Pfade mindestens so lang wie P , so da� gilt:jE(P )�E(P 0)j � 2jE(P )j= 2`(P ). Mithin gilt`(P ) + `(P 0) = jE(P )�E(P 0)j+ 2jE(P ) \E(P 0)j � 2`(P ) + 2jE(P ) \E(P 0)j;woraus (4.2) auch in diesem Fall folgt. 2Lemma 4.2.4 Nach jeder Phase vergr�o�ert sich die L�ange eines k�urzesten augmentieren-den Pfades um mindestens 2.Beweis. In einer Phase wird das aktuelle Matching M entlang einer maximalen MengeM von knotendisjunkten, k�urzesten M -augmentierenden Pfaden augmentiert, und manerh�alt ein Matching M 0. Sei P 0 ein M 0-augmentierender Pfad. Falls P 0 zu allen Pfadenaus M disjunkt ist, so mu� P 0 aufgrund der Maximalit�at von M l�anger sein als die M -augmentierenden Pfade inM, und da augmentierende Pfade stets ungerade L�ange haben,�uberschreitet die L�ange von P 0 die der Pfade in M sogar um mindestens 2. Falls P 0andernfalls einen Pfad P 2 M schneidet, so hat P 0 auch mindestens eine Kante mit Pgemeinsam, denn jeder Knoten in P wird von (nur) einer Matchingkante aus M 0 \ E(P )�uberdeckt. Nach Gleichung (4.2) �uberschreitet auch in diesem Fall die L�ange von P 0 dievon P um mindestens 2. 2



4.2. MATCHING IN BIPARTITEN GRAPHEN 105Proposition 4.2.5 Wenn ein Matching M in einem bipartiten Graphen G 32pn-mal suk-zessive entlang einer maximalen Menge knotendisjunkter, k�urzester M -augmentierenderPfade augmentiert wird, dann ist es maximum.Beweis. Sei M� ein maximum Matching in G und M ein Matching, da� man nach 12pnvielen Phase erhalten hat. Nach Lemma 4.2.4 hat nun jederM -augmentierende Pfad L�angemindestens pn + 1. Nach �Ubung 4.1.13 enth�alt M��M genau jM�j � jM j = �(G)� jM jviele knotendisjunkte M -augmentierende Pfade. Da jeder dieser Pfade aber mindestenspn+ 2 � pn viele Knoten enth�alt, folgtn � (Anzahl der Pfade) � (min. Anzahl der Knoten eines Pfades) � (�(G)� jM j) � pnund daraus �(G) � jM j � pn. Da jedes Augmentieren von M entlang eines augmentie-renden Pfades jM j um mindestens eins erh�oht, kann M also nur noch h�ochstens pn-malaugmentiert werden. Also gibt es auch nur noch h�ochstens pn viele weitere Phasen. 2Wir fassen zusammen:Satz 4.2.6 (Hopcroft, Karp 1973) Der Algorithmus von Hopcroft und Karp kon-struiert ein maximum Matching in einem bipartiten Graphen G = (U; V; E) in ZeitO(pnm).�Ubung und Anmerkungen�Ubung 4.2.7 Man konstruiere einen Fall, wo der Algorithmus von Hopcroft und Karptats�achlich 
(pn) viele Phasen ben�otigt.Bemerkenswerterweise hat der Algorithmus von Hopcroft und Karp erwartete Laufzeit O(m),da die augmentierenden Pfade "in der Regel\ sehr kurz sind [Mot94]. Eine Verbesserung desHopcroft-Karp-Algorithmus hat auf eine (worst-case-) Laufzeit von O(pnm= logn) [FM95].Der Hopcroft-Karp-Algorithmus l�a�t sich interpretieren als der Flu�algorithmus von Dinic[Din70] angewandt auf das Netzwerk, das man aus dem bipartiten Graphen G = (U _[V;E) erh�alt,wenn man zwei Knoten s und t hinzuf�ugt und s vollst�andig mit U sowie t vollst�andig mit V verbin-det [ET75]. Einen weiteren O(pnm)-Algorithmus f�ur das bipartite Matchingproblem �ndet manbei [BG91, GL95b].4.2.2 Die S�atze von Ore, Hall und K�onigAus dem obigen bipartiten Matching-Algorithmus ergibt sich ein einfacher Beweis f�ur diefolgende Charakterisierung der Matchingzahl eines bipartiten Graphen. F�ur S � U sei�(S) := Ss2S �(s) n S.Satz 4.2.8 (Ore 1955) F�ur einen bipartiten Graphen G = (U; V; E) gilt:�(G) = jU j � d;wobei d := maxS�U fjSj � j�(S)jg.Beweis. "�\ ist trivial, da schon in einer Knotenmenge S � U mit jSj � j�(S)j = d, alsoj�(S)j = jSj � d, mindestens d Knoten nicht gematcht werden k�onnen.F�ur "�\ beweisen wir, da� der oben vorgestellte Algorithmus zu einem bipartiten Gra-phen G = (U; V; E) ein MatchingM der Gr�o�e jM j � jU j�d konstruiert. Der Algorithmus



106 KAPITEL 4. MATCHINGterminiert, wenn in der Prozedur Ungarischer dag kein augmentierender Pfad mehr ge-funden wird. Betrachten wir die Mengen S und T am Ende dieses Durchlaufs der ProzedurUngarischer dag. Einerseits, da kein augmentierender Pfad gefunden wurde, hat k nochimmer den Wert 1 und die WHILE-Schleife hat die Warteschlange Q vollst�andig abgear-beitet. Also gilt �(S) � T . Folglich sind alle gematchten Knoten aus S nach T gematcht.In T sind jedoch alle Knoten gematcht (sonst g�abe es einen augmentierende Pfad), undnach De�nition von S sind sie alle nach S gematcht. Somit gilt:M matcht die Knoten aus T genau mit den gematchten Knoten aus S.Da S alle freien Knoten aus U enth�alt, gilt alsojfu 2 U : u freigj = jSj � jfs 2 S : s gematchtgj = jSj � jT j:Andererseits gilt, da nach Konstruktion von T trivialerweise stets T � �(S) ist, sogar dieGleichheit �(S) = T . Insgesamt erhalten wirjU j = jfu 2 U : u gematchtgj + jfu 2 U : u freigj= jM j + jSj � jT j = jM j+ jSj � j�(S)jund mithin jM j = jU j � (jSj � j�(S)j) � jU j � d: 2Als Spezialfall des Satzes von Ore erhalten wir als n�achstes den sogenannte "Heirats-satz\. Dieser Name r�uhrt von folgender Veranschaulichung her: ein Heiratsinstitut kanneine Menge U heiratswilliger Damen, die aus einer Menge V von Herren m�ogliche Partnerausgew�ahlt haben, stets mit Herren ihrer Wahl verheiraten, wenn sich nur keine Gruppevon k � jU j Damen auf zusammengenommen weniger als k Herren festgelegt hat.Satz 4.2.9 (Hall 1935) Sei G = (U; V; E) ein bipartiter Graph und o.B.d.A. jU j � jV j.Dann existiert in G ein Matching, welches ganz U �uberdeckt genau dann, wenn G diesogenannte Hall-Bedingung erf�ullt:j�(X)j � jX j 8X � U (4.3)Aus ersichtlichen Gr�unden tr�agt der Satz 4.2.8 von Ore auch den Namen "Defektformdes Satzes von Hall\. Als einfache Folgerung �nden wir:Korollar 4.2.10 (Frobenius 1917) Ein bipartiter Graph besitzt ein perfektes Matchinggenau dann, wenn seine Teile gleich gro� sind und einer der Teile die Hall-Bedingungerf�ullt. 2Als Anwendungen des Satzes vonHall wollen wir die eingangs gemachte Beobachtung,da� der Kn;n 1-faktorisierbar ist, zweimal verallgemeinern.Korollar 4.2.11 (K�onig 1916) Ein r-regul�arer bipartiter Graph G ist 1-faktorisierbar.Beweis. Wir induzieren nach r. Ein 1-regul�arer Graph ist ein perfektes Matching. Sei alsor > 1. Aus rjU j = m = rjV j folgt zun�achst jU j = jV j. Genauso, da die Nachbarschaft �(X)einer Menge X � U alle Kanten aus X aufnehmen mu�: rj�(X)j � rjX j. Nach Satz 4.2.9besitzt G also ein perfektes Matching. Entfernt man dieses, verbleibt ein (r�1)�regul�arerGraph, der nach Induktionsannahme in 1-Faktoren zerf�allt. 2



4.2. MATCHING IN BIPARTITEN GRAPHEN 107�Ubung 4.2.12 a) Man gebe f�ur jedes r � 2 einen r-regul�aren Graphen ohne perfektesMatching an. b) Man gebe einen bipartiten Graphen G = (V;E) an, der nicht Subgrapheines �(G)-regul�aren, bipartiten Graphen H auf derselben Knotenmenge V ist. 2Betrachten wir nun nicht notwendig regul�are Graphen.Korollar 4.2.13 (Mendelsohn, Dulmage 1958) Jeder bipartite Graph enth�alt einMatching, das alle Knoten maximalen Grades �uberdeckt.Beweis. Sei G = (V1; V2; E) ein bipartiter Graph mit Teilen V1 und V2. Nach Satz 4.2.9gibt es in G ein Matching M1 (das u.U. leer ist), das alle Knoten vom Grad �(G) in V1�uberdeckt (betrachte den Subgraphen von G, der von den Kanten gebildet wird, die mitKnoten u 2 U vom Grad d(u) = �(G) inzidieren). Analog gibt es ein Matching M2 in G,das alle Knoten vom Grad �(G) in V2 �uberdeckt.SetzeM := M1\M2. Der SubgraphM1�M2 von G besteht aus einer Menge disjunkteralternierender Pfade und (gerader) Kreise. F�ur jeden geraden Kreis C � M1�M2 f�ugeeines der beiden Matchings Mi \ C, i 2 f1; 2g beliebig, zu M hinzu. Wie man sich leicht�uberzeugt, hat jeder Pfad in M1�M2 genau einen Endknoten vom Grad �(G) in G. Manf�uge f�ur jeden solchen Pfad P (aufgefa�t als Kantenmenge) dasjenige Matching Mi \ P ,i 2 f1; 2g, zu M hinzu, das den Endknoten von P vom Grad �(G) �uberdeckt. Dann�uberdeckt M schlie�lich alle Knoten vom Grad �(G) in G. 2Jede Zerlegung der Kanten eines Graphen in Matchings besteht aus mindestens �(G) vie-len Matchings, da die mit einem Knoten maximalen Grades inzidierenden Kanten o�enbarin paarweise verschiedenen Matchings liegen m�ussen. W�ahrend es i.a. NP-schwer ist, dieKanten eines Graphen in minimal viele Matchings zu partitionieren (siehe Satz 5.6.12),folgt f�ur bipartite Graphen aus Korollar 4.2.13 die folgende Max-Min-Aussage.Satz 4.2.14 (K�onig 1916)Die Kanten eines bipartiten Graphen G sind die Vereinigung von �(G) Matchings. 2Satz 5.6.4 gibt einen O(nm)-Algorithmus f�ur dieses Problem. F�ur allgemeine Graphen exi-stiert ein O(nm)-Algorithmus, der die Kanten eines jeden Graphen in immerhin h�ochstens�(G) + 1 viele Matchings partitioniert, siehe Korollar 5.6.6.4.2.3 Independent Set in bipartiten GraphenEin weiteres klassisches Resultat von K�onig besagt, da� f�ur bipartite Graphen Gleichheitin der linken Ungleichung von Proposition 4.1.7 gilt.Satz 4.2.15 (K�onig 1931) F�ur einen bipartiten Graphen G gilt:�(G) = �(G):Beweis [FF56]."�\: Sei G = (U; V; E) ein bipartiter Graph und M ein Matching sowie C eine Kno-ten�uberdeckung in G. Da C insbesondere die Kanten von M �uberdecken mu�, giltjCj � jM j. Folglich ist �(G) = minC fjCjg � maxM fjM jg = �(G):



108 KAPITEL 4. MATCHING"�\: Wir konstruieren zu einem maximum Matching M� in G eine Knoten�uberdeckungC� mit jC�j � jM�j. Dann folgt wie gew�unscht �(G) � jC�j � jM�j = �(G). Insbesondereist C� eine minimum Knoten�uberdeckung.Sei U Terminale � U die Menge der freien, d.h. vonM� nicht �uberdeckten Knoten im TeilU , und S bzw. T die Menge der von U Terminale aus auf bez. M� alternierenden Pfadenerreichbaren Knoten in U bzw. V , wie sie die Prozedur Ungarischer dag konstruiert.Beachte: da es keine M�-augmentierenden Pfade gibt, wird die Warteschlange Q in derWHILE-Schleife vollst�andig abgearbeitet, und es gilt �(S) � T (vergleiche den Beweis zuSatz 4.2.8).Behauptung 1: C� := U n S [ T ist eine Knoten�uberdeckung von G.Sei fu; vg 2 E. Falls nicht schon u in der �Uberdeckung C� liegt, d.h. falls u 2 S, so liegtwegen �(S) � T der Knoten v in T und damit in der �Uberdeckung C�.Behauptung 2: Alle Knoten aus C� sind gematcht.Wegen U Terminale � S sind alle Knoten aus U n S gematcht. Da es keine M�-augmentierenden Pfade gibt, sind auch alle Knoten in T gematcht.Behauptung 3: jC�j � jM�j.Der Matchingpartner eines Knotens t 2 T liegt nach Konstruktion des Ungarischen dagin S. Also gibt es keine Matchingkante zwischen U n S und T , d.h. jeder Knoten der�Uberdeckung C� wird von einer anderen Matchingkante �uberdeckt. 2F�ur einen bipartiten Graphen G = (U; V; E) gilt o�ensichtlich �(G) � maxfjU j; jV jg.�Ubung 4.2.16 Man �nde den kleinsten zusammenh�angenden bipartiten Graphen G =(U; V; E) mit �(G) > maxfjU j; jV jg.Aus dem Beweis von Satz 4.2.15 leitet sich unmittelbar ein linearer Algorithmus ab, deraus einem maximum Matching in einem bipartiten Graphen eine minimum Knoten�uber-deckung und eine maximum stabile Menge konstruiert. W�ahrend diese Optimierungspro-bleme also f�ur allgemeine Graphen NP-schwer sind (vgl. Satz 1.4.10), folgt mit Satz 4.2.6:Korollar 4.2.17 F�ur bipartite Graphen besitzen die Optimierungsprobleme Node Coverund Independent Set O(pnm)-Algorithmen. 2Dies kontrastiert mit dem folgenden NP-Vollst�andigkeitsresultat.Proposition 4.2.18 (Poljak 1974) Sei p � 3 fest. Dann ist das Problem IndependentSet, eingeschr�ankt auf die Menge aller p-partiten Graphen, NP-vollst�andig.Beweis. Da ein p-partiter Graph auch (p + 1)�partit ist, gen�ugt es, den Fall p = 3 zubetrachten. Wir reduzieren von Independent Set. Sei G ein Graph mit n Knoten und mKanten. Wir konstruieren aus G einen 3-partiten Graphen H , indem wir auf jeder Kantezwei Knoten einf�ugen oder, �aquivalent, indem wir jede Kante in G durch einen Pfad derL�ange drei ersetzen. H hat also n+2m Knoten und 3m Kanten und kann in polynomiellerZeit konstruiert werden. Es gilt �(H) = �(G) +m (�Ubung). 2Desweiteren ergibt sich aus dem Satz 4.2.15 mit Hilfe des Satzes 4.1.9 von Gallai:Korollar 4.2.19 (K�onig 1932) F�ur einen bipartiten Graphen G ohne isolierte Knotengilt Gleichheit in (4.1): �(G) = �(G). 2



4.2. MATCHING IN BIPARTITEN GRAPHEN 1094.2.4 Gewichtetes bipartites MatchingDas Matching-Problem wird erheblich schwerer, wenn man Gewichte w : E ! Q+ aufden Kanten des bipartiten Graphen G = (U _[V;E) einf�uhrt und nun ein Matching Mmaximalen Gewichts w(M) =Pe2M w(e) in G sucht. Das gewichtete (bipartite) Matching-Problem l�a�t sich jedoch mit Hilfe der primal-dual-Methode aus der Linearen Optimierungauf das einfachere Kardinalit�ats-Matching-Problem zur�uckf�uhren. Auf diesen Hintergrundk�onnen wir hier allerdings nicht eingehen (siehe z.B. [Jun94]); wir nutzen lediglich dieTechnik, gleichzeitig zu einer primalen L�osung auch eine duale L�osung zu konstruieren, dieeine obere Schranke f�ur das Gewicht eines maximum Matchings liefert. Unsere Darstellungorientiert sich an [Law76a, Gal86].Eine (zul�assige) Knotengewichtung f�ur den bipartiten Graphen G = (U _[V;E) ist eineFunktion c : U _[V ! Q+0 mit der Eigenschaftw(e) � c(u) + c(v) 8e = fu; vg 2 E: (4.4)F�ur jede Kantengewichtsfunktion w : E ! Q+ existiert stets eine solche Knotengewich-tung, man betrachte z.B. zu wmax := maxe2E w(e) die Funktionc(x) := ( wmax falls x 2 U ,0 falls x 2 V . (4.5)Die folgende einfache Beobachtung wird der Schl�ussel zur Reduktion des gewichteten Mat-chingproblems auf das ungewichtete (oder Kardinalit�ats-) Problem sein:Proposition 4.2.20 Sei G ein bipartiter Graph, M� ein Matching in G und c einezul�assige Knotengewichtung von G. Falls die beiden Bedingungen(i) f�ur alle e = fu; vg 2M� gilt: w(e) = c(u) + c(v);(ii) f�ur alle freien Knoten x 2 U _[V gilt: c(x) = 0,erf�ullt sind, so ist M� ein maximum Matching in G.Beweis. F�ur jedes beliebige Matching M in G und jede zul�assige Knotengewichtung c giltw(M) = Xe2M w(e) � Xe=fu;vg2M c(u) + c(v) � Xx2U _[V c(x):Aufgrund von (i) und (ii) gilt f�ur M� in beiden Ungleichungen sogar Gleichheit. Es folgtw(M) � w(M�) f�ur alle Matchings M in G. 2Der Algorithmus f�ur gewichtetes bipartites Matching startet nun mit dem leeren Matchingund der Knotengewichtung c aus (4.5). Um Bedingung (i) zu garantieren, betrachtet mandas Matching M selbst, einen Ungarischen dag und M -augmentierende Pfade nur imsogenannten Gleichheitsgraphen G=c = (U _[V;E=) von G bez�uglich c, der durch E= :=fe = fu; vg 2 Ej w(e) = c(u)+c(v)g de�niert ist. Der Algorithmus gliedert sich in Phasen;in jeder Phase wird das Matching entlang eines augmentierenden Pfades vergr�o�ert und,wenn n�otig, c so abge�andert, da� sichPx2U _[V c(x) verkleinert. Wenn dies schlie�lich nichtmehr m�oglich ist, werden wir eine Knotengewichtung c angeben, so da� die Bedingungen



110 KAPITEL 4. MATCHING(i) und (ii) erf�ullt sind; das konstruierte Matching ist dann also schon von maximalemGewicht.Wie sieht eine einzelne Phase aus? Zun�achst wird M { wie in der WHILE-Schleife derProzedur Ungarischer dag { in G=c augmentiert, bis man keinen M -augmentierendenPfad (in G=c ) mehr �ndet (zu Beginn wird also ein maximum Matching unter den Kantene 2 E mit w(e) = wmax gebildet). Seien S und T die durch den Ungarischen dag in G=c � Gde�nierten Knotenmengen (beachte: �G=c (S) = T ). De�niere � := minfc(u) : u 2 Sg und� := ( min fc(u) + c(v)� w(fu; vg) : u 2 S ^ v 2 �G(u) n Tg falls hS;�G(S) n T i 6= ;;� sonst.F�ur jede zul�assige Knotengewichtung c gilt o�enbar � � 0. Wir nehmen zun�achst � < �(d.h. insbesondere hS;�G(S) n T i 6= ;) an. Dann k�onnen wir die Knotengewichtung c (dieduale L�osung) wie folgt ab�andern:c0(x) := 8><>: c(x)� � falls x 2 S,c(x) + � falls x 2 T ,c(x) sonst. (4.6)Wegen � < � gilt c0(x) � 0 f�ur alle x 2 U _[V , und auch (4.4) wird von c0 erf�ullt: o�enbark�onnte die Bedingung (4.4) h�ochstens f�ur eine Kante fu; vg 2 E mit u 2 S und v 2�G(S) n T verletzt sein { � wurde jedoch minimal gew�ahlt unter allen solchen Kanten;also ist c0 wiederum eine zul�assige Knotengewichtung von G. Der Gleichheitsgraph G=c0enth�alt zudem alle Matchingkanten aus G=c , alle Kanten den Ungarischen dag's sowiemindestens eine Kante von S nach �G(S) nT , die in G=c noch nicht enthalten war und umdie der dag nun erweitert werden kann. Die Konstruktion des dag's kann nun (mit neuerGewichtsfunktion c := c0) solange fortgesetzt werden, bis entweder ein M -augmentierenderPfad in G=c gefunden und eine neue Phase eingeleitet wird, oder aber schlie�lich � � �gilt. In diesem Fall ist M jedoch schon ein Matching maximalen Gewichts in G: um dieseinzusehen, �andere man c gem�a� (4.6) um � statt � ab. Die erhaltene Knotengewichtungc0 ist wiederum zul�assig, doch nun gilt c(x) = 0 f�ur alle freien Knoten x 2 U _[V , denn:� zu Beginn hatten alle Knoten u 2 U dieselbe Knotengewichtung c(u) = wmax;� in jeder Phase enthielt S stets alle zu diesem Zeitpunkt noch freien Knoten in U ,und die Knotengewichtung wurde f�ur alle diese Knoten, wenn sie ge�andert wurde,um denselben Betrag � ge�andert;� da die noch freien Knoten u 2 U alle Ab�anderungen von c "mitgemacht\ haben,haben sie am Ende alle minimalen c-Wert: c(u) = �;� zu Beginn hatten alle Knoten v 2 V dieselbe Knotengewichtung c(v) = 0;� im Teil V wird jedoch nur bei gematchten Knoten der c-Wert erh�oht, und ein Knotenv 2 G, der einmal von einem Matching �uberdeckt wird, wird auch von allen imWeiteren konstruierten Matchings �uberdeckt.Da dar�uberhinaus stets M � E= gilt (beachte: nur Kanten der Form e 2 hU n S; T i, alsoNicht-Matchingkanten, k�onnen aus G=c wieder herausfallen), erf�ullt M alle Voraussetzun-gen von Proposition 4.2.20 und ist daher in der Tat von maximalem Gewicht.



4.2. MATCHING IN BIPARTITEN GRAPHEN 111�Uberlegen wir uns nun, wie dieser Algorithmus mit Laufzeit O(n3) implementiert werdenkann. Da jede Phase jM j vergr�o�ert, gibt es o�enbar nur h�ochstens n=2 + 1 viele Phasen.Eine einzelne Phase kann jedoch in Zeit O(n2) implementiert werden; das Vorgehen isthierbei �ahnlich wie in der Prozedur Ungarischer dag eine Breitensuche von der MengeU Terminale der freien Knoten im Teil U aus, au�er da� hier alle augmentierenden Pfaderecht sind (d.h. die Abfrage "IF level[t] < k\ entf�allt) und da� hier Kanten e = fu; vg 2E n E= eine Sonderbehandlung erfahren: �uber sie wird schon w�ahrend der Breitensucheein Feld eps[v], v 2 �G(S) n T , berechnet, so da� nach Ablauf der WHILE-Schleife, wennnicht augmentiert werden konnte, f�ur alle v 2 �G(S) n T gilt: eps[v] = minfw(fs; vg) :fs; vg 2 E ^ s 2 Sg: Dazu wird zu Beginn eps[v] = 1 f�ur alle v 2 V initialisiert. ImVerlauf der Breitensuche wird dann f�ur jeden Knoten u 2 S, der einen Nachbarn v 2 Vin G, aber nicht in G= hat, eps[v] auf c(u) + c(v) � w(fu; vg) gesetzt, falls dies eps[v]verkleinert (analog zum Algorithmus von Dijkstra: hier bildet sozusagen � = �G(S) nTdie Grenzschicht). Falls nun M in der WHILE-Schleife der Prozedur Ungarischer dagnicht augmentiert werden konnte, so l�a�t sich o�enbar � in Zeit O(n) bestimmen; undfalls � < �, so kann die Knotengewichtung c (und das Feld eps[�]) in Zeit O(n) abge�andertwerden. Falls es dann einen freien Knoten v 2 �G(S) n T mit eps[v] = � gibt, so wird dasMatching entlang des augmentierenden U Terminale�v�Pfades augmentiert, andernfallssetzt man die WHILE-Schleife der Prozedur Ungarischer dag fort { mit Q als der Mengeder Matchingpartner der Knoten fv 2 �G(S) n T : eps[v] = �g.Nach jeder Minimumbildung f�ur � gefolgt von einer Ab�anderung der Knotengewichtungc wird mindestens ein Knoten v 2 V im Graphen dag zu T hinzugef�ugt. Also werdendiese Schritte nur O(n)-mal ausgef�uhrt und kosten pro Phase O(n2) Zeit. Alle anderenOperationen in einer Phase sind wie bei einer Breitensuche O(n +m).Wir fassen zusammen:Proposition 4.2.21 (Kuhn 1955; Munkres 1957) In einem bipartiten Graphen kannein Matching maximalen Gewichts in Zeit O(n3) konstruiert werden.Der schnellste bekannte Algorithmus f�ur dieses Problem erreicht durch Verwendung vonFibonacci-Heaps Laufzeit O(n(m+ n logn)), siehe [FT87].�Ubungen�Ubung 4.2.22 Ist die Bipartitionsmatrix eines bipartiten Graphen nicht-singul�ar, so besitzt er einperfektes Matching.�Ubung 4.2.23 Ein bipartiter Graph G = (U _[V;E) mit jU j = jV j = n und m > (k � 1)n Kantenbesitzt ein Matching mit mindestens k Kanten.�Ubung 4.2.24 Man leite aus dem Satz 4.2.9 von Hall seine Defektform (d.h. Satz 4.2.8) ab.[Hinweis: f�uge G so Knoten hinzu, da� der Satz von Hall anwendbar wird.]Sei S1; : : : ; Sm eine Familie von (nicht notwendig paarweise verschiedenen) Teilmengen einerendlichen Menge S. Ein Repr�asentantensystem von S1; : : : ; Sm ist eine injektive Abbildung f :S1; : : : ; Sm ! S, so da� f(Si) 2 Si, i = 1; : : : ;m.�Ubung 4.2.25 [Hal35] Eine Familie S1; : : : ; Sm von endlichen Mengen besitzt ein Repr�asentan-tensytem genau dann, wenn f�ur alle Indexmengen I � f1; : : : ;mg giltjSi2I Sij � jIj:



112 KAPITEL 4. MATCHING�Ubung 4.2.26 Eine Menge S � V ist eine maximum stabile Knotenmenge genau dann, wennjede von S disjunkte stabile Menge U � V n S nach S gematcht werden kann.�Ubung 4.2.27 [Tov84] Die Einschr�ankung von 3-Sat (genau drei Literale pro Klausel, keineWiederholungen) auf Boolesche Formeln, in denen jede Variable h�ochstens (s = 3)-mal (positivoder negiert) auftritt, liegt in P. [Bemerkung: NP-vollst�andig f�ur s = 4. Vergleiche auch �Ubung1.4.17]Die folgende �Ubung verallgemeinert sowohl Proposition 4.1.4 wie auch �Ubung 1.1.38a.�Ubung 4.2.28 [Bra94b] Ein Graph G = (V;E) enth�alt jeden Wald W mit k � �(G) Kantenals Subgraphen, falls nur n(W ) � n(G). [Hinweis: O.B.d.A. enthalte W keine isolierten Knoten.Schneide bei jeder Komponente von W ein Blatt ab. Identi�ziere die Menge X der Nachbarnder abgeschnittenen Bl�atter B mit einer Knotenmenge X 0 = argmin fm(G[V 0]) : V 0 2 � VjXj�gin G. Bette sodann W � X � B und schlie�lich B (Satz von Hall) in G ein.] Man gebe einenO(k2n2)-Einbettungsalgorithmus an.Es gibt eine Funktion f(k; n) � maxf2k2; kng, so da� auch jeder Graph mit m � f(k; n) Kantenjeden Wald mit k Kanten und ohne isolierte Knoten als Subgraph enth�alt [Bra94b].�Ubung 4.2.29 a) Man folgere den Satz 4.2.15 von K�onig auch aus dem Satz 2.2.1 von Menger,indem man dem Graphen zwei Knoten s und t geeignet hinzuf�ugt.b) Man leite die S�atze 4.2.15 und 4.2.9 von K�onig bzw. Hall wechselseitig auseinander ab.�Ubung 4.2.30 a) Ein Graph G ist bipartit genau dann, wenn �(H) = �(H) f�ur alle SubgraphenH von G. b) F�ur einen bipartiten Graphen G gilt �(G) = �(G). c) Es gibt einen polynomiellenAlgorithmus f�ur minimum Cliquen�uberdeckung in bipartiten Graphen.�Ubung 4.2.31 [Het64] F�ur einen bipartiten Graphen G = (U _[V;E), n � 4, sind �aquivalent:(i) jU j = jV j und j�(X)j > jXj f�ur alle X � U mit ; 6= X 6= U ;(ii) 8u 2 U 8v 2 V : (G� u� v besitzt ein perfektes Matching);(iii) G ist zusammenh�angend und jede Kante ist in einem perfekten Matching enthalten.(iv) G besitzt genau die minimum Knoten�uberdeckungen U und V .Die Verallgemeinerung von 1-Faktoren sind r-Faktoren. Ein r-Faktor ist ein spannender r-regul�arerSubgraph. Ein 2-Faktor ist also beispielsweise eine Vereinigung disjunkter Kreise, die alle Kno-ten �uberdeckt, und ein zusammenh�angender 2-Faktor ein Hamiltonkreis. Ein Graph hei�t r-faktorisierbar, falls sich seine Kantenmenge disjunkt in r-Faktoren zerlegen l�a�t.�Ubung 4.2.32 [Pet91] Ein Graph ist 2-faktorisierbar genau dann, wenn er 2r-regul�ar ist f�ur einr 2 IIN. [Hinweis zu "(\: orientiere E gem�a� einer Eulertour und benutze Korollar 4.2.11.]Man beachte, da� in �Ubung 3.2.22 2-zusammenh�angende, 4-regul�are Graphen ohne Hamiltonkreiskonstruiert wurden.�Ubung 4.2.33 [K�on31, Ege31] Sei A eine (0,1)-Matrix. Dann ist die minimale Anzahl von Zeilenund Spalten, die alle Einsen von A enthalten, gleich der maximalen Anzahl von Einsen, von denenkeine zwei in derselben Zeile oder Spalte stehen.Einen �au�erst eleganten, aber nicht konstruktiven Beweis des Satzes 4.2.15 von K�onig hat DeCaen gegeben:



4.2. MATCHING IN BIPARTITEN GRAPHEN 113�Ubung 4.2.34 [Cae88] Sei G = (V;E) ein bipartiter Graph. Ein Knoten v 2 V hei�t universal,falls er von jedem maximum Matching M in G (d.h. jM j = �(G)) �uberdeckt wird.a) Sei fx; yg eine Kante in G. Dann ist mindestens einer der Knoten x und y ein universalerKnoten; Insbesondere besitzt also jeder bipartite Graph einen universalen Knoten.b) Beweise hiermit Satz 4.2.15 [Hinweis: Induktion nach �(G)].�Ubung 4.2.35 F�ur den Graphen Qd des d-dimensionalen Hyperw�urfels gilt:a) �(Qd) = � (Qd) = 2d�1 = �(Qd) = �(Qd);b) Qd ist r-faktorisierbar genau dann, wenn rjd.�Ubung 4.2.36 Die Umkehrung von Satz 4.2.15 ist falsch: man �nde den kleinsten Graphen mit� (G) = �(G), der nicht bipartit ist. Es gilt jedoch: Ein Graph G ist bipartit genau dann, wenn� (H) = �(H) f�ur alle Subgraphen H � G.�Ubung 4.2.37 a) Die Knotenmenge eines Graphen G kann durch �(G) knotendisjunkte Pfade�uberdeckt werden [GM60]. [Hinweis: betrachte eine Folge S1; S2; : : : ; Sk, wobei S1 eine maximumstabile Menge in G ist und Si+1 eine maximum stabile Menge in G� S1 � : : :� Si]b) Ein Subgraph S eines Graphen G hei�e transversal, wenn er alle maximum stabilen Mengenin G schneidet, d.h. wenn �(G � V (S)) < �(G). Jeder maximale Pfad in einem Graphen isttransversal. Jeder Graph besitzt einen transversalen Kreis, K2 oder K1. [Hinweis: betrachte einenl�angsten transversalen Pfad in G] Die Knotenmenge eines Graphen G kann durch h�ochstens �(G)knotendisjunkte Kreise, K2's und K1's �uberdeckt werden [CJ96].



114 KAPITEL 4. MATCHING4.3 Matching in allgemeinen GraphenWir werden in diesem Abschnitt eine dem Satz 4.2.8 �ahnelnde Charakterisierung der Mat-chingzahl �(G) in allgemeinen Graphen herleiten, die Einblick in die Struktur von maxi-mum Matchings gew�ahrt. Als Korollar erhalten wir den Satz von Petersen. Anschlie�endbehandeln wir einen O(n3)-Algorithmus, um ein maximum Matching in einem Graphen zubestimmen. W�ahrend also das Problem Independent Set NP-schwer ist, ist das analogeProblem f�ur Kanten (das dem Independent Set Problem auf Linegraphen entspricht)polynomiell l�osbar.4.3.1 Die S�atze von Berge, Tutte und Petersen�Uberlegen wir uns aber folgendes zur Struktur von maximum Matchings. Sei die Anzahlungerader Komponenten eines Graphen H mit q(H) bezeichnet. F�ur jede KnotenmengeS � V mu� ein maximum Matching in jeder ungeraden Komponente von G � S (min-destens) einen Knoten entweder ungematcht lassen oder aber zu einem Knoten aus Smatchen. Ist q(G� S) > jSj, so bleiben mindestens q(G� S)� jSj Knoten ungematcht -es folgt 2�(G) � n�maxS�V fq(G� S)� jSjg: (4.7)Wegen S = ; folgt maxfq(G � S) � jSj : S � V g � 0. Auch in Ungleichung (4.7) gilttats�achlich wieder Gleichheit, was uns die folgende Charakterisierung der Matching-Zahl�(G) verscha�t.Satz 4.3.1 (Berge 1958) 2�(G) = n�maxS�V fq(G� S)� jSjg:Der Wert d(G) := maxS�V fq(G � S) � jSjg hei�t auch der "Defekt\ von G. Bevor wirdiesen Satz beweisen, de�nieren wir noch (vgl. �Ubung 4.3.16):De�nition 4.3.2 Ein Graph G hei�t faktorkritisch, falls G selbst kein perfektes Matchingbesitzt, aber G� v f�ur alle v 2 V .Beweis von Satz 4.3.1. Nach obigem bleibt lediglich n � 2�(G) � d(G) zu zeigen. Wirinduzieren �uber n. Der Fall n = 1 ist trivial.Sei also G ein Graph der Ordnung n � 2 und S � V eine kardinalit�atsmaximale Knoten-menge mit der Eigenschaft q(G � S)� jSj = d(G). Wir werden nun die Existenz einesMatchings M� in G nachweisen, das nur d Knoten von G nicht �uberdeckt. Damit ist dann2�(G) � 2jM�j � n � d(G) und der Satz bewiesen. Insbesondere ist M� wegen (4.7) einmaximum Matching in G.Behauptung 1: Jede Komponente von G� S ist ungerade.Angenommen, D w�are eine gerade Komponente von G � S. Dann w�are jDj � 2, und f�urjeden Knoten v 2 D g�alte q(D � v) � 1, worausq(G� (S + v))� jS + vj � q(G� S) + 1� (jSj+ 1) = q(G� S)� jSjim Widerspruch zur kardinalit�atsmaximalen Wahl von S.Behauptung 2: Jede Komponente C von G� S ist faktorkritisch.Sei C ein Komponente von G � S und v 2 C beliebig. Nach Induktionsvoraussetzunggen�ugt es, d(C � v) = 0 zu zeigen. Da C � v gerade ist, gilt d(C � v) � 0, und es bleibt,



4.3. MATCHING IN ALLGEMEINEN GRAPHEN 115q(C � v �R)� jRj � 0 zu zeigen f�ur alle R � V (C � v). Aus der kardinalit�atsmaximalenWahl von S folgtq(G�S)�jSj > q(G�(S[fvg[R))�jS[fvg[Rj = q(G�S)�1+q(C�v�R)�(jSj+1+jRj);woraus q(C � v �R)� (jRj+ 1) < 1: (4.8)Da C ungerade Ordnung hat, giltq(C � S0)� jS 0j 6= 0 8S 0 � V (C):Mit S0 := v + R folgt hieraus, da� die linke Seite von (4.8) ungleich 0 ist. Mithin ist dielinke Seite von (4.8) sogar � �1, und es ergibt sich wie gew�unscht q(C� v�R)�jRj � 0:Wir werden nun noch jeden Knoten s 2 S zu einem Knoten cs in einer Komponente Csvon G� S matchen, so da� die Cs, s 2 S, alle verschieden sind. Da die Cs� cs, s 2 S, einperfektes Matching besitzen und alle �ubrigen Komponenten C von G�S ein fast-perfektes,verbleiben dann lediglich q(G� S)� jSj = d nicht gematchte Knoten.Seien also C1; : : : ; Cq, q := q(G � S), die Komponenten von G � S. Wir bilden den bi-partiten Graphen B = (S; fC1; : : : ; Cqg; EB) und verbinden einen Knoten s 2 S mit einerKomponente Ci genau dann, wenn s Nachbarn in Ci hat.Behauptung 3: B besitzt ein Matching, das alle Knoten aus S �uberdeckt.Wir weisen die Hall-Bedingung (4.3) nach. Sei X � S. O�enbar giltq(G� S) � q(G� (S nX)) + j�B(X)j:Andererseits ist nach Wahl von Sq(G� S)� jSj � q(G� (S nX))� jS nX j:Subtrahiert man die zweite von der ersten Ungleichung, �ndet man wie gew�unschtjSj � jS nX j+ j�B(X)j, jX j � j�B(X)j: 2Der obige Beweis geht auf Ideen von Gallai, Anderson und Mader zur�uck (siehe[Hal89]) und gibt Einblick in die Struktur von maximum Matchings, da diese alle so gebil-det sein m�ussen, wie das im Beweis konstruierte M�. Dies f�uhrt z.B. zu einem einfachenBeweis der Aussage aus �Ubung 4.3.13a. Als Spezialfall des Satzes 4.3.1 �nden wir denhistorisch fr�uheren Satz von Tutte:Korollar 4.3.3 (Tutte 1947) Ein Graph G besitzt ein perfektes Matching genau dann,wenn gilt q(G� S) � jSj 8S � V: (4.9)Bedingung (4.9) hei�t auch Tutte-Bedingung. Tutte bewies auch ein Analogon hierzu�uber die Existenz von r-Faktoren in Graphen, siehe [Bol78a].Als Anwendung dieses Ergebnisses betrachten wir regul�are Graphen. Ein 1-regul�arerGraph ist o�enbar ein perfektes Matching. Ein 2-regul�arer Graph ist die disjunkte Vereini-gung von Kreisen. Also besitzt ein 2-regul�arer Graph ein perfektes Matching genau dann,wenn seine Kreise gerade sind.



116 KAPITEL 4. MATCHINGLemma 4.3.4 Sei G ein kubischer Graph, der ein perfektes Matching M besitzt. Dannist jede Br�ucke von G in M enthalten.Beweis. Sei G o.B.d.A. zusammenh�angend und e 2 E eine Br�ucke in G. Seien Gi, i = 1; 2,die Komponenten von G � e mit ni Knoten und mi Kanten. Aus der Gleichung f�ur dieGradsumme 3ni = 2mi + 1 folgt, da� ni ungerade ist. Die Graphen Gi besitzen also keinperfektes Matching und mithin auch nicht G� e. 2Wir folgern aus diesem Lemma, da� beispielsweise der folgende kubische Graph kein per-fektes Matching besitzt. ����Mit Hilfe des Satzes von Tutte ist es aber ein leichtes, die folgende hinreichendeBedingung herzuleiten.Korollar 4.3.5 (Petersen 1891) Ein zusammenh�angender kubischer Graph G mith�ochstens zwei Br�ucken besitzt ein perfektes Matching.Beweis. Wir weisen die Tutte-Bedingung (4.9) nach. Wegen 3n = 2m ist n gerade und(4.9) f�ur S = ; erf�ullt. Sei also jSj � 1, und seien C1; : : : ; Cq die ungeraden Zusam-menhangskomponenten von G � S. Wenn ei die Anzahl der Kanten zwischen S und Cibezeichnet, so ergibt ein Z�ahlen der Kanten 3jV (Ci)j = 2jE(Ci)j+ei. Mit jV (Ci)j sind mit-hin auch die ei, i = 1; : : : ; q, ungerade. Da G zudem nur h�ochstens zwei Br�ucken besitzt,ist ei also mindestens q � 2 mal mindestens 3, und es folgt3jSj � Pqi=1 ei � 2 + (q � 2) � 3) q � jSj+ 4=3:Da nun aus Parit�atsgr�unden stets q � jSj (mod 2) gilt, wird schlie�lich q � jSj. 2Der obige Graph zeigt, da� dieser Satz bez�uglich der Anzahl der Br�ucken bestm�oglich ist.Bemerkung. Entfernt man ein perfektes Matching aus einem kubischen, br�uckenlosenGraphen, verbleibt ein 2-Faktor. Dessen Kreise brauchen nicht notwendig gerade zu sein,wie der Petersen-Graph (siehe Seite 88) zeigt. Mithin ist ein kubischer, br�uckenloserGraph i.a. nicht 1-faktorisierbar. Planare, kubische, br�uckenlose Graphen sind jedoch stets1-faktorisierbar { dies ist gerade �aquivalent zum 4-Farben-Satz, vgl. Korollar 6.3.8!4.3.2 Ein Algorithmus f�ur das allgemeine MatchingproblemWir werden in diesem Abschnitt einen polynomiellen Algorithmus f�ur das allgemeineMatching-Problem vorstellen. Dieser Algorithmus geht auf Edmonds [Edm65] zur�uck undberuht, wie auch schon der Algorithmus f�ur den bipartiten Fall, auf dem Au�nden aug-mentierender Pfade.Ausgehend vom leeren Matching wird in jeder Phase des Algorithmus ein augmen-tierender Pfad gefunden, oder aber festgestellt, da� kein augmentierender Pfad existiert,womit nach Satz 4.1.6 nachgewiesen ist, da� das gefundene Matching ein maximum Mat-ching ist. O�ensichtlich terminiert dieser Algorithmus nach O(n) Phasen.



4.3. MATCHING IN ALLGEMEINEN GRAPHEN 117F�ur die Suche nach einem augmentierenden Pfad innerhalb einer Phase startet manvon einem ungematchten Knoten v (falls kein solcher existiert, ist das Matching o�en-sichtlich bereits ein maximum Matching) und f�uhrt von diesem ausgehend eine spezielleVariante des BFS durch, die die Knoten des Graphen mit even oder odd kennzeichnet, ent-sprechend der Existenz eines geraden oder ungeraden alternierenden von v ausgehendenPfades zu diesem Knoten. Der Graph enth�alt sodann genau dann einen von v ausgehendenaugmentierenden Pfad, falls es einen mit odd gelabelten Knoten gibt, der ungematcht ist.Indem man den BFS von allen ungematchten Knoten des Graphen durchf�uhrt, wird manalso einen augmentierenden Pfad in dem Graphen �nden, oder nachgewiesen haben, da�kein solcher existiert.Wir beschreiben nun genauer, wie man mithilfe einer speziellen Variante des BFS diegerade beschriebene Knotenlabellung bestimmen kann. Wir gehen von einem beliebigenungematchten Knoten v aus und kennzeichnen diesen mit even. Sodann f�ugen wir f�ur alleNachbarn u von v die gerichtete Kante uv in eine Queue Q ein. Eine Eigenschaft von Qwird sein, da� der Anfangspunkt einer jeden in ihr enthaltenen Kante stets das Label eventr�agt. Wir entfernen nun die erste Kante xy aus Q und gehen wie folgt vor:1. Falls y das Label odd tr�agt, so ignorieren wir die Kante xy.2. Falls y ein noch ungelabellter Knoten ist geben wir y das Label odd und unterscheidenzwei F�alle:2.1 Falls y ein ungematchter Knoten ist, so haben wir einen augmentierenden Pfadgefunden und k�onnen die aktuelle Phase beenden;2.2 ansonsten sei yz die mit y inzidente Matchingkante. Wir labeln z mit even undf�ugen alle mit z inzidenten Kanten mit Ausnahme der Kante zy zu Q hinzu.3. Falls y das Label even tr�agt, so bedeutet dies, da� wir einen ungeraden Kreis gefun-den haben. In diesem Fall f�ugen wir alle von mit odd gelabelten Knoten des Kreisesausgehenden Kanten in Q ein und labeln diese Knoten even. Alle Kanten aus Q, diezwischen zwei Knoten des ungeraden Kreises verlaufen, werden aus Q entfernt.Zur Verdeutlichung des letzten Falles siehe die Abbildung x:a).��a) ��b)Abbildung 4.1: Das Auftreten ungerader Kreise im MatchingalgorithmusIn diesem Beispiel seien alle nicht gestrichelten Kanten bereits abgearbeitet worden,wobei die fett gezeichneten Kanten Matching-Kanten sind. Runde Knoten sind mit even,eckige Knoten mit odd gelabelt,w�ahrend der Knoten h noch ungelabelt ist. In der QueueQ be�nden sich zum aktuellen Zeitpunkt die Kanten ge, gd und eg. Wird die Kante ge



118 KAPITEL 4. MATCHINGabgearbeitet, so sind deren beide Endknoten even gelabelt, womit wir uns im obigen Fall3. be�nden. Wir haben den ungeraden Kreis cdegf gefunden und f�ugen alle von d undf ausgehenden nicht-Matchingkanten in die Queue Q ein und labeln d und f mit even.Alle Kanten, die beide Endknoten im ungeraden Kreis cdegf haben, entfernen wir aus Q.Als einzige Kante verbleibt somit nach diesem Schritt die Kante dh in Q und im n�achstenSchritt �nden wir den augmentierenden Pfad abcfgedh.Die obige Vorgehensweise wirft jedoch einige Probleme auf: Sobald man auf ineinan-dergeschachtelte ungerade Kreise st�o�t, ist es nicht sofort klar, in welcher Form man sichdie ungeraden Kreise merken mu�, um feststellen zu k�onnen, welchen neuen ungeradenKreis man mit einer neu eingef�ugten Kante, deren beide Endknoten even gelabelt sind,schlie�t.Au�erdem ist noch nicht klar, wie man nicht nur feststellt, da� ein augmentie-render Pfad vorhanden ist, sondern diesen auch tats�achlich angeben kann. In Abbildungx.b) ist ein Beispiel f�ur das Auftreten ineinandergeschachtelter ungerader Kreise gezeigt.Es seien zum aktuellen Zeitpunkt die Kanten if , eg, ge in der Queue. Die Kante if wirdignoriert, da f odd gelabelt ist. Die Kante eg schlie�t hingegen den ungeraden Kreis egfcd.Daher wird der Knoten f als even gelabelt und die Kante fi in die Queue aufgenommen.Sie verbindet nun wiederum zwei even gelabelte Knoten und der mit dieser Kante geschlos-sene ungerade Kreis ist fihcdeg. Damit wird der Knoten h als even gelabelt und die Kantehj der Queue hinzugef�ugt und somit schlie�lich der augmentierende Pfad abcdegfihj ge-funden. Dieses Beispiel zeigt zudem, da� es durchaus ein Unterschied ist, ob man die Kanteif oder fi betrachtet. W�ahrend erstere ignoriert wurde, schlo� letztere einen ungeradenKreis.Zur Umgehung der gerade angedeuteten Schwierigkeiten und zur Erzielung einer bes-seren Laufzeit, werden wir daher im folgenden die von Edmonds eingef�uhrte Idee desKontrahierens ungerader Kreise benutzen.Ist G = (V;E) ein Graph und S eine beliebige Teilmenge von V , so versteht man unterder Kontraktion von S denjenigen Graphen, den man erh�alt, indem man in den GraphenG�S einen Knoten s einf�ugt, der mit allen Knoten adjazent ist, die zu einem Knoten ausS in G adjazent sind. Den so erhaltenen Graphen bezeichnen wir mit G�S. Enth�alt G einMatchingM so induziert dieses ein Matching in G�S, falls h�ochstens eine Matching-Kantezwischen S und G� S verl�auft. Dieses Matching bezeichnen wir mit M � S.Schritt 3. des oben angegebenen Verfahrens ersetzen wir nun durch die folgende Variant3'., in der der gefundene ungerade Kreis kontrahiert wird:3'. Falls y das Label even tr�agt, so bedeutet dies, da� wir einen ungeraden Kreis gefun-den haben. In diesem Fall kontrahieren wir die Knotenmenge des Kreises zu einemKnoten s und f�ugen alle von s ausgehenden und noch nicht in Q enthaltenen nicht-Matching-Kanten in Q ein. Der Knoten s wird mit even gelabelt.Damit liefert uns dieses Verfahren ausgehend von einem beliebigen ungematchten Kno-ten v in jedem Schritt einen sogenannten alternierenden Baum: die Knoten des Baumessind alle mit even oder odd gelabelten Knoten, die Kanten des Baumes sind alle diejenigenKanten, �uber die erstmals ein Knoten des Baumes erreicht wird. Nach De�nition des obenangegebenen Verfahrens sind alle Bl�atter des Baumes stets mit even gelabelt, w�ahrendalle mit odd gelabelten Knoten stets den Grad 2 im Baum haben. Falls das Verfahrenausgehend von dem ungematchten Knoten v abbricht, ohne da� ein augmentierender Pfadgefunden wurde, so nennt man den zu diesem Zeitpunkt vorhandenen in v gewurzelten



4.3. MATCHING IN ALLGEMEINEN GRAPHEN 119alternierenden Baum einen ungarischen Baum. Ein solcher stellt ein Zerti�kat daf�ur dar,da� es keinen von v ausgehenden augmentierenden Pfad in dem Graphen gibt.Der Terminologie von Edmonds folgend bezeichnen wir die in Schritt 3'. auftreten-den ungeraden Kreise als Blossoms (engl.: \Bl�ute"). Zu jedem Blossom f�uhrt von demungematchten Knoten v, in dem wir die Suche nach augmentierenden Pfaden gestartethaben, ein eindeutig bestimmter alternierender Pfad zu dem sogenannten Fu�punkt desBlossoms. Den von v aus zu diesem Punkt f�uhrenden alternierenden Pfad bezeichnen wirals Stamm des Blossoms (dieser kann leer sein). Das folgende Lemma ist die Grundlagedes Korrektheitsnachweises des oben angegebenen Algorithmus. Es stellt sicher, da� derAlgorithmus stets einen augmentierenden Pfad �ndet, sofern ein solcher existiert.Lemma 4.3.6 Ist S ein Blossom in G bez�uglich eines Matchings M , so ist M genau dannein maximum Matching in G, wenn M � S ein maximum Matching in G� S ist.Beweis. Angenommen M � S ist kein maximum Matching in G� S. Dann gibt es einenM � S-augmentierenden Pfad P in G� S. Falls s 62 P so ist P auch M -augmentierenderPfad in G. Falls s 2 P , so gibt es einen (eindeutigen) Pfad Q gerader L�ange in S, der denFu�punkt von S als einen Endpunkt hat, so da� der Pfad P 0, den man erh�alt, indem mandas Pfadst�uck Q in P einf�ugt, ein M -augmentierender Pfad in G ist. Also war auch Mkein maximum Matching.Sei nun umgekehrt M kein maximum Matching in G. Ohne Einschr�ankung d�urfen wirannehmen, da� der Fu�punkt von S ein ungematchter Knoten ist. Dies kann man z.B.durch Alternieren der Kanten des Stammes von S erreichen. Entsprechend ist dann auchder Knoten s in G�S ungematched. Es sei P ein augmentierender Pfad in G. Falls P \S =;, so ist P auch augmentierender Pfad in G� S. Ansonsten seien a und b die Endpunktevon P und f der Fu�punkt von S, wobei a 6= f sei. Dann entspricht dem Teilpfad von P ,der von a ausgehend erstmals einen Knoten aus S enth�alt ein augmentierender Pfad inG� S. Somit war auch M � S kein maximum Matching. 2Datenstrukturen. Wir werden nun Datenstrukturen angeben, mit Hilfe derer man obi-gen Algorithmus e�zient implementieren kann. Es zeigt sich, da� der gr�o�te Teil des Algo-rithmus und der Datenstrukturen lediglich f�ur die explizite Augmentierung des gefundenenaugmentierenden Pfades dienen. D.h., ben�otigt man lediglich einen Algorithmus, der f�urein gegebenes Matching testet, ob dieses maximum ist, so lie�e sich das mit wesentlichweniger Aufwand erreichen.F�ur alle Knoten des Graphen und die Knoten, die durch das Kontrahieren von Blossomsentstanden sind (letztere werden wir im folgenden Pseudoknoten nennen), werden eineReihe von Werten gespeichert, die im folgenden genauer erl�autert werden: matched[v] gibtan, ob Knoten v gematcht ist, parity[v] enth�alt die Parit�at von v (even, odd oder none).Das Feld matching edge[v] enth�alt die mit v inzidente Matchingkante, falls v gematchtist. Die Felder pred node[v] und pred edge[v] enthalten den Knoten bzw. die Kante, �uberdie v zum ersten Mal bei der Konstruktion des ungarischen Baumes erreicht wurde. DasFeld deep[v] enth�alt alle diejenigen Knoten aus G, die sich hinter dem (Pseudo-)Knoten vverbergen, d.h. deep[v] ist rekursiv de�niert als:deep[v ] = ( v; fallsv 2 G[xdeep[x] sonst



120 KAPITEL 4. MATCHINGUmgekehrt benutzen wir ein Feld outer[v], das f�ur einen Knoten aus G den Pseudo-Knoten enth�alt, in dem dieser Knoten enthalten ist.Mit Hilfe dieser Datenstrukturen sieht der Matching-Algorithmus wie folgt aus:PROCEDURE Maximum MatchingBEGINf Initialisierungen gFOR ALL e 2 E DO matched[e] := false;FOR ALL v 2 V DO BEGINmatched[v] := false;parity [v] := none;pred node[v] := nil;pred edge[v] := nil;matching edge[v] := nil;deep[v] := fvg;outer[v] := v;END ;f lasse ungarischen Baum aus jedem ungematchten Knoten wachsen gFOR ALL v 2 V DOIF not matched[v]THEN BEGINinitialisiere Q;markiere v als besucht;parity [v] := even;augmentation found := false;f�uge alle mit v inzidenten nicht-Matchingkanten zu Q hinzu;WHILE (Q.size > 0) and not augmentation found DO BEGINsei e = (u; v) n�achste Kante aus Q mit outer[u] 6= outer[v];CASE parity [outer[v]] OFnone: IF matched[outer[v]]THEN extend treeELSE augment path;odd : ;even: shrink blossom;END ;END ;expandiere alle noch nicht expandierten Blossoms;IF augmentation foundTHEN setze parity von allen besuchten Knoten auf noneELSE setze parity von allen besuchten Knoten auf oddmarkiere alle Knoten als unbesucht;END ;



4.3. MATCHING IN ALLGEMEINEN GRAPHEN 121END ;Die Routinen "extend tree", "augment path" und "shrink blossom" werden im folgen-den angegeben. Besonders einfach ist die Routine "extend tree". Hier m�ussen lediglichdie Werte pred node, pred edge und parity f�ur de beiden neu hinzukommenden Knotenaktualisiert werden, sowie die mit dem zweiten Knoten inzidenten nicht-Matchingkantenin die Queue Q eingef�ugt werden.PROCEDURE extend tree;BEGINparity [v] := odd;pred node [v] := u;pred edge [v] := e;markiere v als besucht;w := der von v verschiedene Endknoten von matching edge[v];parity [w] := even;pred node [w] := v;pred edge [w] := matching edge[v];markiere w als besucht;f�uge alle mit w inzidenten nicht-Matchingkanten zu Q hinzuEND ;�Ahnlich einfach ist die Routine "shrink blossom". Die Bestimmung der zu einem Blos-som geh�orenden Knoten und Kanten erfolgt mit Hilfe der Felder pred node und pred edge.Nach obiger Rekursionsvorschrift kann deep f�ur den neuen Pseudoknoten leicht berechnetwerden und die outer-Werte aller zum Blossom geh�orenden Knoten aktualisiert werden.PROCEDURE shrink blossom;BEGINinitialisiere neues Blossom b;bestimme mit Hilfe der Felder pred node und pred edge die zu b geh�orendenKnoten und Kanten und sortiere sie in zyklischer Reihenfolge in shallow [b] ein;deep[b] := ;;FOR ALL x 2 shallow [b] DO deep[b] := deep[b] [ deep[x];f�uge alle nicht-Matchingkanten, die von odd-Knoten des Blossoms ausgehen, zu Qhinzu;



122 KAPITEL 4. MATCHINGFOR ALL x 2 deep[b] DO outer[x] := b;update pred node[b], pred edge[b], matching edge[b], outer[b] und parity [b];END ;Schlie�lich folg noch die Routine "augment path", die zun�achst den augmentierendenPfad im aktuellen Graphen durch Zur�ucklaufen �uber die Felder pred node und pred edgebestimmt. In einem zweiten Schritt werden sodann die in diesem Pfad enthaltenen Pseu-doknoten sukzessive expandiert. DAzu mu� jeweils das geegnete Pfadst�uck gerader L�angedes Blossoms gew�ahlt werden, dessen einer Endpunkt der Fu�punkt des Blossoms ist.PROCEDURE augment path;BEGINaugmentation found := true;initialisiere Blossom-Queue B;initialisiere Pfad P ;f�uge v und e zu P hinzu;w := v;WHILE w 6= nil DO BEGINe := pred edge[outer[w]];f�uge outer[w] und e zu P hinzu;falls outer[w] ein Blossom-Knoten ist, so f�uge w zu B hinzu;w := pred node[outer[w]];END ;WHILE B.size > 0 DO BEGINsei b erster Knoten aus B;FOR ALL x 2 shallow [outer[b]] DOFOR ALL y 2 deep[x] DOouter[y] := x;bestimme die Knoten p und q �uber die das Blossom outer[b] betreten und verlassenwird; f�uge dasjenige Pfadst�uck des Blossoms outer[b] in P anstelle des Knotens b ein,das gerade L�ange hat;END ;FOR ALL f 2 P DO matched[f ] := notmatched[f ];bestimme matching edge f�ur die Knoten des Pfades P ;setze matched auf true f�ur den Anfangs- und Endknoten von P ;



4.3. MATCHING IN ALLGEMEINEN GRAPHEN 123END ;Laufzeitanalyse. Wir werden zeigen, da� der oben angegebene Algorithmus eine Laufzeitvon O(n3) hat. Da wir ausgehend vom leeren Matching h�ochstens n=2 Augmentierungendurchf�uhren, reicht es also zu zeigen, da� jede Phase O(n2) Laufzeit ben�otigt. Jede Kantewird im Laufe einer Phase h�ochstens einmal in Q eingef�ugt. Die Routine "extend tree"wird abgesehen vom Einf�ugen der Kanten in Q in konstanter Zeit ausgef�uhrt. Die Routine"augment path", die nur einmal am Ende einer Phase aufgerufen wird, hat O(m) Laufzeit.Es bleibt also die Laufzeit der Routine "shrink blossom" zu untersuchen. Das Bestimmender zu einem Blossom S geh�orenden Knoten und Kanten ben�otigt lediglich O(jSj) Lauf-zeit. Das Berechnen von deep braucht h�ochstens O(n) Laufzeit. Da im Laufe einer Phaseh�ochstens O(n) Blossoms auftreten k�onnen, ist damit die Gesamtlaufzeit durch O(n2)beschr�ankt.Der laufzeitkritische Teil in obigem Algorithmus ist die Aktualisierung des Feldes deep.Gabow und Tarjan [GT83] haben gezeigt, da� eine spezielle Variante des set-union Algo-rithmus hier anwendbar ist, die ein implizites updating des Feldes deep in O(m) erm�oglicht.Damit ergibt sich eine Gesamtlaufzeit von O(nm) f�ur den Matchingalgorithmus.Der e�zienteste Algorithmus zur L�osung des Matching-Problems stammt von Mica-li und Vazirani [MV80] und hat eine Laufzeit O(pnm), also die gleiche Laufzeit, dieauch der Algorithmus von Hopcroft und Karp f�ur bipartite Graphen erreicht. Einevollst�andige Analyse dieses Algorithmus wurde erst k�urzlich von Vazirani [Vaz94] publi-ziert. Ein einfacherer Algorithmus, der ebenfalls diese Laufzeit erreicht, stammt von Blum[Blu90].4.3.3 AnwendungenDas Brieftr�agerproblem. Der Chinese Mei-Ko [Mei62] stellte sich das Problem, denWeg eines Postboten zu minimieren, der alle Stra�en einer Stadt ablaufen mu�. Wenn mandas Stra�ennetz der Stadt als Graph modelliert, bei dem die Knoten den Kreuzungen unddie Kanten den Stra�en entsprechen, so f�uhrt das zu dem Problem, in einem Graphen einengeschlossenen Kantenzug zu �nden, der jede Kante des Graphen mindestens einmal abl�auft(auch Chinese-Postman-Problem). In dem Fall, da� der zugrundeliegende Graph GEulersch ist, haben wir dieses Problem bereits gel�ost - ein Eulerscher Kantenzug durchl�auftjede Kante genau einmal, was sicher bestm�oglich ist. Ist G nicht Eulersch, so mu� derPostbote o�enbar mindestens eine Kante in G mehrfach ablaufen. Interpretiert man vomPostboten mehrfach abgelaufene Kanten in G als parallele Kanten oder Mehrfachkanten, sostellt jede L�osung des Postbotenproblems eine Eulertour in diesem Supergraphen ~G von Gdar. O�ensichtlich wird keine Kante mehr als zweimal abgelaufen, denn sonst k�onnte manzwei dieser parallelen Kanten aus ~G entfernen und es verbliebe noch immer ein EulerscherSupergraph von G. Daher m�ussen in diesem Fall die Kanten von G zun�achst so verdoppeltwerden, da� der entstehende Supergraph ~G Eulersch wird, oder �aquivalent, da� in ~G jederKnoten (Kanten entsprechend ihrer Multiplizit�at gez�ahlt) geraden Grad hat. Sei H derSubgraph von G gebildet aus den in G verdoppelten Kanten und T � V die Menge derKnoten ungeraden Grades in G (beachte: jT j � 0 (mod 2)). Dann gilt f�ur die Grade in



124 KAPITEL 4. MATCHINGH : dH(v) = ( 1 falls v 2 T ,0 (mod 2) sonst.Ein solcher Subgraph H von G bzw. seine Kantenmenge hei�t T -Join. Ein einfacher In-duktionsschlu� zeigt:Lemma 4.3.7 Jeder T -Join in einem Graphen G ist die kantendisjunkte Vereinigung vonsi � ti�Pfaden in G, 1 � i � jT j=2, so da� fs1; : : : ; sjT j=2; t1; : : : ; tjT j=2g = T . 2Wenn durch c : E ! Q+ eine L�angenfunktion auf den Kanten von G gegeben ist, dannsuchen wir also nach einem T -Join minimalen Gewichts Pe2H c(e) in G.Satz 4.3.8 [EJ73] Das Problem Minimum Weight T -Join l�a�t sich in polynomiellerZeit auf das Problem Minimum Weight Perfect Matching in allgemeinen Graphenreduzieren.Beweis. Sei also G = (V;E; c) ein kantengewichteter Graph und T eine gerade Teilmengeseiner Knotenmenge. Betrachte den Distanzgraphen Gdist[T ] zu G und T , der Knoten-menge T und Kantenmenge �T2� hat und in dem eine Kante fu; vg, u; v 2 T , gewichtet istdurch das Gewicht dG(u; v) eines bez�uglich c k�urzesten u�v�Weges in G. Die Gewichte imGraphen Gdist[T ] lassen sich beispielsweise durch jT j-malige Anwendung des Algorithmusvon Dijkstra in polynomieller Zeit berechnen. Ein perfektes Matching M� minimalenGewichts in Gdist[T ] de�niert nun in naheliegender Weise ein si � ti�Pfadsystem wie inobigem Lemma (die Pfade sind kantendisjunkt, weil es sonst o�enbar ein perfektes Mat-ching in Gdist[T ] mit noch kleinerem Gewicht g�abe) und damit einen T -Join J� in G mitc(J�) = c(M�). Da umgekehrt jeder T -Join ein perfektes Matching in Gdist[T ] de�niert,dessen Gewicht h�ochstens so gro� ist wie das des T -Joins, gibt es in G nach Wahl von M�auch keinen T -Join kleineren Gewichts als J�. 2Das Problem Minimum Weight Perfect Matching wiederum ist, wie gesehen, inpolynomieller Zeit berechenbar.Mehr zum Chinese Postman Problem in [Bar90a, EGL95]; Anwendungen �ndensich bei [Bar90b].Maximum gradbeschr�ankte Subgraphen. Das folgende Problem verallgemeinert dasmaximum Matching Problem.Maximum Degree-Constrained Subgraph:INSTANZ: ein ungerichteter Graph G = (V;E), V = fv1; : : : ; vng,und ein Vektor b = (b1; : : : ; bn) 2 IINn,L�OSUNGEN: b-beschr�ankte Subgraphen (oder b-Faktoren) von G, d.h. SubgraphenS = (V;ES) von G mit dS(vi) � bi, i = 1; : : : ; n,ZIELFUNKTION: jESj != max.Auch dieses Problem reduziert sich auf das (allgemeine) maximum Matching Problem.Zu G = (V;E) konstruiere wie folgt einen Hilfsgraphen H = (VH; EH). Ersetze zun�achstjede Kante fvi; vjg 2 E durch einen Pfad (vi; ui; uj ; vj). Sodann ersetze jeden Knotenvi 2 V durch eine stabile Knotenmenge Vi := fv(1)i ; : : : ; v(bi)i g der Kardinalit�at bi, wobei



4.3. MATCHING IN ALLGEMEINEN GRAPHEN 125f�ur jede Kante fvi; vjg 2 E der Knoten ui (bzw. uj) nun zu allen Knoten v 2 Vi (bzw. Vj)benachbart ist. Formal:VH := n[i=1Vi [ [fvi;vjg2Efui; ujgEH := [fvi;vjg2E [ffv; uig : v 2 Vig [ ffui; ujgg [ ffuj ; vg : v 2 Vjg] :F�ur eine Kante e = fvi; vjg 2 E bezeichne EH(e) die Kantenmenge in eckigen Klammern.EH(e) in H entspricht sozusagen der Kante e in G, nachdem die Knoten von V jeweilsver-(bi)-facht wurden.Satz 4.3.9 (Tutte 1954b; Shiloach 1981) Sei G = (V;E) ein Graph, b = (b1; : : : ; bn) 2IINn, H der wie oben konstruierte Hilfsgraph und M� ein maximum Matching in H. Dannist der Subgraph S = (V;ES) von G de�niert durch8e 2 E : e 2 ES :, jEH(e) \M�j = 2:ein maximum b-beschr�ankter Subgraph von G.Beweis. Nach Konstruktion von H ist S b-beschr�ankt. Da das Matching M� insbesonderemaximal ist, gilt 1 � EH(e) \M� � 2 8e 2 E) jM�j � jEj+ jES j, jESj � jM�j � jEjDies ist aber auch schon bestm�oglich: Sei SOPT = (V;EOPT) ein maximum b-beschr�ankterSubgraph von G. Dann induziet SOPT ein Matching M in H der Gr�o�ejM j � 2jEOPT j+ jE nEOPT j= jEOPT j+ jEj) jM j � jEj � jEOPT jWegen jM�j � jM j ergeben die beiden jeweils letzten Ungleichungen hintereinander ge-schaltet jES j � jEOPT j, d.h. ES ist maximum. 2�Ubung 4.3.10 Im kantengewichteten Fall (w : E ! Q+) ist die Maximierung von w(ES)�aquivalent ist zur Maximierung von w(M), M ein maximales Matching in H, wenn dieKanten von H durch w(eH) := w(e), eH 2 EH(e) gewichtet werden.Eine weitere wichtige Anwendung des allgemeinen Matchings ist die Berechnungk�urzester Wege in kantengewichteten, ungerichteten Graphen mit nicht notwendig po-sitiver Gewichtsfunktion c : E ! Q, siehe [Jun94, Abschnitt 13.6].�Ubungen�Ubung 4.3.11 (Chungpaisan) Ein Baum T besitzt ein perfektes Matching genau dann, wennq(T � v) = 1 f�ur alle v 2 V .�Ubung 4.3.12 a) Ein Graph G habe ein perfektes Matching M . Eine Kante e 2 E nM geh�ort zueinem (anderen) perfekten Matching von G genau dann, wenn es einen alternierenden Kreis in Ggibt, der e enth�alt.b) Sei G = (U; V;E) ein bipartiter Graph. Falls es in G ein Matching gibt, das U �uberdeckt, undfalls d(u) � 2 f�ur alle u 2 U gilt, dann gibt es sogar zwei verschiedene solche Matchings.



126 KAPITEL 4. MATCHING�Ubung 4.3.13 a) (Mader 1973) Sei G ein zusammenh�angender Graph mit genau einem per-fekten Matching M . Dann enth�alt G eine Br�ucke e, die zwei ungerade Komponenten von G � everbindet (und also e 2 M). b) Konstruiere f�ur jedes k 2 IIN einen Graphen Gk mit �(Gk) � kund einem eindeutigen perfekten Matching.�Ubung 4.3.14 Das Entscheidungsproblem Matching:INSTANZ: ein Graph G und ein k 2 IIN,FRAGE: �(G) � k?liegt in NP \ co-NP.�Ubung 4.3.15 a) Man folgere die Tutte-Berge-Formel (Satz 4.3.1) aus dem Satz von Tutte(Korollar 4.3.3) [Hinweis: Man wende den Satz von Tutte auf einen entsprechend modi�ziertenGraphen an]. b) Man folgere den Satz von Hall aus dem von Tutte.�Ubung 4.3.16 a) Ein faktorkritischer Graph enth�alt einen ungeraden Kreis.b) Ein zusammenh�angender Graph G ist faktorkritisch genau dann, wenn�(G� v) = �(G) 8v 2 V:[Hinweis zur R�uckrichtung: Um zu zeigen, da� ein maximum Matching in G nur h�ochstens einenKnoten nicht �uberdeckt, betrachte man nach Widerspruchsannahme ein maximumMatching M�in G, das die folgende Gr�o�e minimiert: dM := minfdist(x; y) : x und y sind von M nicht �uber-deckte Knoteng.]c) (Lov�asz 1972c) Ein Graph ist faktorkritisch genau dann, wenn er eine schwache Ohrenzerle-gung [vgl. �Ubung 2.3.11] besitzt, in der der Kreis C und die Wege Pi s�amtlich ungerade sind.Die folgenden zwei �Ubungen verallgemeinern den Satz 4.3.5 von Petersen.�Ubung 4.3.17 In einem kubischen, br�uckenlosen Graphen ist jede Kante in einem perfekten Mat-ching enthalten.�Ubung 4.3.18 (B�abler 1938) Sei r � 3 ungerade. Ein (r � 1)-kantenzusammenh�angender,r-regul�arer Graph besitzt ein perfektes Matching.�Ubung 4.3.19 (Chartrand, Polimeni, Stewart 1973) Der Linegraph eines zusam-menh�angenden Graphen G hat genau dann einen 1-Faktor, wenn jE(G)j gerade ist.�Ubung 4.3.20 Zwei Spieler A und B spielen folgendes Spiel auf einem Graphen G. A besetztzun�achst einen Knoten, und dann besetzen beide abwechselnd jeweils einen noch unbesetzten Kno-ten, der dem vom Gegner im vorhergehenden Zug gew�ahlten Knoten benachbart sein mu�. Wernicht mehr setzen kann, verliert. Wann hat Spieler A eine Gewinnstrategie?Sei G = (f1; : : : ; ng; E) ein Graph. F�ur jede Kante fi; jg 2 E, i < j, f�uhre eine Variable xij ein.Dann hei�t die schiefsymmetrische n� n Matrix T (G) = (tij)ij , de�niert durchtij := 8<: xij falls fi; jg 2 E und i < j,�xji falls fi; jg 2 E und i > j,0 sonstf�ur alle 1 � i; j � n, die Tutte-Matrix von G. Aus der linearen Algebra ist bekannt, da� dieDeterminante einer Matrix ein Polynom in den Matrixeintr�agen ist.�Ubung 4.3.21 (Tutte 1952) Ein Graph G besitzt ein perfektes Matching genau dann, wenndet(T (G)) 6� 0.



4.3. MATCHING IN ALLGEMEINEN GRAPHEN 127Da ein Polynom, das nicht das Nullpolynom ist, nur an "wenigen\ Stellen verschwindet, f�uhrt diesesErgebnis zu einem einfachen randomisierten Algorithmus, der mit gro�er Wahrscheinlichkeit dasEntscheidungsproblem "besitzt G ein perfektes Matching?\ richtig beantwortet. Mit Hilfe diesesAnsatzes lassen sich randomisierte parallele Algorithmen entwickeln, um perfekte Matchings inGraphen zu konstruieren, siehe [MVV87] und [God93, Kapitel 7].�Ubung 4.3.22 Das maximum-Matching-Problem l�a�t sich in polynomieller Zeit auf das perfekte-Matching-Problem reduzieren.



Kapitel 5F�arbung5.1 Die chromatische ZahlUnter einer zul�assigen k-F�arbung der Knoten eines Graphen G = (V;E) versteht man eineAbbildung c : V ! f1; : : : ; kg, so da� gilt:fu; vg 2 E ) c(u) 6= c(v);d.h. benachbarte Knoten sind verschieden gef�arbt. Wir meinen im folgenden immer zul�assi-ge (Knoten-)F�arbungen, wenn wir von F�arbungen eines Graphen sprechen. Ein Graphhei�t k-f�arbbar, wenn er eine k-F�arbung besitzt. Jeder Graph ist also n-f�arbbar, und einGraph ist 1-f�arbbar genau dann, wenn er leer ist. Die chromatische Zahl �(G) eines Gra-phen G ist de�niert als das minimale k 2 IIN, so da� G k-f�arbbar ist. Ein Graph G hei�tk-chromatisch, falls �(G) = k.Beispiele und untere Schranken. O�enbar m�ussen die Knoten einer Clique in jeder zul�assi-gen F�arbung paarweise verschiedene Farben tragen. Es gilt also �(Kn) = n und�(G) � !(G): (5.1)I.A. gilt hier keine Gleichheit; so haben die ungeraden Kreise beispielsweise chromatischeZahl 3. In Abschnitt 5.3 werden wir sogar sehen, da� es zu jedem k 2 IIN Graphen mitCliquenzahl 2 und chromatischer Zahl k gibt. Ein Graph ist zweif�arbbar genau dann, wenner bipartit ist; Nach dem Satz 1.1.18 von K�onig gilt somit, da� �(G) � 3 dann und nurdann, wenn G einen ungeraden Kreis enth�alt, und da� 2-chromatische Graphen in linearerZeit erkennbar und (optimal) f�arbbar sind.Eine Farbklasse in einer F�arbung von G ist eine Menge von Knoten, die dieselbe Farbentragen. O�enbar induziert jede Farbklasse einer F�arbung von G eine stabile Menge in G.Die chromatische Zahl �(G) eines Graphen G l�a�t sich also auch �aquivalent de�nieren alsdie minimale Anzahl von stabilen Mengen, in die sich seine Knotenmenge partitionierenl�a�t, oder das minimale k, so da� G k-partit ist. Damit ist �(G) = �(G). Da jede FarbklasseSi in einer �(G)-F�arbung eines Graphen G h�ochstens �(G) viele Knoten enthalten kann,gilt n = P�(G)i=1 jSij � �(G)�(G); und wir erhalten die untere Schranke�(G) � n�(G) ; (5.2)128



5.1. DIE CHROMATISCHE ZAHL 129die f�ur den Kn oder den Kn;n beispielsweise scharf ist. Die Graphenfamilie fGkgk2IN vonSeite 55 zeigt jedoch, da� die Schranke (5.2) i.a. beliebig schlecht werden kann: Es gilt:�(Gk) = k + 1, w�ahrend n�(Gk) = 2. In Kapitel 13 werden wir jedoch sehen, da� dieAbsch�atzung (5.2) "fast immer gut\ ist.Reduktionen. Bei der Untersuchung der chromatischen Zahl eines Graphen k�onnen wiruns auf zweifach zusammenh�angende Graphen beschr�anken:Proposition 5.1.1 �(G) = maxf�(B) : B ist Block von Gg:Beweis. Betrachte den Block-Artikulationsgraphen bc(G) (vgl. Satz 2.3.8). F�arbe zun�achsteinen beliebigen Block B von G. Durchlaufe nun bc(G) gem�a� einer Breiten- oder Tiefen-suche mit Startknoten B. In jedem neu entdeckten Block ist genau ein (Artikulations-)Knoten bereits gef�arbt. Erweitere diese F�arbung jeweils zu einer des ganzen Blockes. 2Anwendungen. F�arbungsprobleme treten in vielen Situationen auf, z.B. bei der Termin-planung von Examenspr�ufungen, die man unter der Bedingung, da� jeder Student an denPr�ufungen zu allen F�achern teilnehmen kann, die er belegt hat, auf m�oglichst wenigeZeitintervalle verteilen m�ochte. Oder bei der Terminplanung von Ausschu�sitzungen desBundestages, die man auf m�oglichst wenige Zeitintervalle so verteilen m�ochte, da� jederAbgeordnete die Sitzungen aller Aussch�usse besuchen kann, denen er angeh�ort. Im gra-phentheoretischen Modell G entspricht die Knotenmenge den F�achern (rsp. Aussch�ussen),und zwei Knoten sind benachbart genau dann, wenn es Studenten gibt, die beide F�achergleichzeitig belegt haben (bzw. Abgeordnete, die beiden Aussch�ussen angeh�oren). Einestabile Menge von F�achern (rsp. Aussch�ussen) kann dann ohne Konikte auf denselbenTermin gelegt werden, und das Problem, einen Terminplan mit minimal vielen Zeitinter-vallen zu �nden, ist �aquivalent dazu, eine �(G)-F�arbung in G zu konstruieren.In der Praxis sind jedoch die ben�otigten Ressourcen, wie Beaufsichtigungspersonaloder Raumkapazit�aten in obigem Beispiel, beschr�ankt, und man m�ochte sie m�oglichstgleichm�a�ig auslasten. Das f�uhrt auf das Problem, F�arbungen von Graphen zu �nden, indenen die Farbklassen m�oglichst gleich gro� sind (s.u.).Graphf�arbungsalgorithmen �nden auch Anwendung beim Registerbelegungsproblemim Compilerbau, wo m�oglichst viele Variablen gleichzeitig in Registern gehalten werdensollen, siehe z.B. Chaitin [Cha82].�Ubungen und AnmerkungenEin Graph G = (V;E) hei�t kritisch k-f�arbbar genau dann, wenn gilt: �(G) = k und �(G�x) < kf�ur alle x 2 (V [E).�Ubung 5.1.2 a) Jeder Graph G enth�alt einen kritisch �(G)-f�arbbaren Subgraphen. b) F�ur einenkritisch �(G)-f�arbbaren Graphen G gilt �(G) � �(G) � 1: c) m(G) � ��(G)2 �: d) Ein kritischk-f�arbbarer Graph G ist (k�1)-fach kantenzusammenh�angend [Dir53]. [Hinweis:man nehme an, Glie�e sich durch k�2 Kanten in zwei Teile G[A] und G[B] trennen, und setze eine (k�1)-F�arbungvon G[A] auf B fort.]�Ubung 5.1.3 [NG56] a) �(G) � �(G) � n; b) �(G) + �(G) � n + 1:[Hinweis f�ur b): Induktion �uber n]�Ubung 5.1.4 a) Die maximale Anzahl Knoten in einem Graphen G, die mit k Farben zul�assiggef�arbt werden k�onnen, ist �(G�Kk) [Ber85].



130 KAPITEL 5. F�ARBUNGb) Das Entscheidungsproblem "gegeben ein Graph G und eine nat�urliche Zahl k { ist G k-f�arbbar?\ist NP-vollst�andig [Kar72].c) �(G�H) = maxf�(G); �(H)g [Viz63, Abe64].�Ubung 5.1.5 (Dirac 1952b) Jede �(G)-F�arbung eines Graphen G = (V;E) liefert eine Partitionvon V in stabile Mengen (die Farbklassen). Ein Graph G hei�t eindeutig f�arbbar, falls jede �(G)-F�arbung von G dieselbe Partition von V induziert. F�ur einen eindeutig f�arbbaren Graphen G bzw.f�ur seine �(G)-F�arbung gilt:a) �(G) � �(G)� 1;b) [CH68] Die Vereinigung je zweier Farbklassen bildet einen zusammenh�angenden Subgraphen;c) [CG69] G ist (�(G)� 1)-fach zusammenh�angend.d) [Jen96] Es gibt keine eindeutig 3-f�arbbaren, kubischen Graphen.Eine Schnitt-�Uberdeckung eines Graphen G = (V;E) ist eine Menge fS1; : : : ; Skg, ; 6= Si � V ,k 2 IIN, so da� f�ur alle e 2 E ein i 2 f1; : : : ; kg existiert mit e 2 hSi; V n Sii. O�enbar bildendie Farbklassen einer optimalen Knotenf�arbung von G eine Schnitt�uberdeckung von G der Gr�o�e�(G).�Ubung 5.1.6 Jeder Graph besitzt eine Schnitt- �Uberdeckung der Gr�o�e dlogne.5.2 Greedy-F�arbung und der Satz von BrooksObwohl eins der meist-studierten Probleme der Graphentheorie, gibt es keine Formel oderpolynomiell �uberpr�ufbare Charakterisierung f�ur die chromatische Zahl (im Gegensatz zurMatching-Zahl beispielweise). In Abschnitt 5.4 werden wir sehen, da� das Problem, diechromatische Zahl eines Graphen zu berechnen, NP-schwer ist, so da� es vermutlich (d.h.falls P 6= NP) keinen Algorithmus gibt, der f�ur jeden Graphen die chromatische Zahl inpolynomieller Zeit berechnet. Deshalb gewinnen Schranken f�ur �(G) an Bedeutung. Dochauch an Schranken f�ur die chromatische Zahl heranzukommen ist schwierig. Beachte, da�die beiden unteren Schranken f�ur �(G) aus (5.1) und (5.2) vom algorithmischen Stand-punkt aus nicht sehr hilfreich sind: die Berechnung der Parameter !(G) oder �(G) istselbst NP-schwer.Angenommen, ein Algorithmus A konstruiert auf jedem Eingabegraphen eine zul�assigeF�arbung. Dann ist die Anzahl der verwendeten Farben o�enbar eine obere Schranke f�ur�(G). Wir untersuchen in diesem Abschnitt einige einfache F�arbungsheuristiken und leitendaraus obere Schranken f�ur die chromatische Zahl ab.Zun�achst untersuchen wir eine Greedy-Heuristik f�ur das Graphen-F�arbungsproblem.Sei G = (V;E) ein Graph und eine beliebige Anordnung � : f1; : : : ; ng ! V seiner Knotengegeben. Der K�urze halber setzen wir im folgenden vi := �(i), i = 1; : : : ; n, und schreibendann auch einfach � = (v1; : : : ; vn). Der Greedy-F�arbungsalgorithmus geht die Knoten vonG in der durch � vorgegebenen Reihenfolge v1; : : : ; vn durch und f�arbt jeden Knoten mitder niedrigsten zul�assigen Zahl. F�ur i = 1; : : : ; n setze Vi := fv1; : : : ; vig und Gi := G[Vi].FUNCTION Greedy F�arbung (G; �) : INTEGER;BEGINc(v1) := 1;FOR i := 2 TO n DOc(vi) := min fk 2 IINj k 6= c(u) f�ur alle u 2 �(vi) \ Vi�1g;Greedy F�arbung:= jfc(v) : v 2 V gj;



5.2. GREEDY-F�ARBUNG UND DER SATZ VON BROOKS 131END;Per de�nitionem liefert uns dieser einfache Algorithmus eine zul�assige Knotenf�arbung c.Proposition 5.2.1 F�ur jede Anordnung � der Knoten eines Graphen G gilt�(G) (i)� Greedy F�arbung (G; �) (ii)� �(G) + 1: (5.3)Der Algorithmus Greedy F�arbung kann mit Laufzeit O(n+m) implementiert werden.Beweis. In jedem F�arbungsschritt k�onnen h�ochstens j�(vi) \ Vi�1j � d(vi) � �(G) vieleFarben f�ur den Knoten vi verboten sein. Also kommtGreedy F�arbung unabh�angig von� stets mit den Farben f1; : : : ;�(G) + 1g aus.Was die Implementierung angeht, so ist die einzige H�urde wohl die Bestimmung vonc(vi). Hierzu benutzt man ein zu Beginn auf 1 initialisiertes Feld Zul�assig : f1; :::;�(G)+1g ! f0; 1g, wobei Zul�assig[f ] = 1 bedeuten soll, da� vi mit der Farbe f zul�assig gef�arbtwerden darf. Die Bestimmung von c(vi) besteht dann aus drei Phasen:Phase I: die f�ur den Knoten vi verbotenen Farben werden im Feld Zul�assig mit 0 markiert(genau ein Durchgang durch die Adjazenzliste von vi mit O(d(vi)) vielen Operatio-nen);Phase II: Suche der ersten 1 (wegen �(G) + 1 > d(vi) gibt mindestens eine) im FeldZul�assig (O(d(vi) + 1) Operationen);Phase III: Zur�ucksetzen des Feldes Zul�assig auf 1 (wieder ein Durchgang durch die Ad-jazenzliste von vi mit O(d(vi)) vielen Operationen).Summiert �uber alle Knoten ist der Aufwand f�ur Greedy F�arbung mithin O(n +m). 2F�ur ungerade Kreise und vollst�andige Graphen gilt Gleichheit in der Ungleichungskette(5.3). Wie der K1;� zeigt, kann (unabh�angig von �) die Absch�atzung (ii) beliebig schlechtwerden, w�ahrend Gleichheit in (i) gilt. F�ur die folgende Familie fBng bipartiter Graphengibt es andererseits eine Anordnung � der Knoten, bei der (ii) eine Gleichheit und dieSchranke (i) beliebig schlecht wird [Joh74b]. Bn hat n = 2k, k � 2, viele Knoten undentsteht aus dem vollst�andig bipartiten Graphen Kk;k = (U; V; E) durch Herausnahmedes perfekten Matchings Mk := ffui; vig : i = 1; : : : ; kg:������Obwohl Bn zweif�arbbar ist, ben�otigt der Greedy-Algorithmus bei jeder Anordnung derKnoten, bei der auf ui stets vi folgt f�ur i = 1; : : : ; k,k = �(Bn) + 1 = 
(n)



132 KAPITEL 5. F�ARBUNGviele Farben. Der Greedy-Algorithmus liefert also i.a. beliebig schlechte F�arbungen.1Der Greedy-Algorithmus f�arbt u.U. sogar B�aume schlecht:�Ubung 5.2.2 Man gebe eine Familie fTngn2IIN von B�aumen an, so da� Tn n Knoten hatund der Greedy-Algorithmus auf Tn bei entsprechender Anordnung der Knoten 
(logn)viele Farben ben�otigt.Tats�achlich gibt es sogar Graphen, f�ur die der Greedy-Algorithmus bei fast allen Anord-nungen der Knotenmenge schlecht f�arbt:Satz 5.2.3 (Ku�cera 1991) Seien �; � > 0 und c < 1 Konstanten. Dann gibt es f�ur ngro� genug Graphen Gn mit chromatischer Zahl �(Gn) � n�, f�ur die der Anteil aller An-ordnungen der Knotenmenge, auf denen der Greedy-Algorithmus weniger als c nlogn Farbenverwendet, o(n��) ist. 2Es gilt aber:Lemma 5.2.4 F�ur jeden Graphen G gibt es eine Anordnung �� seiner Knoten, auf derder Greedy-Algorithmus eine optimale F�arbung konstruiert, d.h. es gilt�(G) = min�2Sn Greedy F�arbung (G; �):Beweis. Seien S1; : : : ; S�(G) die Farbklassen von G in einer �(G)-F�arbung. Enthalte �� =(v1; : : : ; vn) zun�achst die Knoten von S1 in beliebiger Reihenfolge, dann die von S2 u.s.w.Es folgt Greedy F�arbung (G; ��) = �(G). 2Leider kennen wir jedoch die Anordnung �� im Voraus nicht. In Kapitel 13 werden wirsehen, da� Greedy F�arbung "in aller Regel recht gute\ Resultate liefert.Eine naheliegende Idee, um an bessere F�arbungen mit weniger Farben zu kommen,ist, zun�achst eine "g�unstige\ Anordnung � = (v1; : : : ; vn) der Knoten zu bestimmen undGreedy F�arbung dann auf diese Anordnung anzuwenden. F�ur den i-ten Knoten vi sindim AlgorithmusGreedy F�arbung h�ochstens dGi(vi) (der sogenannte R�uckw�artsgrad vonvi) viele Farben verboten. Also kommt Greedy F�arbung stets mit 1+max1�i�n dGi(vi)vielen Farben aus. Wir schreiben im folgenden abk�urzendb(�) := max1�i�n dGi(vi); falls � = (v1; : : : ; vn):Durch Minimierung �uber alle n! Anordnungen � 2 Sn der Knotenmenge erh�alt man damitfolgende obere Schranke an �(G).�(G) � 1 + min�2Sn b(�):�Uberraschenderweise l�a�t sich eine Anordnung der Knoten, bei der dieses Minimum ange-nommen wird, leicht konstruieren; betrachte dazu die folgende Prozedur.FOR i := n DOWNTO 1 DO BEGINw�ahle einen Knoten minimalen Grades in G als vi;1Der Greedy-Algorithmus verwendet f�ur die Graphenfamilie Bn allerdings im Erwartungswert (d.h.gemittelt �uber alle Anordnungen der Knotenmenge) und asymptotisch (d.h. f�ur n! 1) nur zwei Farben[Big90].



5.2. GREEDY-F�ARBUNG UND DER SATZ VON BROOKS 133G := G� vi;END;Jede Permutation der Knotenmenge eines Graphen, die man so erhalten kann, hei�tsmallest-last Anordnung. Es gilt nun die folgende interessante Maximum-Minimum-Beziehung.Proposition 5.2.5 (Halin 1967b; Matula 1968; Finck, Sachs 1969) F�ur jedesmallest-last Anordnung �SL der Knotenmenge eines Graphen gilt:b(�SL) = maxH �(H) = min�2Sn b(�);wobei das Maximum �uber alle Subgraphen H von G genommen wird.Beweis. F�ur jede smallest-last Anordnung �SL der Knotenmenge eines Graphen giltb(�SL) � maxi �(Gi) � maxH �(H):Sei andererseits H� ein Subgraph von G mit �(H�) = maxH �(H). Dann gilt f�ur jedePermutation � der Knotenmenge von G, wenn j = j(�) den kleinsten Index bezeichnet,so da� H� Subgraph von Gj ist:maxH �(H) = �(H�) � dH�(vj) � dGj (vj) � b(�):Also gilt maxH �(H) � min�2Sn b(�). Die Ungleichung min�2Sn b(�) � b(�SL) schlie�lichist trivial. 2Insbesondere l�a�t sich also in einem Graphen G ein Subgraph H von maximalem Mini-malgrad in polynomieller Zeit berechnen. Die F�arbungsheuristik Smallest-Last ordnetnun die Knoten eines Graphen zun�achst gem�a� einer smallest-last-Anordnung �SL an undwendet sodann Greedy F�arbung (G; �SL) an. Aus der letzten Proposition erhalten wirdie folgende Schranke an die Anzahl der verwendeten Farben.Korollar 5.2.6 (Szekeres, Wilf 1968) Sei G ein Graph und �SL eine smallest-lastAnordnung seiner Knotenmenge. Dann gilt�(G) � Greedy F�arbung (G; �SL) � 1 +maxH �(H); (5.4)wobei das Maximum �uber alle Subgraphen H von G genommen wird. 2�Ubung 5.2.7 a) (Matula, Beck 1983) Die Smallest-Last-Heuristik kann mit Lauf-zeit O(n+m) implementiert werden.b) Die Smallest-Last-Heuristik f�arbt alle W�alder optimal.c) F�ur jede Anordnung v1; : : : ; vn der Knoten eines Graphen G gilt maxi dGi(vi) � m=n.d) Man gebe eine Folge bipartiter Graphen an, auf denen die Smallest-last-Heuristik 
(n)viele Farben vergibt.Wie bereits der K1;� (und die Familie Bk von oben) zeigte, kann die Schranke �(G) ��(G) + 1 beliebig schlecht werden. W�ahrend sie f�ur ungerade Kreise und vollst�andigeGraphen scharf ist, kann sie f�ur alle anderen Graphen immerhin um eins verbessert werden.



134 KAPITEL 5. F�ARBUNGKorollar 5.2.8Falls ein Graph G zusammenh�angend, aber nicht �(G)-regul�ar ist, so gilt �(G) � �(G).Beweis. Die Aussage folgt einerseits unmittelbar aus dem Beweis von Gleichung (5.4)(�Ubung). Wir wollen sie jedoch im Hinblick auf den folgenden Satz noch auf eine andereArt beweisen. Sei v1 ein Knoten in G mit d(v1) < �(G). Numeriere die Knoten von G ineiner Reihenfolge v1; : : : ; vn, in der eine Breitensuche auf G mit Startknoten v1 die Knotenbesucht hat. Greedy-f�arbe nun G in der Reihenfolge � = (vn; : : : ; v1). Da jeder Knotenv 6= v1 einen Nachbarn mit kleinerer Nummer hat, hat v, wenn er an der Reihe ist, gef�arbtzu werden, h�ochstens �(G)� 1 bereits gef�arbte Nachbarn. Also gilt Greedy F�arbung(G; �) � �(G). 2Den regul�aren Fall behandelt der folgende Satz.Satz 5.2.9 (Brooks 1941) Sei G ein zusammenh�angender Graph auf mindestens dreiKnoten. Wenn G nicht vollst�andig und kein ungerader Kreis ist, dann gilt:�(G) � �(G):Beweis [Lov75a]. Angenommen, G ist nicht zweifach zusammenh�angend. Falls ein Blockvon G regul�ar ist, so ist er nicht �(G)-regul�ar (betachte einen Artikulationsknoten ander Nahtstelle zu einem anderen Block von G), und man kann den Greedy-Algorithmuszum F�arben dieses Blockes benutzen; andernfalls verwendet man den Algorithmus ausKorollar 5.2.8. Man durchlaufe nun den Block-Artikulationsgraphen bc(G) von G gem�a�einer Breiten- oder Tiefensuche und passe die F�arbungen auf den Bl�ocken einander an(vergleiche Proposition 5.1.1).Sei G nun also o.B.d.A. zweifach zusammenh�angend, regul�ar und weder ein Kreisnoch vollst�andig. Wir verwenden �ahnlich wie im Beweis von Korollar 5.2.8 den Greedy-Algorithmus zum F�arben. Angenommen, G besitzt einen Knoten v1, der zwei nicht-adjazente Nachbarn vn�1 und vn hat, so da� G � vn�1 � vn noch zusammenh�angendist. De�niere v2; : : : ; vn�2 wie oben durch Breitensuche auf G� vn�1� vn mit Startknotenv1. Dann f�arbt der Greedy-Algorithmus auf der Ordnung vn; vn�1; : : : ; v1 den Graphen Gmit h�ochstens �(G) Farben, denn vn�1 und vn erhalten dieselbe Farbe, so da� am Schlu�mindestens eine Farbe f�ur v1 verbleibt. Das folgende Lemma schlie�t somit den Beweis. 2Lemma 5.2.10 Sei ein Graph G 2-zusammenh�angend und weder ein Kreis nochvollst�andig. Dann existieren Knoten x und y in V mit dist(x; y) = 2, so da� G � x � ynoch zusammenh�angend ist.Beweis. Sei v 2 V ein Knoten mit d(v) = �(G). Dann ist H := G[fvg [ �(v)] nichtvollst�andig, denn sonst w�are entweder G = H vollst�andig oder der Schnitt hV (H); V (G) nV (H)i in G leer, im Widerspruch zur Voraussetzung. Also gibt es x̂ und ŷ in �(v) mitdist(x̂; ŷ) = 2. Ist G � x̂ � ŷ noch zusammenh�angend, so sind wir fertig. Andernfalls istdie Knotenmenge fx̂; ŷg minimal trennend. Da G 2-zusammenh�angend, aber kein Kreisist, folgt �(G) � 3 und damit d(v) � 3. Also enth�alt die Komponente C von G� x̂� ŷ,die v enth�alt, noch weitere Knoten. Da v keine Artikulation in G ist, ist neben v nochein weiterer Knoten x 2 C � v zu x̂ oder zu ŷ benachbart. Da die Menge fx̂; ŷg minimaltrennend ist, enth�alt jede Komponente von G� x̂� ŷ Nachbarn von x̂ und ŷ; insbesonderegibt es also einen Knoten y mit dist(x; y) = 2 aus einer anderen Komponente von G� x̂� ŷ



5.2. GREEDY-F�ARBUNG UND DER SATZ VON BROOKS 135als C. Wir behaupten nun, da�G�x�y noch zusammenh�angend ist. Da x̂ und ŷ in G�x�y�uber v durch einen Pfad verbunden sind, gen�ugt es hierf�ur, zu zeigen, da� es in G� x� yf�ur alle Knoten einen Pfad nach x̂ oder ŷ gibt. Da aber x keine Artikulation von G ist,d.h. G� x noch zusammenh�angt, ist in G� x jeder Knoten aus C � x durch einen Pfadmit x̂ oder ŷ verbunden, der y nicht benutzt. Und da auch y keine Artikulation von G ist,d.h. G� y noch zusammenh�angt, ist in G � y jeder Knoten aus (V n C)� y durch einenPfad mit x̂ oder ŷ verbunden, der x nicht benutzt. 2Aus dem Beweis ergibt sich zudem (�Ubung):Korollar 5.2.11 Eine F�arbung gem�a� Satz 5.2.9 l�a�t sich in linearer Zeit konstruieren.�Ubungen und AnmerkungenWie bereits eingangs angemerkt, ist man in den Anwendungen daran interessiert, Graphen sozu f�arben, da� die Farbklassen m�oglichst gleich gro� sind. Ein Graph G hei�t gleichm�a�ig k-f�arbbar (engl. equitably k-colorable), wenn sich seine Knotenmenge V (G) derart in k stabile MengenS1; : : : ; Sk partitionieren l�a�t, da� jSij � jSj j � 1 f�ur alle 1 � i < j � k. Jeder Graph G istgleichm�a�ig (�(G) + 1)-f�arbbar [HS70] (einen Beweis �ndet man auch in [Bol78a, Chp. VI.5]),und man vermutet, da� au�er den Graphen Kn, C2k+1 und K2k+1;2k+1 jeder Graph sogar schongleichm�a�ig �(G)-f�arbbar ist, siehe [CLW94]. Die kleinste Zahl k, so da� ein Graph G gleichm�a�igk-f�arbbar ist, hei�t die gleichm�a�ig chromatische Zahl �e(G).�Ubung 5.2.12 Die gleichm�a�ig chromatische Zahl �e(G) l�a�t sich nicht durch eine Funktion in�(G) beschr�anken.Vergleiche auch �Ubung 5.4.12.�Ubung 5.2.13 [Wil67] Der Greedy-Algorithmus verwendet h�ochstens dp2me viele Farben.[Hinweis: Induktion nach m, entferne eine Farbklasse]F�ur jede Anordnung � der Knoten V eines Graphen kann Greedy F�arbung im i-ten Schritto�enbar stets eine der Farben 1; : : : ;minfi; d(�(i))+ 1g vergeben und kommt daher sicherlich mitGreedy F�arbung(G; �) � max1�i�n min fi; d(�(i)) + 1g (5.5)(und oft mit weniger) vielen Farben aus.�Ubung 5.2.14 (Largest-�rst-Heuristik) (Welsh, Powell 1967)Die Zahl 1+max1�i�nminfi�1; d(�(i))g wird minimal f�ur eine Anordnung � : f1; : : : ; ng ! V derKnoten in Reihenfolge nicht zunehmender Knotengrade d(�(1)) � � � � � d(�(n)). Man vergleichediese Schranke mit denen aus dem Text.Diese Aussage ist cum grano salis zu genie�en: Eine Anordnung der Knoten in Reihenfolge nichtzunehmender Knotengrade minimiert zwar die obere Schranke f�ur �(G) aus (5.5) - doch, wie Syslo[Sys89] bemerkte, verbessert diese Heuristik nicht notwendig die Ergebnisse der Greedy-F�arbung.So gibt es Graphen, die Greedy F�arbung auf keiner Anordnung �deg der Knoten in Reihenfolgenicht zunehmender Knotengrade mehr optimal f�arbt - im Gegensatz zu Lemma 5.2.4. Ein extremesBeispiel erh�alt man durch leichte Ab�anderung der Graphen Bk aus dem Text:�Ubung 5.2.15 Es gibt eine Familie fB̂kgk�2 bipartiter Graphen, so da� gilt:Greedy F�arbung(B̂k ; �deg) = 
(jV (B̂k)j)auf jeder Anordnung �deg der Knoten von B̂k in Reihenfolge nicht zunehmender Knotengrade.



136 KAPITEL 5. F�ARBUNG5.3 Chromatische Zahl und TaillenweiteWir haben oben die triviale Beziehung �(G) � !(G) notiert. Bereits der C5 zeigt, da�hier nicht notwendig Gleichheit zu gelten braucht. Wir werden nun sehen, da� auch dieseSchranke beliebig schlecht werden kann und sich die chromatische Zahl i.a. durch keineFunktion der Cliquenzahl nach oben beschr�anken l�a�t.Unter den ersten, die zu jedem k einen Graphen mit chromatischer Zahl k, aber ohnekurze Kreise konstruierten, waren Tutte [Des47, Des48, Des54], Zykov [Zyk49], sowieKelly und Kelly [KK54]. Die Knotenzahl dieser Graphen w�achst jedoch sehr schnellmit k. Ein einfaches, noch relativ "sparsames\ Verfahren zur Konstruktion einer FamiliefMk : k � 3g dreiecksfreier k-chromatischer Graphen hat Mycielski angegeben. DieGraphen Mk sind wie folgt de�niert. Der Graph M3 := C5 ist o�enbar dreiecksfrei und3-chromatisch. Seien vi, i = 1; : : : ; n, die Knoten von Mk. Den Graphen Mk+1 erh�altman aus Mk , indem man neue Knoten fu1; : : : ; un; wg, hinzuf�ugt und folgenderma�enverbindet: w wird vollst�andig mit fu1; : : : ; ung verbunden sowie ui jeweils vollst�andig mit�(vi), i = 1; : : : ; n. Der Graph M4:����hei�t auch Gr�otzsch-Graph und ist hinsichtlich der Ordnung der eindeutige, kleinste,4-chromatische, dreiecksfreie Graph [Chv73].Proposition 5.3.1 (Mycielski 1955)Die Graphen Mk sind dreiecksfrei, k-chromatisch und haben 3 � 2k�2 � 1 Knoten.Beweis. durch Induktion nach k. F�ur k = 3 ist die Aussage o�enbar richtig. Der GraphMk+1 nun hat die angegebene Knotenzahl und ist wie schonMk dreiecksfrei: da die Knotenfu1; : : : ; ung eine stabile Menge bilden, geh�ort der Knoten w zu keinem Dreieck; aufgrundder Dreiecksfreiheit von Mk sind die Mengen �(vi), i = 1; : : : ; n, stabil. Also liegt auchkeiner der Knoten ui in einem Dreieck.�(Mk+1) � k+ 1: Sei eine k-F�arbung c von Mk gegeben. Erweitere diese auf Mk+1 durchc(ui) := c(vi), i = 1; : : : ; n, sowie durch c(w) := k + 1.�(Mk+1) � k + 1: Angenommen, es g�abe eine k-F�arbung c von Mk+1. SeiMk+1[fv1; : : : ; vng] die Kopie von Mk in Mk+1. O.B.d.A. sei c(w) = k. Dann ist alsokeiner der Knoten u1; : : : ; un mit Farbe k gef�arbt. O�ensichtlich erhalten wir nun eineneue, zul�assige k-F�arbung von Mk+1, wenn wir jeden Knoten vi mit c(vi) = k mit derFarbe c(ui) f�arben. Diese induziert aber eine (k� 1)-F�arbung von Mk , im Widerspruch zu�(Mk) = k. 2Bezeichne n(k) die minimale Anzahl Knoten eines k-chromatischen dreiecksfreienGraphen. Erd}os [Erd59, Erd61] konnte mit Hilfe probabilistischer Argumente n(k) =O �(k log k)2� zeigen. Eine untere Schranke von 
(k2 log k) gaben Erd}os und Hajnal[EH85].



5.3. CHROMATISCHE ZAHL UND TAILLENWEITE 137Man kann sich weiter fragen, wie "d�unn\ (gemessen an der Taillenweite) Graphenhoher chromatischer Zahl sein k�onnen. 3-chromatische Graphen k�onnen, wie schon dieungeraden Kreise zeigen, beliebig d�unn werden.�Ubung 5.3.2 (Descartes 1947, 1948, 1954) Die folgende Konstruktionsvorschrift liefertGraphen Tk, k � 2, mit chromatischer Zahl k und Taillenweite g(Tk) = 6. De�niereT2 := C6. Tk+1 erh�alt man aus Tk wie folgt. Sei nk := jV (Tk)j, r := (nk � 1)k + 1 undR eine Menge von r Knoten. F�ur jede nk-elementige Teilmenge U � R nehme man nuneine (neue) Kopie von Tk = (V;E) her und f�uge zwischen U und V derart nk viele Kantenein, da� diese Kanten eine Bijektion zwischen U und V bilden (Tk+1 hat also r + � rnk�nkviele Knoten).Es schien schwierig, dies zu verbessern. Mit der probabilistischen Methode, die wir nunkennenlernen wollen, konnte Erd}os �uberraschend einfach die Existenz d�unner Graphenbeliebig hoher chromatischer Zahl nachweisen. Die chromatische Zahl eines Graphen kannalso gro� sein unabh�angig davon, da� der Graph lokal aussieht wie ein Baum. Dies istder Grund, warum man die chromatische Zahl eines Graphen auch als einen globalenGraphenparameter bezeichnet (die Cliquenzahl hingegen als lokalen).Satz 5.3.3 (Erd}os 1959) F�ur je zwei nat�urlichen Zahlen k; g � 3 gibt es einen GraphenG(k; g) mit �(G) � k und g(G) � g.Die probabilistische Methode (Erd}os 1947). Die Existenz diskreter Strukturen l�a�t sichoftmals sehr einfach durch elementare wahrscheinlichkeitstheoretische Argumente bewei-sen. Tats�achlich sind derartige Beweise h�au�g lediglich Abz�ahlargumente, doch lassen siesich eleganter in der Sprache der Wahrscheinlichkeitstheorie formulieren. Die Grundideeder probabilistischen Methode ist, eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf den gesuchtenStrukturen zu de�nieren. Wenn man dann nachweist, da� die Wahrscheinlichkeit f�ur dasAuftreten einer solchen Struktur > 0 ist, so wei� man also insbesondere, da� es mindestenseine solche Struktur gibt.Beweis von Satz 5.3.3 [ASE92]:Sei a eine reelle Zahl mit 0 < a < 1=g und G 2 Gn;p ein zuf�alliger Graph auf n Knoten mitKantenwahrscheinlichkeit p = na�1. Sei X die Zufallsvariable, die die Anzahl Kreise in Gder L�ange h�ochstens g z�ahlt. Eine beliebige Folge von i paarweise verschiedenen Knotenvon G bildet o�enbar mit Wahrscheinlichkeit pi einen Kreis in G. Wieviele solcher Folgengibt es? Man hat nM�oglichkeiten, den ersten Knoten zu w�ahlen, n�1 f�ur den zweiten, usw.Auf diese Weise hat man jeden potentiellen Kreis der L�ange i genau 2i mal gez�ahlt (vonjedem Knoten in jede der zwei Richtungen einmal). Mithin gilt f�ur den Erwartungswertvon X :E(X) = gXi=3 n(n� 1) � � �(n� i+ 1)2i pi � gXi=3 nai2i = o(n) (f�ur n!1);da ai � ag < 1 und g konstant. Insbesondere gilt also nach der Markoffschen Unglei-chung A.1.3 Prob(X � n=2) = o(1) (f�ur n!1);d.h. fast alle Graphen in Gn;p haben weniger als n=2 viele Kreise der L�ange h�ochstens g(Eigenschaft 1).



138 KAPITEL 5. F�ARBUNGSei b = b(n) eine nat�urliche Zahl, 1 � b � n. Eine b-elementige Knotenmenge in G in-duziert h�ochstens �b2� viele Kanten. Da jedes fu; vg 2 �V2�mit Wahrscheinlichkeit 1�p keineKante in G ist, ist jede solche Knotenmenge S 2 �Vb � in G stabil mit Wahrscheinlichkeit(1� p)(b2). Also giltProb (�(G) � b) = Prob (9S 2  Vb! : G[S] stabil)= Prob ( _S2(Vb) G[S] stabil)� XS2(Vb) Prob (G[S] stabil)=  nb! (1� p)(b2):Wegen �nb� � nb und 1� x < e�x f�ur x > 0 folgt somitProb (�(G) � b) < hn � e�p(b�1)=2ib :Setzt man nun b := �3 lnnp � ;so ist der Ausdruck auf der rechten Seite o(1), wie man durch Einsetzen sofort best�atigt.D.h. fast alle Graphen in Gn;p gilt �(G) < 3 lnnp (Eigenschaft 2).Mithin gibt es f�ur jedes n gro� genug einen Graphen G�n auf n Knoten, der die bei-den Eigenschaften 1 und 2 vereinigt. Entfernt man bei einem solchen Graphen G�n ausjedem der weniger als n=2 vielen Kreise der L�ange h�ochstens g einen Knoten, so ver-bleibt ein Graph G0n auf mindestens n=2 vielen Knoten mit Taillenweite gr�o�er als g undUnabh�angigkeitszahl �(G0n) � �(G�n) < 3 lnnp . Seine chromatische Zahl ist folglich�(G0n) � n=2�(G0n) > n=2(3 lnn)=p = na�1n=23 lnn = na6 lnn;was wegen a > 0 f�ur n gro� genug sicherlich gr�o�er als jedes vorgegebene k ist. 2Anmerkungen und �UbungenEs war lange Zeit ein o�enes Problem, Graphen, wie sie durch Satz 5.3.3 garantiert werden, auchzu konstruieren. Lov�asz [Lov68] gab schlie�lich eine Konstruktion an, die allerdings essentiell Hy-pergraphen benutzte (siehe auch [NR79]). Erst 1986 gelang K�r�i�z [Kri89] eine Hypergraphen-freieKonstruktion solcher Graphen. Er mu� jedoch zugeben, da� auch die Ordnung der von ihm kon-struierten Graphen nicht primitiv rekursiv in g ist, w�ahrend eine sorgf�altige Analyse des obigenBeweises zeigt, da� es schon Graphen G der Ordnung h�ochstens d(6k logk)g+1e gibt mit chroma-tischer Zahl gr�o�er als k und Taillenweite gr�o�er als g (siehe z.B. [Bol91]). Lubotzky, Phillipsund Sarnak [LPS88] gelang schlie�lich in einer bahnbrechenden Arbeit zu sogenannten "Expander-Graphen\ die explizite Konstruktion derartiger Graphen mit Ordnung n � �(G)3g.�Ubung 5.3.4 n � (�(G) � 2)g(G)=2�1. [Hinweis: z�ahle die Knoten im Umkreis eines festenKnotens und benutze Korollar 5.2.6]



5.4. DIE KOMPLEXIT�AT DES F�ARBUNGSPROBLEMS 139�Ubung 5.3.5 Der Kneser-Graph K(r)2r+k f�ur nat�urliche Zahlen r und k hat als Knotenmenge dier-elementigen Teilmengen von f1; : : : ; 2r + kg, und zwei Knoten sind in K(r)2r+k genau dann durcheine Kante verbunden, wenn die entsprechenden Teilmengen disjunkt sind.a) Der K(2)5 ist der Petersen-Graph. b) F�ur alle r; k 2 IIN gilt �(K(r)2r+k) � k + 2.F�ur r = 1 wird o�ensichtlich K(r)2r+k = Kk+2, so da� in b) im Fall r = 1 Gleichheit gilt.c) Man zeige, da� auch f�ur k = 1 und alle r 2 IIN Gleichheit in b) gilt.Kneser [Kne55] vermutete, da� immer �(K(r)2r+k) = k + 2 gilt { dies konnte jedoch erst �uberzwanzig Jahre sp�ater von Lov�asz bewiesen werden [Lov78] (siehe auch [Bol78a]). F�ur k 2 IIN festund wachsendes r werden auch die (k + 2)-chromatischen Kneser-Graphen K(r)2r+k "sehr d�unn\,gemessen (zwar nicht an ihrer Taillenweite, aber) an ihrer "Dichte\. Es bezeichne d(K(r)2r+k) denGrad eines (jeden) Knotens von K(r)2r+k. d) Es gilt limr!1 d(K(r)2r+k)n(K(r)2r+k) � 2�r.5.4 Die Komplexit�at des F�arbungsproblemsDie Ergebnisses des letzten Abschnittes lassen erahnen, da� das F�arbungsproblem "schwie-rig\ ist. So ist denn auch { wie bereits in �Ubung 5.1.4 gesehen { das Problem, die chro-matische Zahl �(G) eines Graphen G zu bestimmen, NP-schwer. Dieser Abschnitt wirdzeigen (unabh�angig von jener �Ubung), da� das F�arbungsproblem selbst in �au�erst spezi-ellen Situationen NP-schwer bleibt.Beim Entscheidungsproblem k-Colorability, k 2 IIN fest, wird danach gefragt, ob einals Eingabe gegebener Graph G k-f�arbbar ist, ob also �(G) � k gilt. W�ahrend bipartiteGraphen in linearer Zeit erkannt (und gef�arbt) werden k�onnen (vergleiche Abschnitt 1.3.1)und somit 2-Colorability 2 P ist, gilt schon f�ur k = 3:Satz 5.4.1 (Stockmeyer 1973) 3-Colorability ist NP-vollst�andig.Beweis [Gib85]. Das naheliegende Zerti�kat f�ur 3-F�arbbarkeit, eine 3-F�arbung eines3-f�arbbaren Graphen, kann man o�enbar in Zeit O(m) �uberpr�ufen, so da� das Pro-blem 3-Colorability in NP liegt. Um zu zeigen, da� es auch NP-schwer ist, redu-zieren wir das NP-vollst�andige Entscheidungsproblem 3-Sat auf 3-Colorability. SeiF = Vmj=1 Cj eine Instanz von 3-Sat, d.h. eine Konjunktion von m Klauseln Cj �uberLiteralen x1; : : : ; xn; x1; : : : ; xn, so da� jede Klausel Cj genau drei (o.B.d.A. verschiedene)Literale enth�alt. Zu jeder solchen Booleschen Formel F wird nun ein Graph G = G(F )konstruiert, der genau dann 3-f�arbbar ist, wenn F erf�ullbar ist. Betrachte den GraphenH :



140 KAPITEL 5. F�ARBUNG������mit den "Eing�angen\ z1; z2 und z3 und dem "Ausgang\ y. Wie man sich leicht �uberzeugt,erf�ullt der Graph H die folgenden zwei Eigenschaften.(i) Sei eine 3-F�arbung der Knoten z1; z2 und z3 von H gegeben. Falls dann einer derKnoten z1; z2 oder z3 mit der Farbe 1 gef�arbt ist, dann l�a�t sich diese F�arbung soauf ganz H fortsetzen, da� y ebenso mit Farbe 1 gef�arbt ist.(ii) F�ur jede zul�assige 3-F�arbung von H gilt: Falls die Knoten z1; z2 und z3 alle mitderselben Farbe gef�arbt sind, dann tr�agt auch y diese Farbe.Die Reduktion benutzt den Graphen B := H [fy; y1; : : : ; y5g] als Baustein. Der zur In-stanz F konstruierte Graph G(F ) enth�alt Knoten a; x1; : : : ; xn; x1; : : : ; xn, wobei f�uri 2 f1; : : : ; ng die Knoten fxi; xi; ag ein Dreieck bilden. Sodann enth�alt G(F ) f�ur jedeKlausel Cj eine Kopie Bj von B, wobei jeder Knoten yji , i = 1; 2; 3, der Kopie Bj stattmit dem Knoten zi jeweils mit dem Knoten in G(F ) verbunden ist, der zum i-ten in derKlausel Cj auftretenden Literal korrespondiert. Der Ausgang yj der Kopie Bj von B istmit einem weiteren Knoten b verbunden. Schlie�lich ist der Knoten b noch mit dem Knotena verbunden. Die folgende Abbildung zeigt ein Beispiel, in dem Cm = x2 _ xn _ xn ist.���������	
��������



5.4. DIE KOMPLEXIT�AT DES F�ARBUNGSPROBLEMS 141Angenommen nun, F sei erf�ullbar. F�arbe die Knoten a und b mit den Farben 2 bzw. 0und die Knoten x1; : : : ; xn; x1; : : : ; xn gem�a� einer erf�ullenden Belegung von F mit denFarben 0 bzw. 1 (f�ur falsch bzw. wahr). Da jede Klausel Cj mindestens einen wahrenLiteral enth�alt, ist f�ur jeden Baustein Bj mindestens ein Eingang mit Farbe 1 gef�arbt,so da� nach (i) auch yj jeweils mit 1 gef�arbt werden kann. Die erhaltene F�arbung isto�ensichtlich zul�assig.Sei umgekehrt eine (zul�assige) 3-F�arbung c : V ! f0; 1; 2g von G gegeben, wobei o.B.d.A.c(a) = 2 und c(b) = 0 sei. Dann sind die Knoten x1; : : : ; xn; x1; : : : ; xn in G o�enbar mit denFarben 0 und 1 gef�arbt, was aufgrund der Kanten fxi; xig, 1 � i � n, eine Wertebelegungder Booleschen Variablen von F darstellt. Angenommen, diese Belegung erf�ullte F nicht,d.h. es g�abe eine Klausel Cj , in der alle drei Literale den Wert 0 erhalten haben. Dannmu� nach (ii) der Knoten yj mit Farbe 0 gef�arbt sein im Widerspruch zur Zul�assigkeit derF�arbung auf der Kante fyj ; bg. 2Obiger Satz l�a�t sich leicht auf jedes beliebige (feste) k � 3 verallgemeinern:�Ubung 5.4.2 F�ur jedes (feste) k � 3 ist k-Colorability NP-vollst�andig.Unter der Hypothese P 6= NP gibt es also f�ur kein k � 3 einen e�zienten Algorithmus, umk-partite Graphen zu erkennen. Beachte, da� das Problem Clique { im Gegensatz zu k-Colorability { f�ur feste Cliquengr�o�e k durch vollst�andige Enumeration in polynomiellerZeit berechenbar ist.Das Problem 3-Colorability bleibt selbst bei Einschr�ankung auf Graphen vom Ma-ximalgrad 4 NP-vollst�andig:Satz 5.4.3 [GJS76] Das Problem 3-Colorability (� � 4) ist NP-vollst�andig.Beweis. Durch Reduktion von 3-Colorability. Sei G = (V;E) ein Graph. Wir ersetzenjeden Knoten v 2 V durch einen Baustein Hk mit k = d(v) Anschl�ussen. Die folgendeAbbildung zeigt beispielsweise den Baustein H5:��������Die in G mit v inzidierenden Kanten werden an die k "Anschl�usse\ (= Knoten vom Grad2) von Hk "angelegt\, so da� der resultierende Graph G0 Maximalgrad 4 hat. Da jederBaustein Hk 3-chromatisch ist, und in jeder Dreif�arbung von Hk wiederum alle Anschl�ussedieselbe Farbe erhalten, ist G 3-f�arbbar genau dann, wenn G0 3-f�arbbar ist. 2Die Gradbeschr�ankung ist bestm�oglich:�Ubung 5.4.4 Das Problem 3-Colorability (� � 3) ist polynomiell l�osbar.Haj�os-Konstruktion und Taillenweite. Um zu zeigen, da� k-Colorability auchauf Graphen mit gro�er Taillenweite NP-vollst�andig bleibt, ben�otigen wir die sogenannteHaj�os-Konstruktion.



142 KAPITEL 5. F�ARBUNGDe�nition 5.4.5 (Haj�os 1961) Sei k 2 IIN. Ein Graph G hei�t k-konstruierbar, falls� entweder G �= Kk� oder G geht aus einer der beiden folgenden Operationen hervor:{ [Haj�os Konstruktion] es gibt zwei disjunkte k-konstruierbare Graphen H1 undH2 und Kanten fx1; y1g 2 E(H1) und fx2; y2g 2 E(H2), so da� man G ausH1 � fx1; y1g und H2 � fx2; y2g erh�alt, indem man die Knoten x1 und x2identi�ziert und die Kante fy1; y2g einf�ugt;{ [Haj�os Identi�kation] es gibt einen k-konstruierbaren Graphen H und zweinicht benachbarte Knoten x und y in H, so da� man G aus H erh�alt, indemman die Knoten x und y identi�ziert und etwaige Mehrfachkanten entfernt.Satz 5.4.6 (Haj�os 1961) Sei G ein Graph. Dann gilt �(G) � k genau dann, wenn Geinen k-konstruierbaren Subgraphen enth�alt. Insbesondere ist jeder kritisch k-chromatischeGraph k-konstruierbar.Beweis. "(\: �Ubung. ")\: Angenommen, es g�abe einen Graphen G mit �(G) � k,aber ohne einen k-konstruierbaren Subgraphen. Sei G = (V;E) o.B.d.A. kantenmaximalmit dieser Eigenschaft, d.h. wenn immer man G eine Kante e hinzuf�ugt, so enthalte G+ eeinen k-konstruierbaren Subgraphen He.Fall 1: 8x; y; z 2 V : (fx; yg 62 E ^ fx; yg 62 E ) fx; zg 62 E)In diesem Fall ist also Nicht-Adjazenz eine �Aquivalenzrelation auf V . Wegen �(G) � kgibt es mindestens k �Aquivalenzklassen. Dann enth�alt G aber einen Kk-Subgraphen.Fall 2: 9x; y; z 2 V : (fx; yg 62 E ^ fx; yg 62 E ^ fx; zg 2 E)Nach Wahl von G enthalten G+ fx; yg und G+ fy; zg k-konstruierbare Subgraphen Hxybzw. Hyz . O�enbar enth�alt der GraphHxy eine Kopie der Kante fx; yg und Hyz eine Kopievon fy; zg. L�osche aus der disjunkten Vereinigung der Graphen Hxy und Hyz diese beidenKanten, identi�ziere die Kopie von y in Hxy mit der in Hyz , f�uge zwischen den Kopien derKnoten x und z in Hxy bzw. Hyz eine Kante ein und erhalte so einen k-konstruierbarenGraphen H 0. Wenn man nun noch f�ur jeden Knoten v 2 V (G) � y, der sowohl in Hxyals auch in Hyz eine Kopie besitzt, diese beiden Kopien identi�ziert, erh�alt man einenk-konstruierbaren Subgraphen H von G. 2Der folgende Satz verallgemeinert eine Bemerkung aus [JT95, Abschnitt 10.3].Satz 5.4.7 Sei k � 3 fest und c := 1=(2 + 3 log(k + 1)). Dann gilt: k-Colorability,eingeschr�ankt auf die Menge aller Graphen G mit Taillenweite g(G) � c logn ist NP-vollst�andig.Beweis. Wir reduzieren von k-Colorability. Sei G ein Graph der Ordnung n = n(G).Setze g = logn. Wie weiter oben bereits angemerkt, gibt es einen kritisch (k+1)-f�arbbarenGraphen H der Ordnung n(H) � (k+1)3g mit Taillenweite mindestens g [LPS88, Bol91].F�ur jede Kante fx1; y1g 2 E(G) nehme man eine Kopie von H her, w�ahle eine beliebigeKante fx2; y2g 2 E(H) aus und f�uhre die Haj�os Konstruktion mit diesen beiden Kantendurch. Der entstehende Graph G0 hat o�ensichtlich Taillenweite g(G0) � g und ist k-f�arbbar genau dann, wenn es G ist (�Ubung). Wegen n(H) � (k + 1)3logn = n3 log(k+1) ist



5.4. DIE KOMPLEXIT�AT DES F�ARBUNGSPROBLEMS 143die Reduktion in polynomieller Zeit berechenbar, n(G0) � n2 � n(H) � n2+3 log(k+1) undg(G0) � logn � c logn(G0). 2Wie �Ubung 5.3.4 zeigt, ist der letzte Satz hinsichtlich der Taillenweite bis auf die Konstantec bestm�oglich.�Uberall dichte Graphen. Obige NP-Vollst�andigkeitsresultate machen Graphenklasseninteressant, f�ur die das F�arbungsproblem polynomiell l�osbar wird. In Kapitel 7 werden indiesem Zusammenhang die perfekten Graphen, in Kapitel 9 Graphen von beschr�ankterBaumweite behandelt.Das Problem k-Colorability (d.h. k ist fest) wird auf �uberall dichten (gemessen amMinimalgrad) Graphen zug�anglich.2 Der zugeh�orige Algorithmus benutzt (f�ur k = 3) alsSubroutine die untige Prozedur Greedy DS, die in einem Graphen G eine dominieren-de Menge D berechnet. (Hinsichtlich des Dominating Set Problems vergleiche �Ubung1.4.22.) F�ur die Analyse des F�arbungsalgorithmus werden wir die folgende, auch f�ur sichallein genommen interessante Absch�atzung f�ur die Gr�o�e von D verwenden.Lemma 5.4.8 Die Prozedur Greedy DS konstruiert in einem Graphen G vom Mini-malgrad � := �(G) eine dominierende Menge D der Gr�o�ejDj � �n1 + ln(� + 1)� + 1 � : (5.6)PROCEDURE Greedy DS;BEGIND := ;;U := V ; fdie Menge der noch nicht dominierten KnotengWHILE U 6= ; DO BEGINv := argmaxfj(u+ �(u)) \ U j : u 2 V nDg;D := D + v;U := U n (v + �(v));END;END;Beweis. O�enbar produziert Greedy DS eine dominierende Knotenmenge D f�ur G.O.B.d.A. sei � < n� 1 , 1+�n < 1. Wir zeigen zun�achst:In jedem Schleifendurchlauf sinkt die Zahl der von D noch nichtdominierten Knoten U um mindestens einen Faktor 1� 1+�n .Da kein Knoten aus U zu einem Knoten in D benachbart ist, giltXu2V nD j(u+ �(u)) \ U j = Xu2U (d(u) + 1):Also existiert nach dem Schubfachprinzip ein Knoten v 2 V nD mitj(v + �(v)) \ U j � 1jV nDj Xu2V nD j(u+ �(u))\ U j � jU j � 1 + �n ; (5.7)2Dies ist kein singul�ares Ph�anomen, vgl. z.B. Korollar 3.2.9, �Ubung 4.1.14 und [AKK95]. Auch etlicheapproximative Z�ahlprobleme werden auf dichten Graphen zug�anglich, vgl. [AFW95, JS89b, DFJ94].



144 KAPITEL 5. F�ARBUNGund (5.7) gilt folglich auch f�ur den vonGreedy DS in einem Schleifendurchlauf gew�ahltenKnoten v. F�ur die nach dem Einf�ugen von v in D verbleibende Menge von D noch nichtdominierter Knoten U 0 := U n (v + �(v)) gilt somit:jU 0j = jU j � j(v + �(v))\ U j � jU j � (1� 1 + �n ); (5.8)was zu zeigen war.Bezeichne nun n0 := n und ni, i 2 IIN, die Anzahl der nach dem i-ten Schritt nochnicht dominierten Knoten. Dann gilt nach (5.8) f�ur i = 1; : : :ni � (1� 1+�n ) ni�1) ni � (1� 1+�n )i n:Sch�atzen wir die Anzahl der Schleifendurchl�aufe ab, nach denen U nur noch h�ochstens n�+1Knoten enth�alt. Unter Verwendung der Absch�atzung ln(1� x) � �x f�ur 0 � x < 1 gilt(1� 1+�n )k n � n�+1, k � � ln(1+�)ln(1� 1+�n )( k � n � ln(1+�)1+� ;d.h. sp�atestens, wenn D eine Gr�o�e von ln � ln(1+�)1+� m erreicht hat, dominiert D nur nochh�ochstens n�+1 viele Knoten nicht. Also werden nur noch h�ochstens b n�+1c weitere Knotenin D aufgenommen. 2Aus Ergebnissen von Alon [Alo90] folgt, da� die Absch�atzung (5.6) fast bestm�oglich ist.Satz 5.4.9 (Edwards 1986) Seien k � 3 und � > 0 beliebig, aber fest. Dann besitzt dasProblem k-Colorability, eingeschr�ankt auf die Klasse aller Graphen G vom Minimal-grad �(G) � (1� 1k�2 + �) � n, einen polynomiellen Algorithmus.Beweis. Wir zeigen dies hier nur f�ur den Fall k = 3. Sei G = (V;E) ein Graph. Seio.B.d.A. a := 1 � 1k�2 + � < n�1n . Sei D die dominierende Menge in G, die Greedy DSkonstruiert. Wegen �(G) � a n gilt nach (5.6) jDj � C logn f�ur eine Konstante C 2 IR+(die nur von k und � abh�angt). Mithin gibt es h�ochstens 3C logn = nC log3, also polynomiellviele verschiedene 3-F�arbungen von G[D]. Diese testen wir nun alle sukzessive durch undversuchen jeweils, die F�arbung von G[D] auf ganz G fortzusetzen. O�enbar ist G 3-f�arbbargenau dann, wenn mindestens eine der 3-F�arbungen von G[D] auf ganz G fortsetzbar ist.F�ur jeden der Knoten r 2 R := V nD ist mindestens eine der drei Farben f1; 2; 3g verboten(m�oglicherweise sogar alle, dann ist die vorliegende F�arbung nicht fortsetzbar); bezeichneSr � f1; 2; 3g, jSrj � 2, die Menge der f�ur einen Knoten r 2 R noch zul�assigen Farben.Falls nun jSrj � 1 f�ur alle r 2 R, so l�a�t sich die Fortsetzbarkeit der 3-F�arbung vonG[D] auf R durch eine 2-Sat-Formel ausdr�ucken. Hierzu f�uhren wir Boolesche Variablenfxrs : r 2 R; s 2 Srg ein, die sich interpretieren lassen als "Knoten r tr�agt Farbe s\.(i) Ws2Sr xrs f�ur alle r 2 R(ii) xrs1 _ xrs2 f�ur alle r 2 R mit 2-elementigem Sr = fs1; s2g(iii) xr1s _ xr2s f�ur alle fr1; r2g 2 E(G[R]) und s 2 Sr1 \ Sr2O�enbar ist eine 3-F�arbung von G[D] auf R fortsetzbar genau dann, wenn die hierzukonstruierte 2-Sat-Formel erf�ullbar ist. Da 2-Sat in polynomieller Zeit entschieden werden



5.4. DIE KOMPLEXIT�AT DES F�ARBUNGSPROBLEMS 145kann (vergleiche Satz 1.4.8), erhalten wir einen insgesamt polynomiellen Algorithmus f�ur3-Colorability auf �uberall dichten Graphen. 2Leider ist die Laufzeit des Algorithmus aus Satz 5.4.9 f�ur allgemeines k exponentiell in k,so da� er f�ur das Optimierungsproblem Graph Coloring nicht dienlich ist. Wie �Ubung5.4.10 zeigt, ist Satz 5.4.9 in gewisser Hinsicht bestm�oglich.�UbungenDie Haj�os-Konstruktion wurde im Zusammenhang mit der 4-Farben-Vermutung formuliert. ZumBeweis der 4-Farben-Vermutung "gen�ugt\ es, zu zeigen, da� alle 5-konstruierbaren Graphen nichtplanar sind. Mehr zur Haj�os-Konstruktion in [HRT86, PU95].�Ubung 5.4.10 [Edw86] a) Sei k � 3 beliebig, aber fest. Dann ist das Entscheidungsproblemk-Colorability, eingeschr�ankt auf die Klasse aller Graphen G vom Minimalgrad �(G) � (1 �1k�2) � n, NP-vollst�andig.b) Sei 0 < � � 1 fest. Dann ist das Entscheidungsproblem 3-Colorability, eingeschr�ankt auf dieKlasse aller Graphen G vom Minimalgrad �(G) � n1��, NP-vollst�andig.�Ubung 5.4.11 Sei k 2 IIN fest. a) Vollst�andig k-partite Graphen f�arbt der Algorithmus Gree-dy F�arbung unter jeder Anordnung der Knoten mit optimal vielen Farben [MMI72].b) Vollst�andig k-partite Graphen k�onnen in Zeit O(n+m) erkannt werden.c) Das (Such-) Problem, f�ur einen Eingabegraphen G eine �(G)-F�arbung zu konstruieren, istNP-�aquivalent. [Hinweis: versuche, Kanten einzuf�ugen. Benutze nicht Satz 1.4.29.]Das Problem Partition into Independent Sets of Size � k, k 2 IIN fest, ist eine Ressourcen-beschr�ankte Variante des Graphen-F�arbungsproblems: hier ist eine F�arbung eines Graphen mitminimal vielen Farben gesucht, ohne da� eine Farbklasse mehr als k Knoten enth�alt.�Ubung 5.4.12 a) F�ur k � 3 ist Partition into Independent Sets of Size � k NP-vollst�andig. (Was ist mit k = 2?)b) Partition into Independent Sets of Size � k liegt in P f�ur bipartite Graphen[BJ95, KGS95].c) Das Problem Equitable Coloring, die minimale Anzahl von Farben zu berechnen, mit derein Graph gef�arbt werden kann, so da� sich die Kardinalit�aten der Farbklassen nur um h�ochstens1 unterscheiden, ist NP-vollst�andig.[Hinweis zu a) und c): Benutze die NP-Vollst�andigkeit von Partition into Triangles auf K4-freien Graphen (siehe [GJ79]).]Partition into Independent Sets of Size � k ist selbst auf Intervallgraphen NP-vollst�andig[BJ95], wo das gew�ohnliche Graphenf�arbungsproblem polynomiell l�osbar ist. Zur Approximationdieses Problems siehe �Ubung 12.4.7.Ein Mengensystem F � �V3� auf einer Knotenmenge V hei�t 3-uniformer Hypergraph, dieMengen f 2 F Hyperkanten. H = (V;F) hei�t 2-f�arbbar, falls es eine Partition V = V1 _[V2 gibt, soda� keine Hyperkante f 2 F ganz in V1 oder ganz in V2 enthalten ist. Man zeige:�Ubung 5.4.13 (Lov�asz 1973) Das Entscheidungsproblem "gegeben ein 3-uniformer HypergraphH, ist H 2-f�arbbar?\ ist NP-vollst�andig. [Hinweis: Reduktion von 3-Colorability. F�ur einenGraphen G = (V;E) betrachte den Hypergraphen H(G) mit Knotenmenge (f1; 2; 3g � V ) [ f1gund Kantenmenge ff(i; u); (i; v);1g : i 2 f1; 2; 3g; fu; vg 2 Eg [ ff(1; v); (2; v); (3; v)g : v 2 V g]



146 KAPITEL 5. F�ARBUNG5.5 F�arbungsalgorithmenIn diesem Abschnitt werden die wichtigsten exakten Graph-F�arbungsalgorithmen und ei-nige weitere Heuristiken behandelt.5.5.1 Exakte F�arbungsalgorithmenDer Greedy-F�arbungsalgorithmus und seine Derivate �nden i.a. keine optimale Kno-tenf�arbung. Wie konstruiert man aber nun eine optimale, d.h. �(G)-F�arbung eines Gra-phen? Aufgrund der NP-Vollst�andigkeit des F�arbungsproblems ist nicht zu erwarten, da�es f�ur dieses Problem einen polynomiellen Algorithmus gibt.Man k�onnte den Greedy-F�arbungsalgorithmus z.B. auf alle n! verschiedenen Anord-nungen der Knotenmenge anwenden und so wegen Lemma 5.2.4 eine �(G)-F�arbung vonG �nden. Nach der Stirlingschen Formel (vergleiche Gleichung (A.2) im Anhang)n! � p2�n�ne�n (5.9)h�atte dieser Algorithmus eine Laufzeit von
��ne�n� = 
 �2n(logn�log e)� :Vergleichen wir das mit dem folgenden Ansatz.Der Algorithmus von Zykov. Sei G = (V;E) ein Graph und e = fu; vg 62 E. Es seidaran erinnert, da� G+ e den Graphen bezeichnet, den man aus G durch Hinzuf�ugen derKante e erh�alt, und G=e den Graphen, den man aus G erh�alt, wenn man die Knoten uund v identi�ziert.Lemma 5.5.1 (Zykov 1949) Sei G ein Graph. Dann gilt f�ur zwei nicht-adjazente Knotenx und y in G: �(G) = min f�(G+ fx; yg); �(G=fx; yg)g:Beweis. "�\: Jede F�arbung von G + fx; yg ist auch eine F�arbung von G. Also gilt�(G) � �(G+ fx; yg). Jede F�arbung des Graphen G=fx; yg induziert eine F�arbung von Gmit genauso vielen Farben: man f�arbt x und y mit der Farbe, in der der Knoten gef�arbt ist,der x und y repr�asentiert, und �ubernimmt die restliche F�arbung. Also gilt auch �(G) ��(G=fx; yg)."�\: Sei c : V ! f1; : : : ; �(G)g eine optimale Knotenf�arbung von G. Sind die Knoten xund y in c verschieden gef�arbt, dann ist c auch eine zul�assige F�arbung von G+fx; yg, d.h.es gilt �(G+ fx; yg) � �(G). Ist andernfalls c(x) = c(y), so stellt c eine zul�assige F�arbungvon G=fx; yg dar, so da� �(G=fx; yg)� �(G) gilt. 2Daraus ergibt sich unmittelbar der folgende rekursive Algorithmus, um die chromatischeZahl eines Graphen zu berechnen [Rea69]. Man stellt zun�achst fest, ob der vorliegendeGraph G vollst�andig ist. Falls ja, gibt die Prozedur seine Knotenzahl als chromatischeZahl zur�uck, andernfalls werden zwei nicht benachbarte Knoten x und y in G ausgew�ahlt,rekursiv die Werte �(G+ fx; yg) und �(G=fx; yg) berechnet und der kleinere der beidenWerte (rsp. die F�arbung mit weniger Farben) als Funktionswert zur�uckgegeben. DieserAlgorithmus l�auft (gem�a� einer Tiefensuche) die Knoten des Bin�arbaums ab, der G alsWurzel hat und in dem jeder Knoten H , der kein vollst�andiger Graph ist, die beiden S�ohne



5.5. F �ARBUNGSALGORITHMEN 147H+fx; yg und H=fx; yg hat f�ur zwei in H nicht benachbarte Knoten x und y. Die Bl�atterdieses Bin�arbaums korrespondieren zu vollst�andigen Graphen, und die chromatische Zahlvon G ist das Minimum der Knotenzahlen der Graphen in diesen Bl�attern.Um die Laufzeit dieses Algorithmus abzusch�atzen, bezeichne f(n) die maximale An-zahl von Prozeduraufrufen f�ur einen Graphen auf n Knoten. Es ist also f(1) = 1. Betrachtenun einen Prozeduraufruf f�ur einen Graphen G auf n Knoten. F�ur die rekursiven Proze-duraufrufe werden entweder zwei Knoten von G identi�ziert (womit die Knotenzahl sinkt)oder eine Kante eingef�ugt. Es k�onnen G aber h�ochstens �n2� � n2=2 Kanten hinzugef�ugtwerden. Mithin veranla�t der Prozeduraufruf f�ur G h�ochstens n2=2 viele Prozeduraufrufef�ur Graphen auf n � 1 Knoten, und wir erhalten die Rekursionsformelf(n) � n2 � f(n� 1):Da f(n) = (n!)2 die Rekursionsformel und die Anfangsbedingung erf�ullt, gilt f(n) =O((n!)2). Da der Aufwand in jedem Knoten des Bin�arbaums (um H auf Vollst�andigkeitzu testen und die beiden Graphen H + fx; yg und H=fx; yg zu berechnen) durch O(n2)beschr�ankt ist, ergibt sich die Absch�atzung O(n2 � 22n(logn�log e)) f�ur die gesamte Laufzeitdes Algorithmus von Zykov.Man beachte, da� sowohl der Greedy-Permutationen-F�arbungsalgorithmus wie auchder Zykov-Algorithmus viel Raum f�ur Verbesserungen lassen. McDiarmid [McD79] be-wies jedoch, da� der vom Zykov-Algorithmus untersuchte Bin�arbaum mit Wurzel G f�urfast alle Graphen mindestens cnplogn viele Knoten enth�alt f�ur eine Konstante c > 1.Der Independent-Set-Ansatz von Christo�des. Ein auf Christofides [Chr71]zur�uckgehender, exakter F�arbungsalgorithmus mit einer Laufzeit von "nur\ O(mn cn)f�ur eine Konstante c � 2; 445, wendet rekursiv die Beobachtung an, da� es f�ur jedenGraphen eine optimale F�arbung gibt, in der eine (o.B.d.A. die erste) Farbklasse S einemaximale stabile Knotenmenge darstellt. Folglich gilt�(G) = 1 + minS f�(G� S)g;wobei �uber alle (inklusions-) maximalen stabilen Knotenmengen S in G minimiert wird.Damit kann die chromatische Zahl eines Graphen in Dynamischer-Programmierungs-Manier bestimmt werden:FOR k := 1 TO n DOFOR ALL U 2 �Vk � DO�(G[U ]) := 1 + minS �(G[U n S]);wobei das Minimum �uber alle maximalen stabilen Knotenmengen in G[U ] genommen wird.F�ur die Laufzeitabsch�atzung (vgl. [Law76b]) beachte man:(1) es gibt einen Algorithmus, der alle maximalen stabilen Mengen eines Graphen in ZeitO(mnK) auistet, wobeiK die Anzahl seiner maximalen stabilen Mengen bezeichnet([TIAS77], siehe auch [Law79, JYP88]);(2) ein Graph besitzt h�ochstens 3n=3 viele maximale stabile Knotenmengen [MM65],vergleiche Satz 14.3.2.



148 KAPITEL 5. F�ARBUNGDie Zeit, die obiger Algorithmus aufwendet, um �(G[U ]) zu berechnen, l�a�t sich somit, dadie Zahlen �(G[U n S]) ja bereits alle vorliegen, absch�atzen durch O(mk3k=3). Insgesamtist die Laufzeit daher beschr�ankt durchnXk=1 nk!mk3k=3 � mn nXk=0 nk!3k=3 = mn (1 + 3p3)n:In der Praxis ist dieser Algorithmus jedoch aufgrund seines exponentiellen Speicherbedarfsf�ur die Zahlen �(G[U ]), U � V , unbrauchbar.Backtracking nach Brown. Tats�achlich erweist sich ein auf Brown [Bro72] zur�uckge-hendes Backtracking-Verfahren in der Praxis f�ur kleine Graphen (bis etwa 50 Knoten) alsder e�zienteste Algorithmus. Bei der Anwendung des Greedy-F�arbungsalgorithmus aufalle n! Permutationen der Knotenmenge wird eine bestimmte Partition der Knotenmengein stabile Mengen u.U. sehr oft erzeugt { jeweils nur mit verschiedenen Farben auf denPartitionsklassen. Das Verfahren von Brown erzeugt dagegen jede Partition von V instabile Mengen nur h�ochstens einmal. Die Anzahl Bn (die sogenannten Bell-Zahlen) derPartitionen einer n-elementigen Menge ist jedoch vergleichsweise nurBn = 2n logn�n log lnn+O(n);vergleiche [Bru58]. Sei eine Anordnung v1; : : : ; vn der Knoten des Graphen vorgegeben.Der Knoten v1 kann o�enbar o.B.d.A. mit der Farbe 1 gef�arbt werden. Seien die Knotenv1; : : : ; vk�1 bereits mit den Farben f1; : : : ; AnzFarben[k � 1]g gef�arbt. Dann sind nunalle Partitionen von V zu bilden, deren Partitionsklassen stabil sind und mit der F�arbungder ersten k � 1 Knoten kompatibel sind. Welche M�oglichkeiten gibt es hierbei f�ur denKnoten vk? Einerseits kann man vk zu jeder der bereits bestehenden Farbklasse hinzuf�ugen,zu der er nicht adjazent ist; andererseits kann man eine neue Farbklasse erzeugen, dieo.B.d.A. AnzFarben[k � 1] + 1 hei�en darf und die genau aus dem Knoten vk besteht.Die restlichen Knoten vk+1; : : : ; vn werden dann jeweils durch einen rekursiven Aufruf derF�arbungsprozedur gef�arbt.Wenn man von den durch Adjazenzen verbotenen Farben absieht, hat man f�ur denk-ten Knoten k Farben zur Auswahl, so da� man als worst-case Zeitkomplexit�at wiedern! = O(2n logn) erh�alt. Durch einige einfache Modi�kationen l�a�t sich die Laufzeit aller-dings in der Regel noch stark reduzieren. Wenn z.B. eine F�arbung mit chi Farben gefundenwurde, so braucht man in der Folge keinen Berechnungszweig mehr zu betrachten, bei demein Knoten mit der Farbe chi gef�arbt wurde { denn nunmehr ist lediglich noch festzustellen,ob der Graph nicht vielleicht auch eine (chi� 1)�F�arbung besitzt. Die einfachste Versiondieses Backtracking-Algorithmus hat somit die folgende Gestalt (A[1::n; 1::n] ist die Ad-jazenzmatrix, der Vektor c[1::n] enth�alt in den ersten k Positionen die aktuelle F�arbung,AnzFarben[k] := jfc[1]; : : : ; c[k]gj und das Boolesche Feld ZulFarbe[k; 1::n] gibt in den er-sten AnzFarben[k] Positionen die f�ur den Knoten k � 2 zul�assigen der bisher verwendetenFarben f1; : : : ; AnzFarben[k]g an):



5.5. F �ARBUNGSALGORITHMEN 149PROCEDURE F�arbe (k);BEGINf1. M�oglichkeit: vk nacheinander jeder der bereits bestehendenFarbklassen zuordnen, wenn zul�assig:gAnzFarben[k] := AnzFarben[k � 1];fdie f�ur vk zul�assigen Farben berechnen:gFOR i := 1 TO AnzFarben[k] DOZulFarbe[k; i] := TRUE;FOR i : vi 2 �(vk) DOIF i < k THEN ZulFarbe[k; c[i]] := FALSE;i := 1;WHILE (i � AnzFarben[k]) AND (AnzFarben[k] < chi) DO BEGINIF ZulFarbe[k][i] THEN BEGINc[k] := i;IF k < n THENF�arbe (k + 1)ELSE fbessere F�arbung gefunden!gchi := AnzFarben[k];END;i := i+ 1;END; fwhilegf2. M�oglichkeit: mit vk eine neue Farbklasse bilden:gIF (AnzFarben[k] + 1 < chi) THEN BEGINAnzFarben[k] := AnzFarben[k] + 1;c[k] := AnzFarben[k];IF k < n THENF�arbe (k + 1)ELSE fbessere F�arbung gefunden!gchi := AnzFarben[k];END;END; fF�arbegBEGIN fHauptprogrammgchi := n; fInitialisierung der oberen Schranke an �(G)gordne die Knoten in einer g�unstigen Reihenfolge v1; : : : ; vn an;c[1] := 1; fo.B.d.A. erh�alt v1 stets die Farbe 1gAnzFarben[1] := 1;F�arbe (2); fo.B.d.A. sei n � 2ggib chi aus;END;Die allererste Rekursion bis zur Tiefe k = n tut also nichts anderes als der Greedy-F�arbungsalgorithmus auf der Knotenordnung v1; : : : ; vn. Die Schranke chi ist nun bereitsh�ochstens �(G) + 1. Im Folgenden wird dann sukzessive chi zu vermindern versucht.Tats�achlich verwendet der Algorithmus allerdings fast die gesamte Rechenzeit darauf, zu�uberpr�ufen, da� G keine (�(G)�1)�F�arbung besitzt. Es ist daher unn�otig, zu Beginn derBerechnung beispielsweise durch die Smallest-Last-F�arbungsheuristik eine bessere obere



150 KAPITEL 5. F�ARBUNGSchranke chi an �(G) zu bestimmen. Ein paar weitere Tricks verbessern i.a. die Laufzeitdieses Algorithmus. Beispielsweise kann man in dem Augenblick, in dem man die k-teFarbe vergibt, alle sp�ateren Knoten vom Grad < k aus G eliminieren, denn sie k�onnenin jeder solchen F�arbung stets zul�assig gef�arbt werden. Weiter kann man die Anordnungv1; : : : ; vn durch eine Maximum-Adjazenz-Suche bestimmen. Dadurch sind, so ho�t man,f�ur den Knoten vk in dem Augenblick, in dem er gef�arbt werden soll, viele Farben bereitsverboten. Die noch ungef�arbten Knoten kann man schlie�lich auch dynamisch, d.h. nachjedem F�arben eines Knotens, umordnen; hier emp�ehlt sich die Saturation-smallest-last-Heuristik [KJ85] oder die Heuristik, als n�achsten stets einen ungef�arbten Knoten zu f�arben,f�ur den am wenigsten zul�assige Farben verblieben sind [Kor79].�Ubung und Anmerkung�Ubung 5.5.2 Man implementiere den Backtracking-Algorithmus mit smallest-last- undmaximum-Adjazenz-Anordnung (jeweils vorw�arts und r�uckw�arts) und vergleiche die Laufzeit aufdem C529 (i.e. einem Kreis auf 29 Knoten, bei dem zwischen allen Knoten, die Abstand h�ochstens5 von einander haben, noch eine Kante eingef�ugt wird), auf dem Mycielski-Graph M6 und aufzuf�alligen Graphen verschiedener Dichte der Ordnung 30-50.�Ubung 5.5.3 Man entwerfe einen O(m2n)-Algorithmus f�ur 3-Colorability.Der Rekord f�ur dieses Problem liegt bei O(1:3446n) [BE95].Es gibt einen einfachen Backtracking-Algorithmus f�ur das Entscheidungsproblem k-Colora-bility, k � 3 fest, der erwartet konstante Laufzeit hat (d.h. gemittelt �uber alle Graphen) [Wil84,BW85]. Der Grund f�ur dieses auf den ersten Blick �uberraschende Ergebnis ist jedoch der, da� fastalle Graphen einen Kk+1 enthalten. Es gibt jedoch auch einen Algorithmus, der jeden k-f�arbbarenGraphen optimal f�arbt und dessen erwartete Laufzeit linear ist [DF89, PS92b].5.5.2 F�arbungsheuristikenWie wir in Kapitel 10 sehen werden, ist i.a. selbst das Problem NP-schwer, f�ur ein festesk 2 IIN jeden Graphen mit h�ochstens k � �(G) vielen Farben zu f�arben. Daher gewinnenHeuristiken an Bedeutung, die Graphen in polynomieller Zeit f�arben und immerhin "inder Regel\ gute F�arbungen liefern. Solchen Heuristiken kann man beispielsweise danachbeurteilen, welche Graphenfamilien sie optimal f�arben. Die Smallest-last-Heuristik (s.o.)f�arbte z.B. alle W�alder optimal. Da das F�arbungsproblem f�ur bipartite Graphen in Pliegt, ist es naheliegend, von einer Heuristik zu fordern, da� sie zumindest die bipartitenGraphen optimal f�arbt.Die Saturation-Largest-First Heuristik nach Br�elaz [Br�e79] f�uhrt eine Greedy-F�arbung des Eingabegraphen durch, bei der die Anordnung � der Knoten dynamischberechnet wird. Zun�achst wird ein Knoten v1 2 V mit Farbe c(v1) := 1 gef�arbt. Wennnun die Knoten v1; : : : ; vi�1, 1 < i � n, bereits gef�arbt sind, so f�arbt diese Heuristik alsn�achstes einen Knoten, f�ur den schon am meisten Farben verboten sind: de�niere f�ur jedennoch nicht gef�arbten Knoten v 2 V den sogenannten S�attigungsgraddsatur(v) := jfc(u) : u ist ein bereits gef�arbter Nachbar von vgj;dann wird also als n�achster Knoten ein Knoten vi := argmax fdsatur(v) : v ungef�arbtggew�ahlt und mit der kleinsten zul�assigen Farbe gef�arbt.



5.5. F �ARBUNGSALGORITHMEN 151Proposition 5.5.4 Die Saturation-Largest-First Heuristik f�arbt bipartite Graphen opti-mal.Beweis. Da die Saturation-Largest-First Heuristik die Zusammenhangskomponenten einesGraphen nacheinander f�arbt, sei G o.B.d.A. ein zusammenh�angender bipartiter Graph. Dadann jeder von dieser Heuristik gef�arbte Knoten vi 6= v1 zu einem bereits fr�uher gef�arbtenKnoten adjazent ist, gibt es f�ur ihn einen v1 � vi�Pfad Pi. Angenommen, die Heuristikbenutzt nicht nur die Farben 1 und 2 f�ur G und sei vj der erste mit Farbe 3 gef�arbteKnoten. Dann hat vj einen Nachbarn vi1 mit c(vi1) = 1 und einen Nachbarn vi2 mitc(vi2) = 2. Sei vs der letzte gemeinsame Knoten der Pfade Pi1 und Pi2 . Dann bildet dieVereinigung der Teilpfade von Pi1 und Pi2 zwischen vs und vj einen ungeraden Kreis, dadessen Knoten bis auf vj abwechselnd mit Farbe 1 und 2 gef�arbt sind { Widerspruch. 2Die Saturation-Largest-First Heuristik kann mit linearer Laufzeit implementiert werden.Eine Variante dieses Algorithmus f�arbt fast alle Graphen Gmit chromatischer Zahl �(G) �(1� �) logn, 0 < � < 1 fest, optimal [Tur88].Die folgende Heuristik Similarity-Merge stammt von Dutton und Brigham [DB81].Setze H := G. Solange es nicht-adjazente Knoten in H gibt, identi�ziere zwei nicht-adjazente Knoten, die am meisten gemeinsame Nachbarn haben. Zwei Knoten v1 und v2zu identi�zieren hei�t dabei, die beiden Knoten durch einen Superknoten v12 zu ersetzen,der zu einem Knoten u im Restgraphen genau dann adjazent ist, wenn mindestens einerder Knoten v1 oder v2 vorher mit u adjazent war. Ein Superknoten vertritt somit stetseine stabile Knotenmenge in G. Auf diese Art endet man schlie�lich bei einem vollst�andi-gen Graphen H . Diesen f�arbt man mit jH j Farben und �ubertr�agt die Farbe eines jedenSuperknotens auf die stabile Knotenmenge, die er vertritt. O�ensichtlich ist die erhalteneF�arbung von G zul�assig.Proposition 5.5.5 Similarity-Merge f�arbt bipartite Graphen optimal.Beweis. Sei G = (U; V; E) ein bipartiter Graph. Da Similarity-Merge stets Knoten aus ei-ner Zusammenhangskomponente identi�ziert, sei G o.B.d.A. zusammenh�angend. SolangeH mindestens drei Knoten hat, gibt es daher stets nicht-adjazente Knoten mit minde-stens einem gemeinsamen Nachbarn. Da zwei nichtadjazente Knoten aus verschiedenenTeilen von H keinen gemeinsamen Nachbarn haben, werden ausschlie�lich Knoten, die inderselben Bipartitionsmenge liegen, identi�ziert, bis schlie�lich H = K2. 2Eine Variante dieses Algorithmus f�arbt fast alle Graphen Gmit chromatischer Zahl �(G) �q n196logn optimal [Kuc89].Ein g�anzlich anderer Ansatz besteht darin, sukzessive stabile Mengen aus G herauszu-holen und jede der stabilen Mengen mit einer neuen Farbe zu f�arben. Die erste derartigeHeuristik, die wir vorstellen, versucht im k-ten F�arbungsschritt m�oglichst viele der bishernoch ungef�arbten Knoten mit Farbe k zu f�arben. Da das Teilproblem, eine maximum sta-bile Menge in einem Graphen zu konstruieren, jedoch NP-schwer ist, begn�ugt sich dieseHeuristik jeweils mit einer maximalen stabilen Knotenmenge, wie sie beispielsweise dieHeuristik Greedy Min IS liefert (vgl. Abschnitt 1.5).



152 KAPITEL 5. F�ARBUNGFUNCTION MIS Color (G) : INTEGER;BEGINk := 0; faktuelle FarbegU := V ; fMenge der ungef�arbten KnotengWHILE U 6= ; DO BEGINk := k + 1;S := Greedy Min IS (G[U ]);f�arbe alle Knoten s 2 S mit Farbe k;U := U � S;END;MIS Color:= k;END; fMIS ColorgDie G�ute dieser Heuristik wird in Abschnitt 11.3 n�aher besprochen.Eine der besten F�arbungsheuristiken (vgl. [SDK83, JAMS91]) ist die sogenannteRecursive-Largest-First Heuristik nach Leighton [Lei79]. Sie entfernt in jedem Schritteine maximale stabile Menge S � U aus G[U ], so da� der Schnitt hS; U n Si m�oglichstgro� wird. Dann ist { so die Intuition { der Restgraph bald leer und kann mit einer letztenFarbe gef�arbt werden. d(u;A) := j�(u) \ Aj bezeichne die Anzahl der Nachbarn von u ineiner Knotenmenge A � V .PROCEDURE Recursive Largest First (G) : INTEGER;BEGINk := 0; U := V ; faktuelle Farbe bzw. ungef�arbte KnotengWHILE U 6= ; DO BEGINk := k + 1;feine stabile Knotenmenge in G[U ] mit Farbe k f�arben:g� := ;; fungef�arbte Nachbarn der k-ten FarbklassegREPEATUmax := fu 2 U : d(u;�) = maxx2Ufd(x;�)gg;w�ahle einen Knoten u 2 Umax mit d(u; U) = minx2Umaxfd(x; U)g;c[u] := k;� := � + (�(u) \ U);U := U � u� �(u);UNTIL U = ;;U := �;END; fwhilegRecursive Largest First:= k;END; fRecursive Largest Firstg�Ubung 5.5.6 Die Recursive-Largest-First Heuristik kann in Zeit O(nm) implementiertwerden und f�arbt alle bipartiten Graphen optimal.�Ubung 5.5.7 Man implementiere und vergleiche die Heuristiken Smallest-Last,Saturation-Largest-First, Similarity-Merge und Recursive-Largest-First im Hinblick aufdie Anzahl der verwendeten Farben sowie die Laufzeit auf einem G1000;0:5 unter jeweilshundert verschiedenen Permutationen der Knotenmenge.Weitere F�arbungsheuristiken �ndet man in [PW89, Wer90, JAMS91].



5.6. KANTENF�ARBUNG: DER SATZ VON VIZING 1535.6 Kantenf�arbung: der Satz von VizingIn diesem Abschnitt werden F�arbungen der Kanten eines Graphen G untersucht. Diekleinste Zahl k 2 IIN, so da� es eine F�arbung der Kanten von G mit k Farben gibt, soda� keine zwei inzidenten Kanten dieselbe Farbe tragen, hei�t der chromatische Index�0(G). O�enbar ist mit dieser De�nition der chromatische Index eines Graphen G gleichder chromatischen Zahl seines Linegraphen: �0(G) := �(L(G)); Wir haben es also miteinem Knotenf�arbungsproblem f�ur eine spezielle Graphenklasse zu tun, den Linegraphen.Beispiele und Absch�atzungen. O�enbar haben die Kreise Cn chromatischen Index �0(Cn)gleich zwei oder drei, jenachdem ob n gerade oder ungerade ist. Da die mit einem Knotenvon G inzidierenden Kanten eine Clique im Linegraphen L(G) bilden, gilt:�0(G) � !(L(G)) � �(G):Jede Farbklasse einer Kantenf�arbung ist ein Matching in G. Daher gilt analog zurAbsch�atzung (5.2): �0(G) � � m�(G)� : (5.10)Damit haben auch die vollst�andigen Graphen Kn (wie schon die Kreise) je nach Parit�atvon n chromatischen Index �0(Kn) gleich �(Kn) oder �(Kn) + 1:Proposition 5.6.1 (Vizing 1965b) �0(Kn) = ( n� 1; falls n gerade,n; falls n ungerade.Beweis. F�ur n gerade ist dies �aquivalent zur 1-Faktorisierbarkeit des Kn, vgl. �Ubung4.1.1c. F�ur n ungerade kann der Kn+1 mit n Farben kantengef�arbt werden, was auf demKn als Subgraphen eine Kantenf�arbung mit n = �(Kn) + 1 Farben induziert. Dies istnach (5.10) auch schon bestm�oglich:�0(Kn) � � m�(Kn)� = �n(n� 1)=2(n� 1)=2 � = n 2Anwendungen. Auch dieses F�arbungsproblem, insbesondere f�ur bipartite Graphen, trittbei Scheduling-Problemen auf. Man stelle sich beispielsweise vor, eine Menge U von Stu-denten mu� in einem in Zeiteinheiten geteilten Pr�ufungszeitraum von Professoren V ge-pr�uft werden, wobei jeder Student u 2 U eine bestimmte Anzahl F�acher bei einer entspre-chenden Menge �(u) � V von Professoren belegt hat; oder eine Menge U von Auftr�agenmu� von einer Menge V von Maschinen in m�oglichst wenigen Zeiteinheiten erledigt wer-den, wobei jede Aufgabe u 2 U eine Menge �(u) � V von Maschinen (je eine Zeiteinheit)belegt.Der Greedy-F�arbungsalgorithmus, angewandt auf den Linegraphen L(G), liefert dieSchranke �0(G) � 2�(G)� 1:�Ubung 5.6.2 a) Man konstruiere Graphen, auf denen der Greedy-F�arbungsalgorithmusi.a. 2�(G) � 1 viele Farben ben�otigt. b) F�ur �(G) � 3 gilt: �0(G) � 2�(G) � 2.[Hinweis: Satz 5.2.9 von Brooks]



154 KAPITEL 5. F�ARBUNGDiese Schranke erscheint zwar plausibel, doch wie der n�achste Satz zeigt, wird man demKantenf�arbungsproblem nicht gerecht, wenn man es lediglich als F�arbungsproblem f�ur denLinegraphen betrachtet. Denn tats�achlich kann der chromatische Index eines Graphen (imdrastischen Gegensatz zur chromatischen Zahl) nur zwei Werte annehmen, wie Vizing ineiner Arbeit, die das Studium von Kantenf�arbungen stark beeinu�t hat, bewies:Satz 5.6.3 (Vizing 1964) �(G) � �0(G) � �(G) + 1:Bevor wir diesen Satz beweisen, ist es hilfreich, das Problem zun�achst in bipartiten Gra-phen zu betrachten. Der Satz 4.2.14 von K�onig besagt, da� sich jeder bipartite Graph Gmit �(G) Farben kantenf�arben l�a�t, was wie oben gesehen optimal ist. Wir beweisen diesnun mit Hilfe eines einfachen F�arbungsalgorithmus noch einmal.Satz 5.6.4 (K�onig 1916) F�ur jeden bipartiten Graphen G gilt �0(G) = �(G). Einesolche Kantenf�arbung von G kann in Zeit O(nm) konstruiert werden.Beweis. O.B.d.A. sei G zusammenh�angend und damit m = 
(n). Sei eine teilweise, aberzul�assige F�arbung der Kanten von G gegeben (zu Beginn sind alle Kanten noch ungef�arbt).Sei nun e = fx; yg 2 E eine noch ungef�arbte Kante von G = (U; V; E), x 2 U , y 2 V . DerSatz ist gezeigt, wenn die Kante e in Zeit O(n) gef�arbt werden kann. Da am Knoten xh�ochstens �(G)� 1 viele gef�arbte Kanten inzidieren, "fehlt\ an x mindestens eine Farbe;analog fehlt auch am Knoten y mindestens eine Farbe.Falls es eine Farbe fe 2 f1; : : : ;�(G)g gibt, die sowohl an x als auch an y fehlt, sokann e in Farbe fe zul�assig gef�arbt werden.Andernfalls fehlt am Knoten x eine Farbe a und am Knoten y eine Farbe b, so da� amKnoten x eine Kante in Farbe b und am Knoten y eine Kante in Farbe a inzidiert. Betrachteden Subgraphen H(a; b) von G, der von den Kanten in Farbe a oder b gebildet wird. Dajeder Knoten in G mit h�ochstens einer Kante in jeder der beiden Farben inzidiert, hatder Graph H(a; b) Maximalgrad zwei und ist daher die disjunkte Vereinigung von Pfadenund geraden Kreisen, die alternierend in den Farben a und b gef�arbt sind. Sowohl x alsauch y sind Endpunkt eines solchen Pfades. Sie sind aber nicht die Endpunkte ein unddesselben Pfades, denn der Pfad, der im Knoten x beginnt, erreicht die Partitionsmenge Vvon G stets mit einer Kante in Farbe b, am Knoten y liegt jedoch nur eine Kante in Farbea an (anders ausgedr�uckt: der Pfad w�urde zusammen mit der Kante e einen ungeradenKreis in G bilden). Wenn man nun die Farben a und b in dem Pfad Pab(x) von H(a; b),der im Knoten x beginnt, vertauscht, so bleibt die Kantenf�arbung weiterhin zul�assig: anden inneren Knoten des Pfades Pab(x) wurden lediglich die Farben a und b vertauscht,an jedem der Endknoten von Pab(x) ist eine Kante in eine Farbe umgef�arbt worden, diedort vorher fehlte; schlie�lich inzidiert keine andere Kante von H(a; b) mit den Kanten desPfades. Nach Vertauschen der Farben a und b in dem Pfad Pab(x) fehlt nun die Farbe bauch am Knoten x, so da� die Kante e mit der Farbe b gef�arbt werden kann.Es bleibt, zu zeigen, da� pro Kante e h�ochstens O(n) Operationen notwendig sind. DieFarben fe, a und b lassen sich in Zeit O(d(x) + d(y) + 1) = O(n) berechnen. Um auchden Pfad Pab(x) in Zeit O(n) berechnen zu k�onnen, unterh�alt man ein Feld Nachbar[v; f ],v 2 V , 1 � f � �(G). Der EintragNachbar[v; f ] sei hierbei gleich 0, falls mit dem Knotenv keine Kante in Farbe f inzidiert, und gebe andernfalls denjenigen Nachbarn u 2 �(v) an,so da� die Kante fu; vg die Farbe f tr�agt. Zu Beginn wird Nachbar[�; �] auf 0 initialisiert.Die Aktualisierung von Nachbar[�; �] kostet nur O(n) Zeit pro Kante. 2



5.6. KANTENF�ARBUNG: DER SATZ VON VIZING 155�Ubung 5.6.5 Warum funktioniert obiger Beweis f�ur den Satz von Vizing nicht?Beweis des Satzes 5.6.3 von Vizing (nach [BF91]):Es ist nur die obere Schranke zu zeigen. Wir induzieren nach der Kantenzahlm(G). F�ur lee-re Graphen ist die Aussage trivial. Sei also G ein Graph, � := �(G) und e = fx; yg 2 Eeine beliebige Kante von G. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine zul�assige Kan-tenf�arbung c : E � e ! f1; : : : ;�+ 1g von G � e. Wir geben nun eine Prozedur an, umauch die Kante e mit einer dieser Farben zu f�arben.Wir sagen, eine Farbe fehlt an einem Knoten v 2 V , falls in der Kantenf�arbung c keineder mit v inzidierenden Kanten mit dieser Farbe gef�arbt ist. O�ensichtlich fehlt an jedemKnoten v mindestens � + 1� d(v) � 1 Farbe. F�ur einen Knoten v 2 V bezeichne Fv dieMenge der am Knoten v fehlenden Farben.Sei b 2 Fy eine Farbe, die am Knoten y fehlt. Falls b 2 Fx, so k�onnen wir e mit derFarbe b f�arben. Andernfalls gibt es genau eine Kante fx; y0g in Farbe b, und das Problemist vom Knoten y auf den Knoten y0 verlagert: wenn wir fx; y0g in einer anderen Farbe alsb zul�assig f�arben k�onnen, so darf fx; yg in Farbe b gef�arbt werden. Wir werden daher eineFolge fyj : 1 � j � kg � �(x) von Nachbarn von x und eine Folge fbj : 1 � j � kg �f1; : : : ;�+ 1g von Farben konstruieren, so da�� y1 = y;� bj 2 Fyj f�ur 1 � j � k;� f�ur 1 � j < k die Kante fx; yj+1g mit Farbe bj gef�arbt ist und� die Knoten y1; : : : ; yk alle verschieden sind.Wir werden in einem Moment sehen, wie y1; b1; y2; b2; : : : ; yk; bk sukzessive konstruiertwerden. Betrachten wir jedoch zun�achst eine Situation, in der wir die Konstruktion derFolge abbrechen k�onnen. Wenn wir in der k-ten Runde feststellen sollen, da� die Kantefx; ykg in eine Farbe f 2 Fx \ Fyk , f 62 fb1; : : : ; bk�1g umgef�arbt werden darf, so k�onnenwir wie folgt (zul�assig!) umf�arben:PROCEDURE Farbshift (k; f);BEGINc(fx; ykg) := f;FOR j := k � 1 DOWNTO 1 DOc(fx; yjg) := bj;END;Damit ist die Kante e = fx; y1g erfolgreich gef�arbt worden, und das Verfahren bricht ab.Die folgende Prozedur konstruiert die Folgen fyj : 1 � j � kg und fbj : 1 � j � kg.



156 KAPITEL 5. F�ARBUNGk := 0; y1 := y;REPEATfes gilt: die Knoten y1; : : : ; yk+1 sind alle verschiedengk := k + 1;w�ahle bk 2 Fyk;IF bk 2 Fx THEN BEGINfes gilt bk 62 fb1; : : : ; bk�1ggFarbshift (k; bk);EXIT;ENDELSE BEGINfbk fehlt nicht an xgyk+1 := derjenige Nachbar von x mit c(fx; yk+1g) = bk;END;UNTIL yk+1 2 fy1; : : : ; ykg;Beachte, da� die REPEAT-Schleife h�ochstens d(x)-mal durchlaufen wird, weil die Knotenfy1; : : : ; ykg paarweise verschiedene Nachbarn von x sind. Angenommen nun, die REPEAT-Schleife wird nicht durch EXIT verlassen (in welchem Fall wir fertig w�aren), sondern mityk+1 = yi , bk = bi�1 f�ur ein i 2 f2; : : : ; k � 1g (o�ensichtlich gilt i 6= 1 und i 6= k).Sei a 2 Fx eine Farbe, die am Knoten x fehlt, und bezeichne H(a; bk) den Subgraphenvon G, der von der Menge aller Kanten gebildet wird, die mit Farbe a oder bk gef�arbtsind. Da in H(a; bk) jeder Knoten vom Grad h�ochstens zwei ist, ist H(a; bk) eine disjunkteVereinigung von (farblich alternierenden) Pfaden und geraden Kreisen. O�enbar erh�altman eine neue, wiederum zul�assige Kantenf�arbung von G, wenn man die Farben a und bkin einer Komponente von H(a; bk) vertauscht (switcht).Die Farbe bk fehlt am Knoten yk , so da� im Graphen H(a; bk) im Knoten yk ein Pfad Pbeginnt (der ggf. nur aus dem Knoten yk besteht, falls auch a an yk fehlt). Sei z der andereEndpunkt des Pfades P . Da am Knoten x die Farbe a und am Knoten yi�1 die Farbe bkfehlt, kommen insbesondere diese beiden Knoten f�ur z in Frage. Beachte: P enth�alt keineder Kanten fx; yjg, 1 � j � k, bis auf fx; yig im Fall z = x.Fall 1: z = yi�1Beide Endkanten des Pfades P sind also mit a gef�arbt. Switche die Farben a und bk aufden Kanten des Pfades P . In der erhaltenen F�arbung c0 liegt dann die Farbe a an yi�1nicht mehr an. Wir vollenden die F�arbung durch Farbshift (i� 1; a).Fall 2: z = xNach Switchen von a und bk entlang des Pfades P liegt die Farbe bk = bi�1 an x nichtmehr an. Wir vollenden die F�arbung durch Farbshift (i� 1; bi�1).Fall 3: z 62 fyi�1; xgNach Switchen der Farben a und bk entlang P (sofern E(P ) 6= ;) liegt die Farbe a an yknicht mehr an. Wir vollenden die F�arbung durch Farbshift (k; a). 2Der Beweis des Satzes von Vizing war konstruktiv. Wir �nden:Korollar 5.6.6 Es gibt einen O(mn)-Algorithmus, um die Kanten eines Graphen G mith�ochstens �(G) + 1 � �0(G) + 1 vielen Farben zu f�arben.Beweis. Beachte, da� es bei einer Laufzeit vonO(mn) nicht m�oglich ist, f�ur alle i = 1; : : : ; k



5.6. KANTENF�ARBUNG: DER SATZ VON VIZING 157jeweils zu testen, ob eventuell Fx \ Fyi 6= ; gilt.Sei wieder � := �(G). Es sind m Kanten zu f�arben. Pro Kante wird ein Farbshiftdurchgef�uhrt (Aufwand O(�), wenn man sich neben den Knoten y1; : : : ; yk auch die zu-geh�origen Kanten fx; y1g; : : : ; fx; ykg merkt), und es m�ussen h�ochstens einmal der Pfad Pberechnet und die Farben entlang P geswitcht werden (Aufwand O(n�)). Da die REPEAT-Schleife (pro Kante) h�ochstens �-mal durchlaufen wird, ist der Aufwand f�ur alle restlichenOperationen (pro Kante) O(�2). Aus obigem Beweis des Satzes von Vizing ergibt sich al-so unmittelbar ein O(mn�)-Algorithmus, um die Kanten eines Graphen G mit h�ochstens�(G) + 1 vielen Farben zu f�arben.Mit Hilfe geeigneter Datenstrukturen gewinnt man eine O(mn)-Implementation diesesAlgorithmus. Dazu berechnet man eingangs ein Feld Fehlfarbe : V ! f1; : : : ;�+1g, daszu einem Knoten v 2 V eine Farbe f 2 Fv zur�uckliefert, und ein zweidimensionales FeldNachbar[v; f ], v 2 V , 1 � f � �(G) + 1, de�niert durchNachbar[v; f ] := ( 0 falls f 2 Fvu falls u 2 �(v) und c(fu; vg) = f .Beide Felder k�onnen in Zeit O(n2) initialisiert werden. Ein weiteres Feld Folgenglied :V ! f0; : : : ;�g ist de�niert durch:Folgenglied[v] := ( 0 falls v 62 fy1; : : : ; ykgi falls v = yiund wird vor jedem F�arben einer Kante auf 0 gesetzt. Mit Hilfe dieser drei Felder lassen sichalle Operationen der REPEAT-Schleife bis auf den (einmaligen) Farbshift in konstanterZeit erledigen und der Pfad P in Zeit O(n) berechnen und switchen. Beachte, da� auchdas Feld Fehlfarbe in Zeit O(n) pro Kante aktualisiert werden kann, da nur jeweils dreiWerte von Fehlfarbe[�] wirklich neu berechnet werden m�ussen. 2Nach dem Satz von Vizing zerf�allt die Menge aller Graphen in zwei Klassen.De�nition 5.6.7 Ein Graph G hei�t "Klasse 1\, falls �0(G) = �(G), sonst "Klasse 2\.Bipartite Graphen sind also "Klasse 1\ und vollst�andige Graphen und Kreise je nachParit�at von n. Eine einfache Beobachtung ist:Lemma 5.6.8 Regul�are Graphen sind "Klasse 1\ genau dann, wenn sie 1-faktorisierbarsind. 2Aus Gleichung (5.10) ergibt sich sofort das folgende n�utzliche Kriterium.Lemma 5.6.9 (Beineke, Wilson 1973)Ein Graph G mit m > �(G) � �(G) vielen Kanten ist "Klasse 2\. 2Ein Graph G ungerader Ordnung mit m > �(G)n�12 vielen Kanten hei�t �ubervoll. NachLemma 5.6.9 ist ein solcher Graph trivialerweise "Klasse 2\. Vollst�andig multipartite Gra-phen sind "Klasse 2\ genau dann, wenn sie �ubervoll sind [HR92a]. Auch f�ur die Klasseder kreisartig planaren Graphen k�onnen die Graphen der Klasse 2 charakterisiert werden,vergleiche �Ubung 6.1.35f.Der Satz von Vizing hat die folgende Erweiterung.



158 KAPITEL 5. F�ARBUNGKorollar 5.6.10 (Vizing 1964; Fournier 1973) Sei G = (V;E) ein Graph und S � Vdie Menge der Knoten maximalen Grades in G, d.h. S := fv 2 V j d(v) = �(G)g. Fallsder von S induzierte Subgraph G[S] von G ein Wald (d.h. kreisfrei) ist, so ist G "Klasse1\. Eine entsprechende Kantenf�arbung von G mit h�ochstens �(G) vielen Farben kann inZeit O(mn) konstruiert werden.Beweis. Im Beweis zu Satz 5.6.3 wurde die (�(G) + 1)�te Farbe lediglich dazu ben�otigt,an den Knoten x + �(x) stets mindestens eine Fehlfarbe zu garantieren. Die angegebeneBedingung garantiert diese Fehlfarbe, wie wir gleich sehen werden, auch im Fall von nur�(G) vielen Farben. Sei F die (kreisfreie) Kantenmenge von G[S]. Wir induzieren �uberjF j.Induktionsverankerung: F = ;In diesem Fall ist die Knotenmenge S stabil in G. W�ahle f�ur jeden Knoten x 2 S einemit ihm inzidierende Kante fx; yg 2 E; Sei M , jM j = jSj, die Menge dieser Kanten. Nachdem Satz von Vizing k�onnen die Kanten des Graphen G�M mit �(G�M)+1 = �(G)vielen Farben gef�arbt werden. F�uge nun sukzessive die Kanten fx; yg 2 M wieder hinzu,und f�arbe sie wie im Beweis vom Satz von Vizing: Da nach Voraussetzung keine zweiKnoten vom Grad �(G) benachbart sind, fehlt an x eine Farbe (da fx; yg noch ungef�arbtist) und an allen Nachbarn von x (da sie Grad < �(G) haben).Induktionsschlu�: jF j � 1.Sei x 2 S ein Blatt im Wald G[S] und fx; yg 2 F die mit x inzidierende Waldkante. NachInduktionsvoraussetzung kann G� fx; yg mit �(G) vielen Farben kantengef�arbt werden.Auch diese Kantenf�arbung kann wieder wie im Beweis vom Satz von Vizing auf fx; ygfortgesetzt werden, denn an x und y fehlt (genau) eine Farbe (da fx; yg noch ungef�arbtist) und an allen �ubrigen Nachbarn von x (da sie in V n S liegen und somit Grad < �(G)haben).Aus dem Beweis ergibt sich unmittelbar ein Algorithmus, um die �(G)-Kantenf�arbungzu konstruieren. Zun�achst wird die Menge S bestimmt. Durch eine leicht modi�zierteBreitensuche in den Komponenten von G[S] berechnet man dann die Kantenmenge F [M(bzw. �uberpr�uft, ob G[F ] �uberhaupt ein Wald ist). Nun wird in Zeit O(jE n (F [M)j � n)die �(G)-Kantenf�arbung von G� (F [M) nach Korollar 5.6.6 konstruiert. Anschlie�endf�arbt man in Zeit O(jF [M j �n) sukzessive die Kanten aus F [M (in der Reihenfolge, wiesie gefunden und der Menge F [M hinzugef�ugt wurden). Bis auf die zus�atzlichen O(n+m)Schritte f�ur die Bestimmung von S und F [M ist also die Laufzeit dieses Algorithmusdieselbe wie die aus Korollar 5.6.6. 2Ohne Beweis zitieren wir in diesem Zusammenhang die beiden folgenden Ergebnisse.Erd}os und Wilson [EW77] bewiesen, da� fast alle Graphen genau einen Knoten vomGrad �(G) besitzen, d.h. da� der Anteil der Graphen mit mehreren Knoten vom Grad�(G) unter allen Graphen auf n (numerierten) Knoten f�ur n ! 1 gegen 0 strebt. DerKantenf�arbungsalgorithmus aus Korollar 5.6.10 f�arbt aber alle Graphen mit genau einemKnoten vom Grad �(G) mit �(G) vielen Farben. Folglich f�arbt dieser Algorithmus dieKanten fast aller Graphen mit �(G) vielen Farben, und wir schlie�en insbesondere, da�fast alle Graphen "Klasse 1\ sind. D.h. wenn wir den Anteil der "Klasse 2\-Graphen unterallen Graphen auf n (numerierten) Knoten mit pn bezeichnen, so gilt pn ! 0 f�ur n!1.Tats�achlich sind "Klasse 2\-Graphen sogar au�erordentlich selten.Satz 5.6.11 (Frieze, Jackson, McDiarmid, Reed 1988) Sei � > 0 beliebig. Dann gilt



5.6. KANTENF�ARBUNG: DER SATZ VON VIZING 159f�ur n gro� genug n�(1=2+�)n < pn < n�(1=8��)n: 2Dabei folgt die obere Schranke aus einer Verfeinerung des Kanten-F�arbungsalgorithmusaus Korollar 5.6.10. Im Kontrast dazu zeigt das folgende Ergebnis, da� es NP-schwerist, die wenigen restlichen Graphen, die der Algorithmus nicht mit �(G) vielen Farbenkantenf�arben konnte, kantenzuf�arben.Satz 5.6.12 (Holyer 1981b) Das Problem Chromatic Index, zu einem gegebenenGraphen zu entscheiden, ob er "Klasse 1\ oder "Klasse 2\ ist, ist schon f�ur kubische,br�uckenlose Graphen NP-vollst�andig. 2Das Resultat l�a�t sich auf r-regul�are Graphen, r � 3 fest, verallgemeinern [GL83].Gleichm�a�ige Kantenf�arbung. In den Anwendungen sind Probleme oft mit zahlreichenNebenbedingungen behaftet. Bei dem Problem, einen m�oglichst kurzen Pr�ufungszeitplanzu erstellen (siehe dazu die Einleitung dieses Abschnitts), k�onnte beispielsweise die Anzahlder zur Verf�ugung stehenden R�aume begrenzt sein, so da� man m�oglichst wenige Pr�ufun-gen gleichzeitig abhalten m�ochte. Ins graphentheoretsiche Modell �ubersetzt bedeutet dies,da� man eine �0(G)-F�arbung des Graphen sucht, in der alle Farbklassen m�oglichst gleichgro� sind. Im Gegensatz zu dem analogen Problem bei Knotenf�arbungen gibt es hier einesehr einfache L�osung.Proposition 5.6.13 (De Werra 1970;McDiarmid 1972) Sei G ein Graph und c eine(zul�assige) F�arbung seiner Kanten mit k Farben. Dann gibt es einen O(nm)-Algorithmus,der eine Kantenf�arbung c0 von G mit k Farben konstruiert, in der sich die Farbklassen inihrer Gr�o�e um h�ochstens 1 unterscheiden.Beweis. Seien Cmin � E bzw. Cmax � E zwei Farbklassen von c mit minimal vielen bzw.maximal vielen Kanten unter allen Farbklassen in der Kantenf�arbung von G. Angenom-men, es gilt jCmaxj > jCminj+ 1. Dann enth�alt der von den Kanten Cmin [Cmax gebildeteSubgraph von G einen (alternierenden) Pfad ungerader L�ange, der mehr Cmax�Kantenals Cmin�Kanten enth�alt. Vertausche die beiden Farben auf den Kanten eines solchen Pfa-des. Nach h�ochstens m=2 vielen solchen Schritten ist man bei der gesuchten F�arbung c0angelangt.Jeder Schritt l�a�t sich mit Hilfe eines Feldes Buckets[1::n=2], dessen i-te Liste die Farb-klassen mit genau i Kanten enth�alt, und der Datenstruktur Nachbar[v; i] (s.o.) in ZeitO(n) bewerkstelligen. 2�Ubungen�Ubung 5.6.14 Man bestimme den chromatischen Index des Petersen-Graphen.�Ubung 5.6.15 Sei G ein �-regul�arer Graph, � � 2. Hat G (i) ungerade Ordnung oder besitzt G(ii) eine Br�ucke oder (iii) einen Artikulationsknoten, so ist G "Klasse 2\: �0(G) = �(G) + 1.�Ubung 5.6.16 Es nehmen n Spieler an einem Schachturnier teil, bei dem jeder Spieler eine Partiegegen jeden anderen spielt. Wenn kein Spieler mehr als eine Partie t�aglich spielt, in wievielen Tagenkann man das Turnier dann abhalten?



160 KAPITEL 5. F�ARBUNG�Ubung 5.6.17 F�ur jeden Graph G gilt �(G) � m=(�(G) + 1).�Ubung 5.6.18 F�ur jedes maximale Matching M in einem Graphen G gibt es eine (�(G) +1)�Kantenf�arbung von G, die alle Kanten von M in derselben Farbe f�arbt.Ein Graph G hei�t eindeutig �0(G)-kantenf�arbbar, falls jede �0(G)-Kantenf�arbung von G dieselbePartition von E induziert.�Ubung 5.6.19 (Greenwell, Kronk 1973)a) Ein kubischer, Hamiltonscher Graph ist "Klasse 1\.b) Sei G kubisch und eindeutig �0(G)-kantenf�arbbar. Man bestimme �0(G) und c) die Anzahl derHamiltonkreise in G.�Ubung 5.6.20 In einer eindeutigen �0(G)-Kantenf�arbunga) inzidiert jede Kante mit Kanten in allen anderen Farben;b) unterscheiden sich die Gr�o�en verschiedener Farbklassen um h�ochstens 1.�Ubung 5.6.21 Der Greedy-Kantenf�arbungsalgorithmus, der �(G) + 1 viele disjunkte maximaleMatchings in G konstruiert und alle Kanten je eines maximalen Matchings in einer neuen Farbef�arbt, und der lokale Verbesserungsalgorithmus, der sukzessive jede Kante e = fu; vg 2 E mit einerFarbe c(e) 2 Fu \ Fv f�arbt, falls dies m�oglich ist, k�onnen mit Laufzeit O(�(G)m) implementiertwerden. Man zeige: Beide Algorithmen f�arben mindestens m=2 viele Kanten von G zul�assig. BeiGraphen G mit �(G) = O(1) kann man also die ersten m=2 vielen Kanten in konstanter Zeit proKante f�arben.5.7 ? Kantenf�arben in bipartiten Graphen�Ahnlich wie beim Matching-Problem gestaltet sich auch das Problem des Kantenf�arbenseinfacher auf der Klasse der bipartiten Graphen. Oben hatten wir einen O(mn)-Algorithmus f�ur das bipartite Kantenf�arbungsproblem kennengelernt. In diesem Abschnittwird der e�zientere O(m(logn)2)-Algorithmus von Gabow und Kariv [GK82] f�ur dasbipartite Kantenf�arbungsproblem dargestellt. Seine Technik, einen Graphen rekursiv inSubgraphen zu zerlegen, ist ebenso instruktiv wie seine Analyse. Zudem ist dieser Algo-rithmus dadurch von Bedeutung, da� er leicht parallelisierbar ist, siehe [LPV81, GR88].Im Anschlu� daran studieren wir ein brandneues Ergebnis von Galvin [Gal95] �uber ei-ne Verallgemeinerung des Kantenf�arbungsproblems: bipartite Graphen sind sogar �(G)-edge-choosable, d.h. f�ur jedwede Vorgabe von Listen L(e), e 2 E, von je mindestens �(G)Farben an den Kanten des Graphen gibt es eine Kantenf�arbung ` : E ! Se2E L(e) vonG, so da� `(e) 2 L(e) f�ur alle e 2 E.Der Algorithmus von Gabow und Kariv. Dieser Kantenf�arbungsalgorithmus ba-siert darauf, da� bipartite Graphen, deren Maximalgrad eine Potenz von 2 ist, besonderse�zient kantengef�arbt werden k�onnen. Wir betrachten daher zun�achst diesen Spezialfall.Die Aufgabe besteht also nun darin, einen bipartiten Graphen G mit �(G) = 2k, k 2 IIN,vielen Farben kantenzuf�arben. Die Idee des Algorithmus ist ein divide-et-impera Ansatz:Der Graph (bzw. seine Kantenmenge) wird in zwei Subgraphen partitioniert, so da� sichder Maximalgrad in jedem der beiden Subgraphen gegen�uber dem Originalgraphen hal-biert, die Menge der zur Verf�ugung stehenden Farben wird in zwei gleichgro�e Mengenpartitioniert und dann wird jeder der beiden entstandenen Subgraphen rekursiv mit denFarben aus je einer der beiden Mengen gef�arbt. Da �(G) gerade eine Zweierpotenz ist,



5.7. ? KANTENF�ARBEN IN BIPARTITEN GRAPHEN 161ist dieses Halbieren der Knotengrade und der Menge der Farben stets m�oglich, und dieschlie�lich konstruierte Kantenf�arbung ist automatisch zul�assig.Die Frage ist nun, wie man die Partition des Graphen in zwei derartige Subgraphen�ndet. Dies ist aber weiter auch kein gro�es Problem: Falls G Eulersch ist, so berechnetman leicht in einer Laufzeit, die linear in der Anzahl der Kanten des Graphen ist, eineZerlegung der Kantenmenge in (da G bipartit ist) gerade Zykeln. Falls G hingegen 2q Kno-ten ungeraden Grades enth�alt, so berechnet man analog eine Zerlegung der Kantenmengein q Wege, die genau die 2q Knoten ungeraden Grades als Endknoten haben, und geradeZykeln. Knoten vom Grad �(G) treten o�enbar in den Wegen nur als innere Knoten auf;wenn man daher die Kanten der q Wege und der Zykeln abwechselnd dem einen bzw. demanderen Subgraphen zuschl�agt, so halbiert sich der Maximalgrad in beiden Subgraphengenau. Eine Zerlegung eines bipartiten Graphen in zwei solche Subgraphen hei�t auchEuler-Partition. Der Algorithmus hat damit die folgende Gestalt, wenn man die Farbe ceeiner Kante e 2 E als k-stelligen Bitvektor (ce[k]; : : : ; ce[1]) 2 f0; 1gk darstellt (o.B.d.A.sei der Maximalgrad �(G) = 2k > 1):PROCEDURE Euler Kantenf�arbung (G; k);BEGIN� zerlege die Kantenmenge von G in Zykeln und q (offene) Wege;� schlage die Kanten in den Wegen und Zykeln abwechselnddem Subgraphen G0 bzw. G1 von G zu, indem man f�urjede Kante e 2 E das k-te Bit von ce auf 0 bzw. 1 setzt;IF k > 1 THEN BEGINEuler Kantenf�arbung (G0; k� 1);Euler Kantenf�arbung (G1; k� 1);END;END; fEuler Kantenf�arbunggLemma 5.7.1 (Gabow 1976) Der Algorithmus Euler Kantenf�arbung kantenf�arbteinen bipartiten Graphen G vom Maximalgrad �(G) = 2k, k 2 IIN, in Zeit O(m logn).Beweis. Wenn man einen Graphen jeweils als eine Liste von Kanten (aus der mansich dann wiederum eine Adjazenzlisten-Darstellung berechnen kann) codiert und an dieProzedur Euler Kantenf�arbung �ubergibt, so kann jeder Aufruf der Prozedur Eu-ler Kantenf�arbung o�enbar in Zeit linear in der Anzahl der Kanten des GraphenG bearbeitet werden.Die verschiedenen rekursiven Aufrufe der Prozedur Euler Kantenf�arbung bilden einenBin�arbaum mit k = log�(G) � logn Ebenen. Auch wenn ein Aufruf des Algorithmusdie Knoten des Bin�arbaums tiefensuchen-artig abarbeitet, z�ahlen wir die insgesamt durch-gef�uhrten Operationen ebenenweise. Jede Ebene des Bin�arbaums enth�alt die Kantenmengevon G auf verschiedene Subgraphen verteilt, die den Knoten des Bin�arbaums auf dieserEbene entsprechen. Wenn also die Operationen f�ur jeden Knoten linear in der Anzahl derKanten des zugeh�origen Subgraphen sind, so ist die Anzahl aller Operationen f�ur eineEbene linear in m. Da h�ochstens logn Ebenen zu bearbeiten sind, ist die Gesamtzahl vonOperationen O(m logn). 2Man beachte, da� die rekursive Programmierung relativ speicheraufwendig ist; tats�achlichkommt man mit linear viel Speicherplatz aus (�Ubung).



162 KAPITEL 5. F�ARBUNGDer Kantenf�arbungsalgorithmus f�ur einen allgemeinen bipartiten Graphen G =(V;E) (d.h. �(G) ist nicht notwendig eine Zweierpotenz) benutzt die Prozedur Eu-ler Kantenf�arbung als Subroutine. Sei 2k die gr�o�te Zweierpotenz, die in �(G) ent-halten ist, d.h. sei k 2 IIN derart, da� 2k � �(G) < 2k+1 oder k = blog �(G)c. Die Kunstbesteht darin, jeweils einen Subgraphen S von G zu �nden, der viele noch ungef�arbte Kan-ten enth�alt (d.h. genauer: mindestens einen stets konstanten Anteil aller noch ungef�arbtenKanten) und Maximalgrad h�ochstens 2k hat. Wenn man dann Euler Kantenf�arbung2k Farben zur Verf�ugung stellt, mit denen Euler Kantenf�arbung die Kanten von Sunabh�angig vom restlichen Graphen f�arben kann, so ist, wie wir sehen werden, schon nachnur logarithmisch vielen solchen Schritten der gesamte Graph kantengef�arbt. Beachte:der konstruierte Subgraph S von G hat nicht notwendig Maximalgrad genau 2k { wennder Maximalgrad jedoch tats�achlich kleiner als 2k ist, so kann Euler Kantenf�arbungden Subgraphen S "erst recht\ mit 2k Farben zul�assig f�arben { zwar nicht optimal, aberzul�assig. Der Algorithmus hat folgende Struktur:PROCEDURE GK Kantenf�arbung (G);BEGINU := E; fMenge der ungef�arbten KantengWHILE U 6= ; DO BEGINFOR v 2 V DO BEGIN� markiere alle mit v inzidenten, noch ungef�arbten Kantenmit einer Farbe, so da� unter allen mit v inzidenten Kantenkeine Farbe mehrfach (als Farbe oder Marke) auftritt;END;fjede ungef�arbte Kante tr�agt nun zwei Marken � und �g� finde eine Menge C von 2k Farben, so da� f�urmindestens 1=6 aller ungef�arbten Kanten gilt: f�; �g � C;� sei S = (V; F ) der Subgraph von G, der alle bereits in einerFarbe c 2 C gef�arbten Kanten sowie alle ungef�arbten Kantenmit f�; �g � C enth�alt;fnach Konstruktion hat S Maximalgrad �(S) � 2kg� entf�arbe alle in einer Farbe c 2 C gef�arbten Kanten e 2 F;fEuler-f�arbe S mit den Farben aus C:gEuler Kantenf�arbung (S;C);U := U n F;END; fwhilegEND; fGK Kantenf�arbunggSatz 5.7.2 (Gabow, Kariv 1982) Der Algorithmus GK Kantenf�arbung (G) kan-tenf�arbt einen bipartiten Graphen G zul�assig in Zeit O(m(logn)2).Beweis. Wir zeigen zun�achst, da� jeder Schritt innerhalb der WHILE-Schleife in ZeitO(m logn) bearbeitet werden kann, und dann, da� die WHILE-Schleife nur O(log n)-maldurchlaufen wird.F�ur die Markierung der noch ungef�arbten Kanten h�alt man sich ein Boolesches FeldFarben[1; : : : ;�(G)], das die zur Verf�ugung stehenden Farben repr�asentiert. Das FeldFarben wird zu Anfang mit 1 initialisiert. F�ur jeden Knoten v 2 V geht man nun dieAdjazenzliste von v einmal durch und streicht alle Farben, die an mit v inzidierenden



5.7. ? KANTENF�ARBEN IN BIPARTITEN GRAPHEN 163Kanten auftreten, aus Farben. Dann geht man die Adjazenzliste von v ein weiteres Maldurch und markiert die noch nicht gef�arbten, mit v inzidierenden Kanten sukzessive mitnoch zur Verf�ugung stehenden Farben aus dem Feld Farben. Schlie�lich geht man dieAdjazenzliste ein letztes Mal durch und setzt das Feld Farben wieder auf 1 zur�uck. DerAufwand pro Knoten ist also O(d(v)), was sich �uber alle Knoten zu O(m) summiert.Die Bestimmung der Farbenmenge C. O.B.d.A. sei zun�achst �(G) � 4 [der Fall�(G) � 2 ist trivial, im Fall �(G) = 3 geht man analog vor]. Wir partitionieren dieMenge der zur Verf�ugung stehenden Farben 1; : : : ;�(G) in vier Mengen gem�a� der letzten2 Bits einer jeden Farbe (entspricht Rechnung modulo 4). Dann unterscheiden sich die sode�nierten vier Farbmengen C00; C01; C10 und C11 in ihrer Gr�o�e paarweise h�ochstens um1. Aus diesen vier Farbmengen lassen sich durch Vereinigung von jeweils zweien �42� = 6verschiedene Vereinigungmengen C1; : : : ; C6 von Farben bilden. Wir behaupten nun, da�jede dieser Mengen Ci, 1 � i � 6, h�ochstens 2k viele Farben enthalten kann. Dies gilt aberwegen 2jCij � �(G) + 2) jCij � �(G)2 + 1 < 2k+12 + 1 = 2k + 1Wir ordnen nun jede noch ungef�arbte Kante genau einer dieser 6 Farbmengen Ci zu, soda� die beiden Marken f�; �g der Kante in der zugeordneten Farbmenge enthalten sind.Falls die beiden Marken � und � einer ungef�arbten Kante e in zwei verschiedenen der4 Farbmengen C00; C01; C10 und C11 liegen, also � 2 Ci1;j1 und � 2 Ci2;j2 mit i1 6= i2oder j1 6= j2, so ordnen wir e der Vereinigungsmenge Ci1;j1 [ Ci2;j2 zu; falls andernfallsf�; �g � Cij gilt, so ordnen wir e der Vereinigungsmenge Ci;0 [ Ci;1 zu. Damit sinddie noch ungef�arbten Kanten von G auf die 6 Mengen C1; : : : ; C6 aufgeteilt worden, vondenen mithin mindestens eine mindestens 1/6 aller noch ungef�arbten Kanten enth�alt.Wir w�ahlen also diejenige Farbenmenge C 0 unter C1; : : : ; C6 aus, die die meisten nochungef�arbten Kanten erhalten hat, erg�anzen gegebenenfalls beliebig weitere Farben, bisdie Menge genau 2k Farben enth�alt und verwenden die so erhaltene Farbenmenge als dieMenge C im Algorithmus. O�ensichtlich ben�otigt die Bestimmung der Menge C0 lediglichein Scannen der noch ungef�arbten Kanten in G (Aufwand O(n+m)) und die Bestimmungder Menge C h�ochstens O(n) weitere Operationen.Die Berechnung des Subgraphen S sowie das Entf�arben der Kanten von G, die in einerFarbe c 2 C gef�arbt sind, ben�otigt o�enbar nur Zeit O(n +m).Die Prozedur Euler Kantenf�arbung ist lediglich dahingehend zu �andern, da� aufdie zur Verf�ugung stehenden Farben via des Feldes C[1; : : : ; 2k] zugegri�en wird und dierekursiven Aufrufe (statt von der Abfrage k > 1?) davon abh�angig gemacht werden, ob�(G0) bzw. �(G1) gr�o�er als 1 ist. Dieser Schritt ben�otigt, wie in obigem Lemma gesehen,O(m logn) Zeit.Um einzusehen, da� die WHILE-Schleife nur O(logn)-mal durchlaufen wird, bemerkenwir, da� in jedem (Um-) F�arbungsschritt Euler Kantenf�arbung (S;C) nach Wahl vonC0 mindestens 1/6 aller bis dahin noch ungef�arbten Kanten von G kantengef�arbt werden.(Die Zul�assigkeit dieser neuen F�arbung liegt darin begr�undet, da� nach De�nition von Sau�erhalb von F keine Kante eine Farbe c 2 C tr�agt.) Bezeichne U0 := E und Ui dieMenge der ungef�arbten Kanten nach i 2 IIN Durchl�aufen der WHILE-Schleife. Dann gilt also



164 KAPITEL 5. F�ARBUNGjU0j = m, jU1j < 56m und allgemein jUij < �56�im. Wegen�56�im < 1, i > logmlog 6=5gilt nach sp�atestens i0 = � logmlog 6=5� � 8 lognDurchl�aufen durch die WHILE-Schleife jUi0 j = 0, Ui0 = ;. 2Einen O(m logn)-Kantenf�arbungsalgorithmus f�ur bipartite Graphen �ndet man in [CH82].Edge-Choosability. Eine Listen-Kantenf�arbung eines Graphen G = (V;E) ist eine(zul�assige) F�arbung seiner Kanten, wobei f�ur jede Kante e 2 E eine Liste L(e) von Farbenvorgegeben ist, in der die Kante e gef�arbt werden darf. Beachte, da� das Problem trivialwird, wenn die Farblisten paarweise disjunkt sind; sind die Listen andererseits alle iden-tisch, so haben wir es mit der gew�ohnlichen Kantenf�arbung zu tun. Ein Graph G = (V;E)hei�t k-edge-choosable, wenn f�ur jede Vorgabe von Listen L(e) an den Kanten e 2 E desGraphen, die nur jeweils mindestens k viele (verschiedene) Farben enthalten, eine Listen-Kantenf�arbung von G existiert. Trivialerweise ist jeder Graph (2�(G)�1)-edge-choosable.Die kleinste Zahl k, so da� G k-edge-choosable ist, hei�t der Listen-chromatische Index vonG, symbolisch �0̀ (G). Eine Vermutung vonVizing [Viz76] besagt, da� stets �0̀ (G) = �0(G)gilt. Sie ist trivialerweise erf�ullt f�ur B�aume und Graphen vom Maximalgrad � 2. Trotzgro�er Anstrengungen konnten im allgemeinen nur starke Abschw�achungen dieser Vermu-tung gezeigt werden. Selbst f�ur den vollst�andig bipartiten Graphen Kn;n (die sogenannteDinitz-Vermutung [Din79]) konnten �uber die Jahre nur Abschw�achungen gezeigt werden,bis Galvin 1995 die Vermutung von Vizing gleich f�ur alle bipartiten Graphen beweisenkonnte.Satz 5.7.3 (Galvin 1995) Bipartite Graphen sind �(G)-edge-choosable.Wir orientieren uns hier an Ideen von Slivnik [Sli96]. Statt obigen Satz direkt zu zeigen,beweisen wir eine etwas allgemeinere Aussage, die f�ur eine Induktion besser geeignet ist.Gegeben ein bipartiter Graph G = (L _[R;E) und eine Funktion f : E ! IIN, so sagenwir, G sei f -edge-choosable, wenn f�ur jede Vorgabe von Listen L(e) an den Kanten e 2 Edes Graphen, so da� f�ur alle e 2 E gilt: jL(e)j � f(e), eine Listen-Kantenf�arbung von Gexistiert. eL bzw. eR bezeichne den Endknoten der Kante e 2 E in L bzw. R.Lemma 5.7.4 Sei G = (L;R;E) ein bipartiter Graph und c : E ! IIN eine (zul�assige)Kantenf�arbung von G. De�niere eine Funktion TG;c : E ! IIN0 durch:TG;c(e) = jff 2 Ej(fL = eL) ^ (c(f) > c(e))gj+ jff 2 Ej(fR = eR) ^ (c(f) < c(e))gj:Dann ist G (TG;c + 1)-edge-choosable.Der Satz 5.7.3 von Galvin leitet sich daraus wie folgt ab:Beweis von Satz 5.7.3:Sei c : E ! f1; : : : ; �0(G)g eine optimale (zul�assige) Kantenf�arbung des bipartiten Gra-phen G. Wegen TG;c(e) � (�0(G)� c(e)) + (c(e)� 1) � �0(G)� 1



5.7. ? KANTENF�ARBEN IN BIPARTITEN GRAPHEN 165ist G nach dem Lemma (TG;c + 1 � �0(G) = �(G))-edge-choosable. 2Beweis von Lemma 5.7.4:Die (zul�assige) Kantenf�arbung c von G aus Lemma 5.7.4 wird lediglich ben�otigt, um aufallen mit einem Knoten v 2 L _[R inzidenten Kanten eine Ordnung zu de�nieren; sie mu�daher nicht notwendig optimal sein.Wir induzieren nach jE(G)j. F�ur jE(G)j= 0 ist o�enbar nichts zu zeigen. Sei also E(G) 6=;. Gegeben Listen L(e) von Farben an den Kanten e 2 E von Gmit jL(e)j � TG;c(e)+1, soist nun zu zeigen, da� es eine Listen-Kantenf�arbung ` : E ! SL(e) von G mit `(e) 2 L(e)f�ur alle e 2 E gibt.W�ahle eine Farbe a 2 Se2E L(e) und setze Ea := fe 2 E : a 2 L(e)g. Wir werden weiterunten ein Matching M im Subgraphen (V;Ea) von G konstruieren, so da� f�ur jede Kantee 2 Ea nM gilt:� entweder wird e 2 Ea nM durch eine Kante f 2M links-dominiert,d.h. es gilt fL = eL und c(f) > c(e);� oder aber e 2 Ea nM wird durch eine Kante f 2M rechts-dominiert,d.h. es gilt fR = eR und c(f) < c(e).Mit Hilfe des Matchings M geht der Beweis wie folgt zu Ende: Wir f�arben die Kantene 2M mit der Farbe a, entfernen die Kanten vonM aus E, entfernen die Farbe a aus allenverbleibenden Listen L(e) und wenden die Induktionsvoraussetzung an, um die restlichenKanten zu f�arben. O�ensichtlich erh�alt man eine zul�assige Listen-Kantenf�arbung von G.Es bleibt, zu pr�ufen, da� die Induktionsvoraussetzung auch tats�achlich anwendbar ist.Setze G0 := (V;E nM) und L0(e) := L(e)� a f�ur alle e 2 E(G0). Dann giltjL0(e)j = jL(e)j � TG;c(e) + 1 � TG0;c(e) + 1 falls e 2 E nEa;jL0(e)j = jL(e)j � 1 � TG;c(e) � TG0;c(e) + 1 falls e 2 Ea nM;wobei die letzte Ungleichung gilt, weil f�ur eine Kante e 2 Ea nM die e links- oder rechts-dominierende Kante f 2M nun bei TG0;c(e) nicht mehr mitz�ahlt.Es bleibt, das Matching M � Ea zu konstruieren. Eine Kante e 2 Ea hei�e links-maximal(bez�uglich c), falls es keine Kante f 2 Ea gibt mit fL = eL und c(f) > c(e). Einelinks-maximale Kante e 2 Ea links-dominiert o�enbar alle anderen mit dem Knoten eLinzidierenden Kanten in Ea. Das folgende Programmst�uck w�ahlt daher sukzessive links-maximale Kanten aus Ea aus und f�ugt sie M hinzu unter R�ucksichtname darauf, da� Mein Matching bleibt.



166 KAPITEL 5. F�ARBUNGM := ;;WHILE 9 links-maximale Kante e 2 Ea nM DO BEGINIF 9f 2M : (fR = eR) ^ (c(f) < c(e)) THEN BEGINfe wird durch f 2M rechts-dominiertgEa := Ea � e;ENDELSE BEGINfe wird noch durch keine Kante f 2M dominiertgM := M + e;fist M noch ein Matching?gIF 9f 2M : (fR = eR) ^ (c(f) > c(e)) THEN BEGINff wird nun durch e rechts-dominiertgEa := Ea � f;M := M � f;END;END; felsegEND; fwhilegDa die Relation "e wird von f rechts-dominiert\ transitiv ist, wird eine Kante e, die zueinem Zeitpunkt von einer anderen Kante f 2 M rechts-dominiert wird, f�ur immer vonirgendeiner Kante rechts-dominiert werden, denn eine Kante wird nur aus M entfernt,wenn sie von einer anderen Kante aus M rechts-dominiert wird. Also werden nach Ver-lassen der WHILE-Schleife alle bis dahin aus Ea entfernten Kanten von Kanten aus Mrechts-dominiert. Da aber nach Verlassen der WHILE-Schleife alle links-maximalen Kantenzu M geh�oren, werden alle noch in Ea nM verbliebenen Kanten links-dominiert.Die WHILE-Schleife terminiert, weil der Wert jEaj�jM j in jedem Durchlauf um mindestens1 abnimmt. Da zu Beginn jEaj � jM j � m, andererseits jedoch jEaj � jM j � 0 gilt, wirddie WHILE-Schleife nach sp�atestens m Durchl�aufen verlassen. 2



Kapitel 6Topologische Graphentheorie6.1 Planare GraphenDie topologische Graphentheorie nahm ihren Ursprung im Jahre 1750, als Euler sei-ne ber�uhmte Polyederformel entdeckte. Sie ruhte dann wieder f�ur 180 Jahre und erwachteerst wieder zu neuem Leben mitKuratowskis Charakterisierung planarer Graphen durchverbotene (verallgemeinerte) Subgraphen. Seitdem sind vielf�altige Resultate �uber planareGraphen erzielt worden. Das ber�uhmteste ist wohl der Vier-Farben-Satz: jede Landkartekann so mit vier Farben gef�arbt werden, da� L�ander (als zusammenh�angend vorausge-setzt) mit einer gemeinsamen Grenzlinie verschiedene Farben tragen. Die mannigfaltigenAns�atze, diesen Satz zu beweisen, haben der Graphentheorie wichtige Impulse gegeben.In letzter Zeit galt das Interesse verst�arkt dem algorithmischen Aspekt der planarenGraphen und Graphen h�oheren Geschlechts, siehe z.B. [WKC88]. So gibt es eine Reihevon NP-schweren Problemen, die f�ur planare Graphen polynomiell l�osbar werden. Hierzuz�ahlen beispielsweise die folgenden Probleme:� einen maximalen Schnitt in einem Kanten-gewichteten Graphen zu �nden (sieheAbschnitt 10.6);� einen minimum Multiterminal-Cut (d.h. eine k vorgegebene Knoten paarweise tren-nende Kantenmenge) zu �nden f�ur k � 3 fest (siehe [DJPSY94]);� das Edge-disjoint Paths Problem (gegeben ein Graph G mit Knotenpaaren(s1; t1); : : : ; (sk; tk) { enth�alt G eine Menge paarweise kantendisjunkter si�ti�Pfade,i = 1; : : : ; k?) ist in planaren Eulerschen Graphen polynomiell l�osbar [Sey81],w�ahrend es f�ur allgemeine Eulersche Graphen NP-vollst�andig ist [MP93a];� die Anzahl der perfekten Matchings in einem Graphen zu bestimmen (siehe [Val79]bzw. [Kas67, Lit74] und [Ber85, Chapter 7.5]);� eine Approximation an eine maximum stabile Menge in einem Graphen zu �nden. In-dependent Set bleibt auch f�ur planare Graphen NP-schwer [GJS76, Lich82], dochw�ahrend es f�ur allgemeine Graphen nicht einmal approximierbar ist, falls P 6= NP(vgl. Satz 11.2.1), l�a�t es sich im Fall planarer Graphen beliebig gut approximieren(vgl. Satz 10.8.5); 167



168 KAPITEL 6. TOPOLOGISCHE GRAPHENTHEORIE� das F�arbungsproblem ist zwar auch auf planaren Graphen NP-schwer, doch kannman einen planaren Graphen in linearer Zeit mit h�ochstens zwei Farben mehr alsn�otig f�arben (vgl. �Ubung 6.3.6).Ferner lassen sich planare Graphen [HW74] (bzw. allgemeiner Graphen beschr�ankten Ge-schlechts [Mil80]) in polynomieller Zeit auf Isomorphie testen.Voraussetzung f�ur solche Algorithmen ist in der Regel, da� eine Einbettung des planarenGraphen in die Ebene vorliegt. Hierauf gehen wir in Abschnitt 6.2 ein.6.1.1 Ebene GraphenDe�nition 6.1.1 Ein Graph G hei�t planar (oder pl�attbar), falls es eine Einbettung vonG in die Ebene gibt, d.h. eine Darstellung von G in der Ebene, in der die Knoten vonG durch Punkte und die Kanten von G durch Jordankurven repr�asentiert werden, so da�jede Jordankurve genau ihre Endpunkte mit der Menge der Knotenpunkte gemeinsam hatund sich zwei verschiedene Kanten h�ochstens in einem gemeinsamen Knoten schneiden.Ein ebener Graph ist ein in die Ebene eingebetteter, planarer Graph.O�ensichtlich sind beispielsweise B�aume planar. Die folgende Abbildung zeigt, da� dieGraphen K4 und K2;3 planar sind:���������	
�Da die Ebene vermittels stereographischer Projektion hom�oomorph ist zur Ober�ache ei-ner Kugel, aus der ein Punkt (der Nordpol als Projektionszentrum) entfernt wurde, istPlanarit�at gleichbedeutend mit Einbettbarkeit in die Kugelober�ache.Bei Herausnahme der Kanten eines ebenen Graphen zerf�allt die Ebene in einfach-zusammenh�angende Gebiete R (f�ur engl. regions), von denen genau eines unbeschr�anktist.1 Dieses wird das �au�ere Gebiet genannt. Der Rand eines Gebietes sind alle die Kan-ten, die im Abschlu� des Gebietes liegen. O�ensichtlich kann man einen ebenen Graphenstets so in die Ebene einbetten, da� ein vorgegebenes Gebiet zum �au�eren wird (man drehedie Kugel, bis der Nordpol in dieses Gebiet f�allt). Wir schlie�en daraus:Proposition 6.1.2Ein Graph ist planar genau dann, wenn jeder seiner Bl�ocke planar ist.Beweis. Man pa�t die Einbettungen eines jeden Blockes von G gem�a� des Block-Artikula-tions-Baumes bc(G) (vgl. Satz 2.3.8) aneinander an, indem man zun�achst einen beliebigenBlock einbettet und dann bc(G) gem�a� einer Breiten- oder Tiefensuche durchl�auft und1Hier geht essentiell der sogenannte Jordansche Kurvensatz ein, der besagt, da� f�ur eine geschlosseneKurve C in der Ebene, IR2 nC genau zwei einfach-zusammenh�angende Gebiete hat, von denen genau einesunbeschr�ankt ist. Obwohl diese einfache Aussage als ein recht schwieriger Satz in der Topologie gilt, gibtes einen knappen graphentheoretischen Beweis, siehe [Tho92].



6.1. PLANARE GRAPHEN 169jeden Block von G, auf den man st�o�t, so einbettet, da� der bereits eingebettete Artikula-tionsknoten, �uber den man den Block betrat, auf den Rand des �au�eren Gebietes zu liegenkommt. 2Zweifach zusammenh�angende, planare Graphen lassen sich h�ubsch charakterisieren:�Ubung 6.1.3 Ein ebener Graph ist genau dann zweifach zusammenh�angend, wenn jedesseiner Gebiete durch einen Kreis berandet wird.Im allgemeinen gibt es viele verschiedene M�oglichkeiten, einen planaren Graphen indie Ebene einzubetten. Wir de�nieren auf der Menge der Einbettungen eines planarenGraphen eine �Aquivalenzenrelation:De�nition 6.1.4 Es seien ' und '0 zwei Einbettungen eines planaren Graphen G =(V;E) in die Ebene, d.h. Graphen-Isomorphismen von G auf zwei ebene Graphen H undH 0. ' und '0 hei�en �aquivalent, falls '0 � '�1 ein Isomorphismus von H auf H 0 derartist, da� f�ur alle Kantenfolgen R 2 E� gilt: '(R) ist Rand eines Gebiets in H genau dann,wenn '0(R) in derselben oder in umgekehrter Reihenfolge Rand eines Gebiets in H 0 ist.D.h. der Isomorphismus '0 � '�1 bezieht auch die Gebiete der beiden ebenen Graphen Hund H 0 bijektiv aufeinander, so da� ihre R�ander modulo des Drehsinns �ubereinstimmen.Die �Aquivalenzklassen unter den Einbettungen eines planaren Graphen G bestehen danngerade aus den Einbettungen, die durch einen Hom�oomorphismus der Kugelober�acheineinander �uberf�uhrbar sind.Nachfolgend sind f�ur zwei Graphen nicht �aquivalente Einbettungen angegeben.���������	
���Da� die beiden abgebildeten Einbettungen jeweils nicht �aquivalent sind, erkennt man leichtdaran, da� die linke Einbettung jeweils ein Gebiet besitzt, das durch f�unf Kanten berandetist, w�ahrend dies bei der rechten Einbettung nicht der Fall ist. Der Graph auf Seite 178unten besitzt genau drei nicht �aquivalente Einbettungen.Das folgende Resultat wird in �Ubung 6.1.32b bewiesen.Satz 6.1.5 (Wagner 1936; F�ary 1948) Zu jeder Einbettung eines planaren Graphen indie Ebene gibt es eine �aquivalente gradlinige, d.h. die Jordankurven in einer Einbettungeines planaren Graphen in die Ebene k�onnen als Geradenst�ucke gew�ahlt werden. 2



170 KAPITEL 6. TOPOLOGISCHE GRAPHENTHEORIEDie Einbettungen eines Pfads Pn, eines Kreises Cn oder auch des K2;3 sind o�enbarjeweils alle �aquivalent - man sagt, solche Graphen sind eindeutig einbettbar. Der nachfol-gende Satz des Topologen Whitney [Whi32b] zeigt, da� die Einbettung eines planarenGraphen in die Ebene bei gen�ugend hohem Zusammenhang stets eindeutig ist.Satz 6.1.6 (Whitney 1932) Ein 3-fach zusammenh�angender, planarer Graph kann nurauf eine Weise in die Ebene eingebettet werden.Beweis. Sei G = (V;E) 3-fach zusammenh�angend. Dann ist der Rand eines jeden Gebietesin einer Einbettung von G ein Kreis. Angenommen wir h�atten zwei nicht �aquivalenteEinbettungen G1 = (E1; V1; R1) und G2 = (E2; V2; R2) von G. Dann mu� es einen Kreis Cin G geben, der Rand eines Gebietes von G1 ist, der aber nicht Rand eines Gebietes vonG2 ist. Ohne Einschr�ankung k�onnen wir annehmen, da� C der Rand des �au�eren Gebietesvon G1 ist.Als eine C-Br�ucke von G bezeichnen wir zum einen jede Sehne von C (d.h. jede Kante vonG, deren Endpunkte auf C liegen, die aber selbst nicht zu C geh�ort), und zum anderenjede Komponente H von G�C zuz�uglich der von H nach C f�uhrenden Kanten und derenEndpunkte. Die nachfolgende Abbildung zeigt die beiden M�oglichkeiten f�ur eine C-Br�ucke.��������Wir sagen, da� zwei C-Br�ucken B und B0 trennend sind, wenn es entweder zwei Knoten-paare x; y 2 B \ C und x0; y0 2 B0 \ C gibt, die sich auf C trennen, oder aber wenn Bund B0 genau drei Knoten gemeinsam haben. Die folgende Abbildung zeigt diese beidenM�oglichkeiten von zwei sich trennenden C-Br�ucken:���������	
�O�ensichtlich liegen zwei sich trennende C-Br�ucken in jeder Einbettung auf verschiedenenSeiten des Kreises C. Da C Rand des �au�eren Gebietes in G1 ist, gibt es also keine zwei sichtrennenden C-Br�ucken in G. Da C nun nicht Rand eines Gebietes in der Einbettung G2ist, mu� es in G2 mindestens zwei C-Br�ucken B und B0 geben, von denen eine au�erhalb



6.1. PLANARE GRAPHEN 171von C und eine innerhalb von C liegt. Mithin liegen die Knoten in B \ C auf einemTeilweg von C, dessen Inneres keinen Knoten aus B0 enth�alt. Entfernen wir nun aber diebeiden Endpunkte dieses Teilweges aus dem Graphen G, so haben wir diesen damit inmindestens zwei Komponenten zerlegt - im Widerspruch zu der Voraussetzung, da� G3-fach zusammenh�angend ist. Es kann also keine Einbettung von G existieren, in der Cnicht der Rand eines Gebietes ist. 2�Ubung 6.1.7 Ein zweifach zusammenh�angender, planarer Graph ist eindeutig in die Ebene ein-bettbar genau dann, wenn er sich nicht als kantendisjunkte Vereinigung zweier Graphen darstellenl�a�t, die beide keine Wege sind, beide mindestens drei Knoten enthalten und die genau zwei Knotengemeinsam haben.�Ubung 6.1.8 a) Ein Eulerscher, zusammenh�angender planarer Graph besitzt einen Eulerzug, beidem sich Wegabschnitte in Knoten h�ochstens "ber�uhren\, nicht aber �uberkreuzen.b) Ein zusammenh�angender planarer Graph vom Maximalgrad � 4 besitzt einen Eulerzug, bei demaufeinanderfolgende Kanten auf dem Rand eines Gebietes liegen.6.1.2 Die Eulersche FormelDie Eulersche Formel stellt einen einfachen Zusammenhang zwischen der Anzahl der Kno-ten, Kanten und Gebiete eines zusammenh�angenden, planaren Graphen her.Satz 6.1.9 (Euler 1750) Sei G = (V;E;R) ein zusammenh�angender, ebener Graph.Dann gilt: jV j � jEj+ jRj = 2:Beweis. Wir induzieren nach jEj. Die F�alle jEj = 0 und jEj = 1 sind o�ensichtlich trivial.Sei nun die Behauptung wahr f�ur alle Graphen mit weniger als jEj Kanten, und sei Gein Graph mit jEj Kanten. Wir betrachten zun�achst den Fall, da� G ein Baum ist. Dannbesitzt G einen Knoten v vom Grad 1. Der zusammenh�angende Graph G � v besitztjV j � 1 Knoten, jEj � 1 Kanten und jRj Gebiete, so da� nach der Induktionsannahme(jV j � 1)� (jEj � 1) + jRj = 2 gilt. Daraus ergibt sich aber sofort die Behauptung.Wir betrachten nun den Fall, da� G kein Baum ist. Enfernt man eine Kante aus einemKreis von G, so verschmelzen genau zwei verschiedene Gebiete zu einem (hier geht viaJordanscher Kurvensatz ein, da� G in die Ebene eingebettet ist, denn auf dem Torusbeispielsweise ist ein solcher Schlu� i.a. falsch) und der verbleibende Graph hat jV j Knoten,jEj � 1 Kanten und jRj � 1 Gebiete, so da� nach Induktionsvoraussetzung jV j � (jEj �1) + (jRj � 1) = 2 gilt. Hieraus folgt wiederum sofort die Behauptung. 2Jede Einbettung eines planaren Graphen in die Ebene hat also gleich viele Gebiete.Aus der Eulerschen Formel leitet sich eine Reihe von Korollaren ab. Wir wollen zun�achstzeigen, da� ein planarer Graph nur linear viele Kanten besitzen kann.Korollar 6.1.10 F�ur einen planaren Graphen G = (V;E) auf mindestens drei Knotengilt jEj � 3 � jV j � 6:Beweis. Sei (V;E;R) eine Einbettung von G in die Ebene. Wir z�ahlen die Kanten-Gebiete-Inzidenzen auf zwei Weisen. Da jede Kante mit h�ochstens zwei Gebieten inzidiert undandererseits jedes Gebiet aus R von mindestens drei Kanten berandet wird, gilt: 3 � jRj �



172 KAPITEL 6. TOPOLOGISCHE GRAPHENTHEORIE2 � jEj. Aus der Eulerschen Formel folgt sodann:jV j � jEj+ 23 � jEj � 2 , 3 � jV j � 6 � jEj: 2De�nition 6.1.11 Ein planarer Graph G = (V;E) hei�t maximal planar, falls f�ur allenicht benachbarten u; v 2 V der Graph G+ fu; vg nicht mehr planar ist. Eine Triangula-tion der Ebene (auch Dreiecksgraph) ist ein planarer Graph, in dessen Einbettungen jedesGebiet (auch das �au�ere) von einem (nicht notwendig konvexen) Dreieck berandet wird.2Proposition 6.1.12 F�ur einen planaren Graphen G = (V;E) sind �aquivalent:(i) G ist maximal planar,(ii) G ist eine Triangulation,(iii) jEj = 3jV j � 6.Beweis. In einem maximal planaren Graphen ist der Rand eines jeden Gebietes o�en-sichtlich ein Dreieck. F�ur eine Triangulation gilt in den Ungleichungen des Beweises zuKorollar 6.1.10 Gleichheit. (iii)) (i) folgt direkt aus Korollar 6.1.10. 2Korollar 6.1.13 Der K5 ist nicht planar.Beweis. Es gilt jE(K5)j = �52� = 10 > 9 = 3 � 5� 6 = 3 � jV (K5)j � 6, womit der K5 nachKorollar 6.1.10 nicht planar ist. 2Korollar 6.1.14 Es sei G ein planarer Graph mit mindestens f�unf Knoten. Dann gibt esmindestens vier Knoten in G vom Grad h�ochstens 5.Beweis. Da jeder planare Graph Subgraph eines maximal planaren Graphen ist, gen�ugtes, den Beweis f�ur maximal planare Graphen zu f�uhren.Wir nehmen nun an, da� wir einen maximal planaren Graphen mit mindestens f�unf Knotenh�atten, in dem h�ochstens drei Knoten einen Grad kleiner als 6 haben. Da in einem maximalplanaren Graphen jeder Knoten mindestens Grad drei hat, gilt:jEj = 12 � Xv2V (G) deg(v) � 12f(jV j � 3) � 6 + 3 � 3g = 3 � jV j � 92 > 3 � jV j � 6im Widerspruch zu Korollar 6.1.10. 2Der folgende Graph zeigt, da� das vorangegangene Korollar bestm�oglich ist, da er nur vierKnoten enth�alt, die einen Grad kleiner als 6 haben.2nicht zu verwechseln mit den chordalen Graphen, die auch als trianguliert bezeichnet werden, vgl.Abschnitt 7.2!



6.1. PLANARE GRAPHEN 173���������	
��Ubung 6.1.15 Ein planarer Graph G ist 6-f�arbbar: �(G) � 6.Korollar 6.1.14 impliziert insbesondere, da� ein planarer Graph G wegen �(G) � 5h�ochstens 5-fach zusammenh�angend sein kann. Das Ikosaeder (s. Seite 181) liefert einBeispiel eines 5-fach zusammenh�angenden, planaren Graphen.�Ubung 6.1.16 Man �nde einen 6-fach zh., (abz�ahlbar) unendlichen, planaren Graphen.F�ur den Fall eines dreiecksfreien Graphen k�onnen wir die Aussage des Korollars 6.1.10noch versch�arfen.Korollar 6.1.17 Es sei G ein dreiecksfreier, zusammenh�angender, planarer Graph aufmindestens 3 Knoten. Dann gilt: jEj � 2 � jV j � 4:Beweis. In einem dreiecksfreien Graphen, der kein Wald ist, ist der Rand eines jedenGebietes mindestens ein Viereck. Somit gilt: 4 � jRj � 2 � jEj. Aus der Eulerschen Formelfolgt wieder: jV j � jEj+ 12 jEj � 2 , jEj � 2 � jV j � 4: 2Korollar 6.1.18 Der K3;3 ist nicht planar.Beweis. Ein bipartiter Graph ist insbesondere dreiecksfrei. Wegen jE(K3;3)j = 9 > 8 =2 � 6� 4 = 2 � jV (K3;3)j � 4 ist der K3;3 also nicht planar. 2�Ubungen�Ubung 6.1.19 a) Es gibt eine Konstante c 2 IR+, so da� jeder planare Graph mindestens c � nKnoten vom Grad h�ochstens 6 besitzt.b) Ein dreiecksfreier planarer Graph besitzt einen Knoten vom Grad h�ochstens 3.c) Ob ein (planarer) Graph dreiecksfrei ist, l�a�t sich in Zeit O(nm) (O(n)) testen.�Ubung 6.1.20 F�ur einen planaren Graphen G = (V;E) der Taillenweite g := g(G) gilt:jEj � gg � 2(jV j � 2):



174 KAPITEL 6. TOPOLOGISCHE GRAPHENTHEORIEWie die Graphen K�;n zeigen, kann eine kardinalit�atsmaximale stabile Menge in einem zusam-menh�angenden, planaren Graphen vom Minimalgrad � 2 f1; 2g fast ganz V aussch�opfen.�Ubung 6.1.21 F�ur einen zusammenh�angenden, planaren Graphen G mit Minimalgrad �(G) � 3(beachte �(G) � 5) gilt: �(G) � 2n� 4�(G) :�Ubung 6.1.22 [Jur94] Sei G ein zusammenh�angender, maximal planarer Graph der Ordnungn > 4. a) G enth�alt keine adjazenten Knoten vom Grad jeweils 3. b) G besitzt eine maximumstabile Menge S (d.h. jSj = �(G)), die alle Knoten vom Grad 3 enth�alt.6.1.3 Die S�atze von Kuratowski und WagnerDe�nition 6.1.23 Ein Graph G gehe aus einem Graphen H durch sukzessives Einf�ugenneuer Knoten (vom Grad 2) auf Kanten hervor (d.h. die Kanten von H werden durchPfade der L�ange � 1 ersetzt); Dann hei�t G Unterteilung von H. Zwei Graphen hei�enhom�oomorph, falls sie beide Unterteilungen eines dritten Graphen sind.Wir sagen, ein Graph G enth�alt einen Graphen H als Unterteilung (oder topologischenSubgraphen), falls er einen (schwachen) Subgraphen H 0 enth�alt, der eine Unterteilung vonH ist. O�enbar ist ein Graph planar genau dann, wenn jede seiner Unterteilungen planarist. Da jeder Subgraph eines planaren Graphen planar ist, besitzt ein planarer Graph nachden Ergebnissen des letzten Abschnitts sicher keine Unterteilung des K5 oder des K3;3.Daraus folgt beispielsweise, da� wir das Problem, in einem planaren Graphen G die Cli-quenzahl !(G) zu bestimmen und eine !(G)-Clique anzugeben, trivial durch Enumerationaller 4-Teilmengen der Knotenmenge in Zeit O(jV j4) l�osen k�onnen.3�Uberraschenderweise gilt nun auch die Umkehrung der obigen Beobachtung, d.h. wennein Graph weder eine Unterteilung des K3;3 noch eine Unterteilung des K5 enth�alt, so ister auch schon planar.Satz 6.1.24 (Kuratowski 1930) Ein Graph ist genau dann planar, wenn er keine Un-terteilung des K3;3 oder des K5 enth�alt.Der elegante Beweis von Thomassen [Tho80, Tho81] benutzt folgende zwei Hilfsaussagen.Lemma 6.1.25 Jeder 3-fach zusammenh�angende Graph G auf mindestens f�unf Knotenenth�alt eine Kante e, so da� G=e 3-fach zusammenh�angend ist.Beweis. Angenommen f�ur jede Kante e = (x; y) von G ist G=e nicht 3-fach zusam-menh�angend. Da G 3-fach zusammenh�angend ist, ist G=e mindestens 2-fach zusam-menh�angend. Nach unserer Annahme existiert daher ein trennendes Knotenpaar in G=e,wobei einer der beiden Knoten x bzw. y sein mu�. Somit wissen wir, da� G eine trennendeKnotenmenge der Form fx; y; zg besitzt.Es seien nun e = fx; yg und z so gew�ahlt, da� die gr�o�te Komponente H in Gnfx; y; zggr�o�tm�oglich ist. Siehe hierzu die folgende Abbildung:3Durch Enumeration aller disjunkter Kantenpaare erh�alt man einen O(jV j2)-Algorithmus. In [PY81]�ndet sich sogar ein linearer Algorithmus. Independent Set bleibt dagegen selbst f�ur planare Graphenvom Maximalgrad 3 NP-vollst�andig, vgl. Korollar 8.3.2.



6.1. PLANARE GRAPHEN 175���������	
����Nun w�ahle man eine beliebige andere Komponente H 0 in Gnfx; y; zg. Es sei e0 = fz; ugeine Kante, die z und einen Knoten u 2 H 0 verbindet. Eine solche existiert, da ansonstenfx; yg bereits trennend w�are. Nun ist nach unserer Annahme G=e0 nicht 3-fach zusam-menh�angend, so da� G eine trennende Knotenmenge der Gestalt fz; u; vg besitzt. DerKnoten v mu� dann in H 0 [ fx; yg liegen, da sonst bereits fz; vg eine trennende Knoten-menge in G bildet.Ist nun v in H 0, so besitzt Gnfz; u; vg eine Komponente, die H und fx; yg enth�alt, was imWiderspruch zur Maximalit�at von H steht.Ist v = x (oder v = y), so ist H [ fyg in einer Komponente von G � fz; u; vg enthalten,was wiederum einen Widerspruch zur Maximalit�at von H darstellt. 2Lemma 6.1.26 Es sei e eine Kante in G. Wenn G=e eine Unterteilung des K5 oder desK3;3 enth�alt, so enth�alt auch G eine solche Unterteilung.Beweis. Es sei e = (x; y) und z der durch Kontraktion der Kante e neu hervorgegangeneKnoten in G=e. Bezeichne S die Unterteilung des K5 bzw. K3;3 in G=e. Jede Kante (z; v)in G=e hat mindestens eine der beiden Kanten (x; v) und (y; v) als Gegenst�uck in G. Wirw�ahlen f�ur jede Kante (z; v) beliebig genau eine der h�ochstens zwei Kanten (x; v) und (y; v)in G und erhalten zusammen mit der Kante e einen Teilgraphen T in G. Dann enth�altschon T=e die Unterteilung des K5 bzw. K3;3.Falls z den Grad zwei in S hat, so enth�alt o�enbar auch T diese Unterteilung. Ebenso,falls einer der Knoten u oder v den Grad 2 in T hat. Haben aber x und y beide mindestensden Grad 3 in T (d.h. S ist eine Unterteilung des K5), so enth�alt T eine Unterteilung desK3;3: ������



176 KAPITEL 6. TOPOLOGISCHE GRAPHENTHEORIE2Beweis von Satz 6.1.24:durch Induktion �uber jV j. Da der K5� e planar ist, ist die Behauptung f�ur jV j � 5 o�en-sichtlich richtig. G habe also mindestens 6 Knoten und enthalte weder eine Unterteilungdes K5 noch des K3;3.Fall 1: G ist nicht 3-fach zusammenh�angend.Da ein Graph planar ist genau dann, wenn jeder seiner Bl�ocke planar ist, sei G ohneEinschr�ankung 2-fach zusammenh�angend und (x; y) ein trennendes Knotenpaar:���������	
IstH eine Komponente vonGnfx; yg, so bezeichne G1 := G[H[fx; yg] und G2 := G[V nH ],wie in der Abbildung. Sofern nicht schon in G enthalten, sei die Kante (x; y) in den bei-den Teilen G1 und G2 hinzugef�ugt. Da x und y jeweils beide mit allen Komponenten vonG n fx; yg verbunden sind, kann dadurch keine Unterteilung des K5 oder K3;3 entstehen.Da G1 und G2 auch jeweils weniger Knoten als G enthalten, sind sie nach Induktions-voraussetzung also planar. W�ahlen wir nun eine Einbettung von G1 und G2, so da� dieKante (x; y) jeweils das �au�ere Gebiet berandet, so k�onnen wir diese beiden Einbettungenzu einer Einbettung von G zusammenf�ugen, d.h. G ist planar.Fall 2: G ist 3-fach zusammenh�angend.Nach Lemma 6.1.25 besitzt G eine Kante e = (x; y), so da� G=e 3-fach zusammenh�angendist. Es bezeichne z den durch Kontraktion der Kante e neu hervorgegangenen Knoten inG=e. Nach Lemma 6.1.26 besitzt G=e keine Unterteilung des K3;3 oder K5 und ist dahernach Induktionsannahme planar.Betrachte eine Einbettung von G=e in die Ebene. Ohne Einschr�ankung ist das Gebiet inG=e�z, das den Punkt z im Inneren enth�alt, nicht das �au�ere. Der Rand C dieses Gebietesist nach Proposition 6.1.3 ein Kreis. Es seien x1; x2; : : : ; xk 2 C die von y verschiedenenNachbarn von x in G in zyklischer Reihenfolge und Pi der Teilpfad xi; : : : ; xi+1 auf C,wobei xk+1 := x1 sei. Falls alle von x verschiedenen Nachbarn von y in einem der Pienthalten sind, so k�onnen wir die Einbettung von G=e o�enbar auf G fortsetzen:



6.1. PLANARE GRAPHEN 177����Die Kuratowski-Bedingung schlie�t nun aber gerade alle anderen Situationen aus. Wirunterscheiden zwei F�alle:�) y besitzt einen Nachbarn u 2 Pi auf C n fx1; : : : ; xkg. Aufgrund des 3-Zusammen-hangs von G ist d(y) � 3, und y besitzt nach Annahme noch mindestens einenweiteren Nachbarn v =2 Pi auf C. Somit enth�alt G eine Unterteilung des K3;3:�����) Alle Nachbarn von y liegen in fx1; : : : ; xkg. Im Fall d(y) = 3 folgt k � 4, und manschlie�t wie in �). Hat y andernfalls drei Nachbarn xr; xs; xt in fx1; :::; xkg, so �ndetman eine Unterteilung des K5 in G[C [ fx; yg]:���� 2Aus diesem Beweis leiten wir nun ohne M�uhe ab, da� 3-zusammenh�angende, planareGraphen sogar eine sogenannte konvexe Einbettung in die Ebene besitzen, in der alleGebiete bis auf das �au�ere konvex sind. Insbesondere sind in einer konvexen EinbettungKanten, die nicht das Au�engebiet beranden, schon notwendig geradlinig - Kanten aufdem Rand des Au�engebiets sind es o.B.d.A.



178 KAPITEL 6. TOPOLOGISCHE GRAPHENTHEORIEKorollar 6.1.27 (Stein 1951; Tutte 1960) Ein 3-fach zusammenh�angender, planarerGraph besitzt eine konvexe Einbettung in die Ebene.Beweis durch Induktion �uber jV j. F�ur jV j � 5 �uberzeugt man sich leicht von der Richtig-keit der Aussage. Sei also jV j > 5. Wir haben beim Beweis des Satzes von Kuratowski(Fall 2) gesehen, da� der Knoten y nur mit x und Knoten auf C, die in einem Pi liegen, ver-bunden ist. Wir k�onnen daher y einfach in das Innere des von den Kanten (x; xi); (x; xi+1)und Pi berandeten Gebietes (nahe genug bei x) legen und geradlinig mit allen seinenNachbarn verbinden, um eine geradlinige, konvexe Einbettung von G zu erhalten, sieheobige Abbildung. Man veri�ziere lediglich, da� das von C berandete Gebiet tats�achlichohne Einschr�ankung als nicht das �au�ere angenommen werden kann bzw. �uberlege sich,da� man auch in diesem Fall so vorgehen kann. 2Einen e�zienten Algorithmus, um eine solche Einbettung zu konstruieren, �ndet man bei[NC88]. Ein nur zweifach zusammenh�angender Graph besitzt nicht notwendigerweise einekonvexe Einbettung in die Ebene, wie das folgende Beispiel demonstriert:����Der K5 und der K3;3 spielen im Satz von Kuratowski unterschiedliche Rollen:�Ubung 6.1.28 (Wagner 1937, Hall 1943) Ein 3-zusammenh�angender Graph 6= K5 istplanar genau dann, wenn er keine Unterteilung des K3;3 enth�alt.4De�nition 6.1.29 Ein Graph G enth�alt einen Graphen H als Minor, in Zeichen G � H,falls G einen Subgraphen H 0 enth�alt, der sich zu H zusammenziehen l�a�t, d.h. es istm�oglich, H 0 durch sukzessives Kontrahieren von Kanten in H �uberzuf�uhren.Die Relation "�\ zwischen Graphen ist o�enbar transitiv (G1 � G2^G2 � G3 ) G1 � G3)und antisymmetrisch (G1 � G2 ^G2 � G1 ) G1 �= G2).Enth�alt ein Graph G eine Unterteilung eines Graphen H , so enth�alt G den GraphenH auch als Minor. Die Umkehrung gilt i.a. jedoch nicht! So enth�alt beispielsweise derfolgende Graph den K5 als Minor, nicht aber als Unterteilung:����Es gilt jedoch die folgende Aussage, die uns noch �ofter von Nutzen sein wird:4Nach Kelmans [Kel84] und Thomassen [Tho84b] gen�ugt es sogar, einen Kreis mit drei sich paarweisekreuzenden Sehnen auszuschlie�en.



6.1. PLANARE GRAPHEN 179�Ubung 6.1.30 a) Seien G und H zusammenh�angende Graphen. Dann enth�alt G denGraphen H als Minor genau dann, wenn es eine Abbildung � : V (G)! V (H) gibt, so da�f�ur die Urbilder ��1(v) von Knoten v 2 H gilt:1. G[��1(v)] ist zusammenh�angend f�ur alle v 2 V (H);2. F�ur alle fu; vg 2 E(H) ist der Schnitt h��1(u); ��1(v)iG 6= ;.b) Gilt �(H) � 3, so enth�alt ein Graph den Graphen H als Minor genau dann, wenn erihn auch als Unterteilung enth�alt.In den Anwendungen ist oft das folgende Pendant zum Satz von Kuratowski n�utzlich.Korollar 6.1.31 (Wagner 1937) Ein Graph ist planar genau dann, wenn er weder denK5 noch den K3;3 als Minor enth�alt.Beweis. Man sieht leicht ein, da� jeder Minor eines planaren Graphen planar ist. Besitztein Graph umgekehrt weder den K5 noch den K3;3 als Minor, so sicher auch nicht alsUnterteilung, so da� das Korollar aus dem Satz von Kuratowski folgt. 2�Ubungen�Ubung 6.1.32 a) (Whitney 1931) Eine Triangulation der Ordnung n � 4 ist 3-zusammenh�an-gend.b) Man beweise Satz 6.1.5.�Ubung 6.1.33 Man �uberlege sich auf drei Arten, da� der Petersen-Graph nicht planar ist.�Ubung 6.1.34 (Ore 1951) Ein von einem Knoten v 2 V aus willk�urlich durchlaufbarer Graph(vgl. �Ubung 3.1.8) ist planar.Ein planarer Graph hei�t kreisartig planar (engl. outerplanar), falls er so in die Ebene eingebet-tet werden kann, da� alle Knoten auf dem Rand genau eines Gebietes liegen { o.B.d.A. des �au�eren.W�alder sind also beispielsweise kreisartig planar. O�enbar ist ein Graph G kreisartig planar genaudann, wenn G � 1 (G mit einem zus�atzlichen Knoten, der zu allen Knoten von G verbunden wird)planar ist.�Ubung 6.1.35 a) Ein (kanten-) maximaler kreisartig planarer Graph (n � 3) ist 2-zusammen-h�angend.b) Ein 2-zusammenh�angender, kreisartig planarer Graph ist Hamiltonsch.c) (K�onig 1905) Ein kreisartig planarer Graph ist 3-f�arbbar.d) Ein kreisartig planarer Graph hat h�ochstens 2n� 3 Kanten.e) (Chartrand, Harary 1967) Ein Graph ist kreisartig planar genau dann,wenn er keine Unterteilung des K4 oder K2;3 enth�alt.f) (Fiorini 1975) Ein zusammenh�angender, kreisartig planarer Graph ist Klasse 2 genau dann,wenn er ein ungerader Kreis ist.[Hinweis zu ")\:man nehme die Existenz eines (knoten- und kantenminimalen) zusammenh�angen-den, kreisartig planaren Graphen der Klasse 2 an, der kein ungerader Kreis ist.]�Ubung 6.1.36 (Chv�atal's Art Gallery Theorem, 1975) Sei K eine Teilmenge der Ebene, diedurch einen (nicht notwendig konvexen) Polygonzug �uber n Punkte berandet ist. Dann gibt es eineMenge S von h�ochstens bn=3c vielen Punkten aus K, die zusammen ganz K �uberblicken, d.h. f�urjeden Punkt x 2 K gibt es ein s 2 S, so da� die Strecke xs vollst�andig in K enthalten ist. F�ur jedesn 2 IIN gibt es einen Polygonzug, so da� jede solche Menge S bn=3c viele Punkte aus K enth�alt.Weitere Art-Gallery-Theorems �nden sich in [Rou87].�Ubung 6.1.37 Ist ein Graph G nicht planar, so ist auch sein Linegraph L(G) nicht planar.



180 KAPITEL 6. TOPOLOGISCHE GRAPHENTHEORIE6.1.4 Dualit�at bei planaren GraphenMit Hilfe des Begri�s des kombinatorischen Duals werden wir eine weitere Charakterisie-rung (endlicher) planarer Graphen geben k�onnen.De�nition 6.1.38 Es sei G = (V;E;R) ein ebener Graph. Das geometrische Dual G� =(V � = R;E�; R�) von G erh�alt man auf folgende Weise: Man w�ahle im Inneren eines jedenGebietes von G einen Punkt. F�ur jede Kante e 2 E verbinde man die beiden ausgew�ahltenPunkte in den an e angrenzenden Gebieten durch eine Jordankurve e� 2 E�, die e imInneren schneidet und sonst ganz innerhalb der beiden Gebiete verl�auft - ist e eine Br�ucke,so zeichne man eine Schlinge.Das folgende Beispiel m�oge den Begri� des geometrischen Duals veranschaulichen:������Die Kanten von G und G� stehen also in bijektiver Korrespondenz. O�enbar ist das geo-metrische Dual eines ebenen Graphen wiederum eben. Man �uberlegt sich unschwer: e isteine Br�ucke in G genau dann, wenn e� Schlinge in G� ist, und Mehrfachkanten treten inG� genau dort auf, wo Gebiete von G mehrere gemeinsame Grenzkanten besitzen (einesog. mehrfache Nachbarschaft).G� h�angt nat�urlich wesentlich von der Einbettung von G ab. �Aquivalente Einbettungen f�uhrenjedoch zu isomorphen Dualen. Der Dualgraph charakterisiert umgekehrt aber nicht die Einbettung,denn es gibt planare Graphen mit nicht �aquivalenten Einbettungen in die Ebene, deren Duale iso-morph sind. Das Dual eines ebenen Graphen ist stets zusammenh�angend - f�ur zusammenh�angendeGraphen ist Dualisierung involutorisch:�Ubung 6.1.39 Es sei G eben und zusammenh�angend. Dann ist (G�)� isomorph zu G.Ein Graph G hei�t selbstdual, falls er isomorph zu G� ist. Das Tetraeder K4 ist beispielsweise dieeinzige selbstduale Triangulation (Beweis?).�Ubung 6.1.40 Man gebe eine unendliche Familie selbstdualer Graphen an.Zusammenhang und polyedrische Graphen. Wir wollen hier kurz die Beziehungzwischen Zusammenhang und Dualit�at in planaren Graphen untersuchen. Ein 2-Kanten-zusammenh�angender Graph hat einen schlingenfreien Multigraphen zum Dual. Das Dualeines Graphen ist zwar stets zusammenh�angend, das Dual eines Kreises beispielsweise abernicht 2-zusammenh�angend. Man �uberlege sich zun�achst anschaulich:Proposition 6.1.41 Ein zweifach zusammenh�angender, ebener Graph G = (V;E;R) mitmindestens drei Gebieten hat ein zweifach zusammenh�angendes Dual G�.Beweis. Hat G genau drei Gebiete, so haben nach Proposition 6.1.3 je zwei eine gemein-same Kante, d.h. G� = K3. Andernfalls gen�ugt es zu zeigen, da� je zwei nicht-parallele



6.1. PLANARE GRAPHEN 181Kanten e�; f� 2 E(G�) auf einem Kreis liegen. Im Fall e� \ f� = fxg, x 2 R l�auft maneinfach die Nachbarl�ander von x im Uhrzeigersinn ab. Sonst liegen die dualen Kantene; f 2 E in einem Kreis C von G, der die Ebene in Inneres und �Au�eres teilt. Im Innerenwie im �Au�eren von C �ndet man je eine Gebietskette von G, die e� und f� verbinden. 2Hat der Dualgraph G� aber beispielsweise Gebiete, die nur von einer Schlinge berandetsind, so hat (G�)� �= G Bl�atter, auch wenn G� zweifach zusammenh�angt. Die Umkehrunggilt also nicht.Das geometrische Dual eines ebenen Graphen G habe eine Mehrfachkante zwischen zweiGebieten R1 und R2 von G. Je zwei Kanten dieser Mehrfachkante bilden einen Kreis, derin G einen Subgraph (eventuell nur einen einzigen Knoten) einschlie�t, der nur �uber diebeiden zugeh�origen gemeinsamen Grenzkanten von R1 und R2 mit dem Rest des Gra-phen verbunden ist. Daher ist G dann also nicht 3-zusammenh�angend. Ist G hingegen3-zusammenh�angend, so ist G� ein einfacher Graph. Beispiele: die Platonischen K�orper���������	
�Das Tetraeder ist selbstdual, der W�urfel ist dual zum Oktaeder und das Dodekaeder zumIkosaeder. Da� das Dual wieder ein Graph ist, gilt allgemein f�ur sogenannte polyedrischeGraphen. Man erinnere sich, da� ein n-dimensionales Polyeder der Schnitt endlich vielerHalbr�aume des IRn ist.De�nition 6.1.42 Ein Graph hei�t polyedrisch, falls er isomorph zum Ger�ustgrapheneines dreidimensionalen, endlichen Polyeders (Polytops) ist.O�enbar ist ein polyedrischer Graph planar (man projiziere das Polyeder auf eine ma-ximale, im Polyeder be�ndliche Kugel) und der minimale Knotengrad �(G) � 3. DieKnoten des polyedrischen Graphen entsprechen den Ecken des Polyeders, die Gebieteden Seiten�achen. Da diese durch Kreise berandet sind, ist ein solcher Graph nach Pro-position 6.1.3 2-zusammenh�angend. Aus geometrischen �Uberlegungen folgt, da� G sogar3-zusammenh�angend ist (siehe z.B. [Bar95]), und tats�achlich charakterisiert dies polyedri-sche Graphen bereits (siehe z.B. [SR34, Gr�u67, Zie95]):Satz 6.1.43 (Steinitz 1922)Ein Graph ist genau dann polyedrisch, wenn er planar und 3-zusammenh�angend ist. 2



182 KAPITEL 6. TOPOLOGISCHE GRAPHENTHEORIEMittels der Konvexit�at von Polyedern folgert man aus diesem Satz leicht auch wiederdas Korollar 6.1.27. Wir erinnern uns ferner, da� wir von polyedrischen Graphen zeigenkonnten, da� sie nur auf eine Weise in die Sph�are einbettbar sind, vgl. Satz 6.1.6. Mehr zupolyedrischen Graphen in [Mal88]. F�ur diese Klasse von Graphen k�onnen wir sogar zeigen,da� sie abgeschlossen bez�uglich Dualisierung ist, d.h.Proposition 6.1.44Ist ein ebener Graph G 3-zusammenh�angend, so auch sein geometrisches Dual G�.Beweis. Seien S und T zwei Gebiete in G = (V;E;R). Es ist zu zeigen, da� es in G� dreiknotendisjunkte S-T -Wege gibt. Zu je drei Knoten auf dem Rand des Gebietes S bzw.T gibt es nach dem F�achersatz von jedem Knoten v 2 V aus drei knotendisjunkte WegeWi, i = 1; 2; 3. Daher ist auch der Graph G0 3-zusammenh�angend, der aus G entsteht,indem man in jedes der Gebiete S bzw. T noch einen Knoten s bzw. t setzt und ihn mitden drei Knoten auf dem Gebietsrand durch eine Kante verbindet. Drei knotendisjunktes-t-Wege in G0 zerlegen aber die Ebene in drei Gebietsketten von S nach T . Aufgrund des3-Zusammenhangs von G kann nur das Innere einer solchen Gebietskette leer sein, d.h.der zugeh�orige Weg in G� eine einzelne Kante. 2Das Oktaeder zeigt, da� eine solche Beziehung bei 4-Zusammenhang nicht mehr gilt!Schlie�lich wollen wir noch ein klassisches Resultat erw�ahnen. Dazu folgendeDe�nition 6.1.45 Ein Polyeder hei�t regul�ar oder platonischer K�orper, falls jede seinerSeiten�achen von einem regul�aren k-Eck berandet wird f�ur ein k 2 IN (d.h. alle Kan-ten gleichlang und alle Winkel gleich) und die in einer Ecke zusammenlaufenden Kantenkongruente Ecken�guren bilden.Die Ger�ustgraphen von regul�aren Polyedern sind also samt ihrer geometrischen Dualeregul�ar (von konstantem Knotengrad). Schon die "alten Griechen\ wu�ten:Satz 6.1.46 Es gibt genau 5 regul�are Polyeder (platonische K�orper).Beweisskizze. Sei G = (V;E;F ) der ebene Ger�ustgraph eines regul�aren Polyeders. G seiregul�ar vomGrade k, und die Gebiete in F seien durch h-Ecke berandet. Dann gilt o�enbar:hjF j = 2jEj = kjV j:Die Eulersche Formel2 = jV j � jEj+ jF j = 2jEjk � jEj+ 2jEjhliefert 1k + 1h = 2 + jEj2jEj > 12 :Wegen k � 3 und h � 3 folgt daraus 3 � h � 53 � k � 5:Die platonischen K�orper ergeben sich nun durch Unterscheidung der neun m�oglichen F�alle,ihre Eindeutigkeit folgt aus geometrischen �Uberlegungen. 2



6.1. PLANARE GRAPHEN 183Korollar 6.1.47 Die Ger�ustgraphen platonischer K�orper sind genau diejenigen polyedri-schen Graphen, die zugleich mit ihrem geometrischen Dual regul�ar sind.Beweis. Siehe den Beweis des obigen Satzes. 2Der Satz von Whitney. Das folgende Lemma stellt einen Zusammenhang zwischen denKreisen in G und den minimal trennenden Kantenmengen in G� her.Lemma 6.1.48 Es sei G ein ebener Graph und G� das geometrische Dual von G. DieMenge C � E(G) ist ein Kreis genau dann, wenn die entsprechende Kantenmenge C� �E(G�) eine (bez�uglich Inklusion) minimal trennende Kantenmenge in G� ist.Beweis. Es sei C � E(G) ein Kreis in G. Dann ist C� eine trennende Kantenmenge in G�,da sowohl im Inneren als auch im �Au�eren von C ein Knoten von G� liegt. Da sowohl dasInnere des Kreises C in G�, als auch das �Au�ere zusammenh�angend ist, ist C� minimal.Es sei nun C� eine minimal trennende Kantenmenge in G�. Dann besitzt G� � C� genauzwei zusammenh�angende Komponenten. Kontrahiert man jede dieser beiden Komponentenzu einem Punkt, so erh�alt man zwei Punkte, die durch die trennenden Kanten von C�verbunden sind. Das Dual dieses Graphen ist ein Kreis in G und bleibt auch einer, wennman die Kontraktion wieder r�uckg�angig macht. 2Dieser Zusammenhang legt die folgende Verallgemeinerung des Begri�s des geometrischenDuals auf beliebige, nicht notwendig planare Graphen nahe.De�nition 6.1.49 Es sei G = (V;E) ein Graph. Dann hei�t ein Graph G? = (V ?; E?)kombinatorisches Dual zu G, falls es eine Bijektion ' : E ! E? gibt, so da� C � E genaudann ein Kreis in G ist, wenn C? = '(C) � E? eine minimal trennende Kantenmenge inG? ist.Es stellt sich nun die Frage, welche Graphen ein kombinatorisches Dual besitzen. Aufgrundvon Lemma 6.1.48 wissen wir bereits, da� zumindestens die planaren Graphen ein solchesbesitzen:Korollar 6.1.50 Es sei G ein planarer Graph. Dann ist jedes geometrische Dual von Gauch ein kombinatorisches Dual von G. 2Whitney zeigte nun, da� die Graphen, die ein kombinatorisches Dual besitzen, genau dieplanaren Graphen sind. Mit Hilfe der folgende vier Lemmata f�uhren wir dieses Resultatauf den Satz von Kuratowski zur�uck.Lemma 6.1.51 Besitzt ein Graph G ein kombinatorisches Dual, so auch jeder Subgraphvon G.Beweis. Es gen�ugt o�ensichtlich zu zeigen, da� der Graph G�feg f�ur jede beliebige Kantee in G ein kombinatorischen Dual besitzt, wenn nur G ein kombinatorisches Dual besitzt.Es sei nun G? ein kombinatorisches Dual von G. Wir zeigen, da� dann G?=e? ein kombi-natorisches Dual von G� feg ist.Es sei C � E � feg ein Kreis in G� feg. Da C? in G? trennend ist, ist C? auch in G?=e?trennend. Da der Zusammenhang der Komponenten in G? � C? durch Kontraktion derKante e? nicht beeinu�t wird, ist C? auch in G?=e? minimal trennend. Ist nun umgekehrtC? eine minimale trennende Kantenmenge in G?=e?, so ist sie dies auch in G?, und damitist C ein Kreis in G� feg. 2



184 KAPITEL 6. TOPOLOGISCHE GRAPHENTHEORIELemma 6.1.52 Es sei G ein Graph mit kombinatorischem Dual G?. Ferner seien eo unde1 Kanten in G. Dann sind e?0 und e?1 genau dann parallel, wenn jeder Kreis in G, der e0enth�alt, auch e1 enth�alt und umgekehrt.Beweis. Angenommen jeder Kreis in G, der ei enth�alt, enth�alt auch e1�i; i = 0; 1. Dannenth�alt jede minimal trennende Menge in G?, die e?i enth�alt auch e?1�i. W�aren nun e?0 unde?1 nicht parallel, so g�abe es einen spannenden Baum T von G�, der sowohl e?0 als auch e?1enth�alt. Das Entfernen der Kante e?0 zerlegt diesen Baum in zwei Komponenten T0 undT1. Die Menge der Kanten zwischen T0 und T1 in G? ist minimal trennend und enth�alte?0, nicht jedoch e?1. Dies ist ein Widerspruch. Die andere Richtung folgt durch Umkehrungdes Beweises. 2Lemma 6.1.53 Es sei H eine Unterteilung eines Graphen G. Besitzt H ein kombinato-risches Dual, so auch G.Beweis. Es reicht o�ensichtlich den Fall zu betrachten, da� H durch Unterteilung einereinzigen Kante in G entstanden ist.Es seien e0; e1 die beiden Kanten in H , die durch Unterteilung der Kante e in G entstandensind. Wir zeigen nun, da� H? � fe?1g ein kombinatorisches Dual von G ist.Da jeder Kreis in H , der e0 benutzt auch e1 benutzt (und umgekehrt) wissen wir nachLemma 6.1.52, da� e?0 und e?1 parallel sind. Das bedeutet, da� H? � fe?1g aus H? durchIdenti�kation der Kanten e?0 und e?1 entsteht. Dann ist aber H?�fe?1g das kombinatorischeDual zu G. 2Lemma 6.1.54 Weder der K3;3 noch der K5 besitzen ein kombinatorisches Dual.Beweis. Angenommen, es existiert ein kombinatorisches Dual des K3;3. Da jeder Kreis imK3;3 eine L�ange von mindestens 4 hat, m�u�te jede minimal trennende Kantenmenge inK?3;3 auch mindestens 4 Kanten enthalten. Nun kann man zu je zwei Kanten im K3;3 einenKreis �nden, der die eine enth�alt und die andere nicht. Dies bedeutet, da� es im K?3;3 keineparallelen Kanten geben kann. Wir wissen nun, da� der Grad eines jeden Knoten im K?3;3mindestens vier sein mu�. Da der K?3;3 9 Kanten haben mu� , mu� er mindestens 5 Knotenenthalten. Dann enth�alt er aber mindestens 12 � 5 � 4 = 10 Kanten, was o�ensichtlich nichtm�oglich ist.Angenommen, derK5 besitzt ein kombinatorisches Dual. Dieses m�u�te dann 10 Kantenbesitzen und d�urfte keine parallelen Kanten besitzen, da es im K5 zu je zwei Kanten einenKreis gibt, der die eine enth�alt und die andere nicht. Da jeder Kreis im K5 mindestens dieL�ange 3 hat, hat jede minimal trennende Kantenmenge im K?5 mindestens 3 Elemente.Somit hat jeder Knoten im K?5 mindestens den Grad 3. H�atte nun der K?5 5 Knoten,so m�u�te aufgrund der Kantenzahl der K?5 isomorph zum K5 sein. Dies ist jedoch nichtm�oglich, da der K5 keine trennende Kantenmenge der Kardinalit�at 3 besitzt.H�atte der K?5 mehr als 6 Knoten, so bes�a�e er mindestens 12 � 7 � 3 = 10; 5 Kanten, wasnicht m�oglich ist.Es bleibt also nur noch der Fall zu untersuchen, da� der K?5 6 Knoten besitzt. Es gibt nunmindestens eine minimal trennende Kantenmenge der Kardinalit�at 3 in K?5 , die den K?5in zwei Teile S0 und S1 zerlegt. H�atten beide Teile nun 3 Knoten, so k�onnte der K?5 nurh�ochstens 2 � �32�+ 3 = 9 Kanten enthalten. H�atte ein Teil 4 Knoten und der andere 2, sog�abe es in dem Teil mit 2 Knoten einen Knoten vom Grad 2. 2



6.1. PLANARE GRAPHEN 185Satz 6.1.55 (Whitney 1932b/1933)Ein Graph ist genau dann planar, wenn er ein kombinatorisches Dual besitzt.Beweis. Da� jeder planare Graph ein kombinatorisches Dual besitzt, wurde bereits mitKorollar 6.1.50 gezeigt. Besitzt nun ein Graph G ein kombinatorisches Dual, so besitztauch jeder Teilgraph dieses Graphen nach Lemma 6.1.51 ein kombinatorisches Dual. Dader K5 und der K3;3 kein kombinatorisches Dual besitzen, besitzt nach Lemma 6.1.53auch keine Unterteilung dieser Graphen ein kombinatorisches Dual. Somit besitzt G keineUnterteilung des K3;3 oder K5 und ist damit nach dem Satz von Kuratowski planar. 2Anmerkungen und �UbungMacLane [MacL37a, MacL37b] gab eine algebraische Charakterisierung planarer Graphen. Me-mo: Sei G = (V;E) ein Graph mit jV j = n, jEj = m und k Zusammenhangskomponenten. DieMenge E(G) der charakteristischen Funktionen von Kantenmengen F � E bildet bez�uglich dersymmetrischen Di�erenz eine Abelsche Gruppe, die wir als einen m-dimensionalen Vektorraum�uber IF2 = f0; 1g au�assen k�onnen. Ein Zyklus Z 2 E(G) ist der Inzidenzvektor einer Kantenmen-ge FZ � E, so da� jeder Knoten v 2 V mit genau zwei Kanten aus FZ inzidiert (FZ ist also die(nicht notwendig zusammenh�angende) kantendisjunkte Vereinigung von Kreisen in G. Ein ZyklusZ ist ein Zykel genau dann, wenn FZ zusammenh�angt). Die Menge aller Zyklen Z 2 E(G) spannteinen [m�(n�k)]-dimensionalen Unterraum von E(G) auf, den sogenannten ZyklusraumZ(G). SeiW ein maximaler spannender Wald in G. Dann de�niert jede Kante e 2 E nW genau einen KreisCe in G. O�ensichtlich sind die sogenannten Elementarzyklen fCe : e 2 E nWg linear unabh�angigund bilden daher eine Basis von E(G). Z ist die direkte Summe der Zyklusr�aume der Bl�ocke vonG. Eine Basis fC1; : : : ; Crg von Z(G) hei�e schlicht, falls jede Kante e 2 E nur in h�ochstens zweider Ci vorkommt. Existiert eine schlichte Basis von Z, so auch eine aus lauter Kreisen. Man zeige:�Ubung 6.1.56 (MacLanesches Planarit�atkriterium)Ein Graph G ist genau dann planar, wenn Z(G) eine schlichte Basis besitzt.[Hinweis zu "(\: Man nehme o.E. G als zweifach zusammenh�angend an und f�uhre die Aussage inzwei Schritten auf den Satz von Kuratowski zur�uck:(i) f�ur jeden Subgraphen H von G besitzt Z(H) eine schlichte Basis;(ii) weder K5 noch K3;3 besitzen eine schlichte Basis (man z�ahle Kanten).]Hinreichend ist auch das folgende Kriterium:Satz 6.1.57 (Tutte 1963) Ein 3-zusammenh�angender Graph ist planar genau dann, wenn jedeKante zu genau zwei nicht-trennenden Kreisen geh�ort. 2Ein weiterer algebraischer Ansatz �ndet sich in [ABL95]. Wu gab ein Gleichungssystems �uberGF(2) an, das genau dann l�osbar ist, wenn der Graph planar ist, siehe [Xu89, Liu90].Ein h�ubsches geometrisches Resultat ist die folgende, �ofter wiederentdeckte Charakterisierungplanarer Graphen.Satz 6.1.58 (Koebe 1936) Ein Graph ist planar genau dann, wenn sich seine Knoten als sichnicht �uberlappende Kreise in der Ebene darstellen lassen, so da� zwei Knoten benachbart sindgenau dann, wenn sich die beiden zugeh�origen Kreise ber�uhren ("M�unzgraph\). 2In Erweiterung dieses Ergebnisses konnte auch die folgende Vermutung von Tutte 1963 bewiesenwerden.Satz 6.1.59 (Brightwell, Scheinerman 1993) Ein planarer Graph G = (V;E) ist 3-zusammenh�angend genau dann, wenn er und sein Dual G� gleichzeitig so in die Ebene ([f1g)eingebettet werden k�onnen, da� alle Kanten geradlinig sind und sich Kanten e 2 E mit den ent-sprechenden Kanten e� 2 E� rechtwinklig schneiden. 2



186 KAPITEL 6. TOPOLOGISCHE GRAPHENTHEORIEDie Planarit�at eines Graphen l�a�t sich auch �uber eine Eigenschaft des zugeh�origen Inzidenzposetscharakterisieren. Das Inzidenzposet PG = (V [ E;�) eines Graphen G = (V;E) hat die Knotenund Kanten des Graphen als Elemente, geordnet durch Inklusion: x � y genau dann, wenn dieKante y den Knoten x enth�alt. Die Dimension einer teilweisen Ordnung (P;�) ist die minimaleAnzahl linearer Erweiterungen von P , deren Schnitt P ist.Satz 6.1.60 (Schnyder 1989) Ein Graph G ist planar genau dann, wenn die Dimension seinesInzidenzposets PG h�ochstens drei ist. 2Weitere Charakterisierungen der Planarit�at �ndet man in [SBW90, Seite 146�] und [ABL95,CG96].



6.2. EIN EINBETTUNGSALGORITHMUS 1876.2 Ein EinbettungsalgorithmusWir skizzieren hier einen Algorithmus, der einen Graphen G in die Ebene einbettet, fallsG planar ist, und andernfalls beweist, da� G nicht planar ist. (Man beachte, da� der Satzvon Kuratowski nur einen exponentiellen Algorithmus liefert, um zu entscheiden, obein Graph planar ist.) Unter Benutzung einer solchen Einbettung eines planaren Graphenlassen sich dann etliche kombinatorische Probleme e�zient l�osen - darauf werden wir insp�ateren Kapiteln zur�uckkommen.Einbettungsalgorithmen f�ur planare Graphen haben eine lange Geschichte. Grunds�atz-lich gibt es zwei Ans�atze f�ur Planarit�atstests. Der eine f�ugt sukzessive Pfade hinzu undgeht auf Auslander und Parter [AP61] bzw. Demoucron, Malgrange und Pertu-iset [DMP64] zur�uck. Der Algorithmus sucht zun�achst einen Kreis C in G und �uberpr�uftanschlie�end sukzessive die Komponenten von G � C. Hopcroft und Tarjan [HT74]fanden hierf�ur eine lineare Implementation mittels Tiefensuche. Darstellungen dieses An-satzes �ndet man auch in [Meh84, Kuc90, BM76].Der andere, konzeptuell einfachere Ansatz ist die Methode des sogenannte Knoten-Hinzuf�ugens und wurde von Lempel, Even und Cederbaum [LEC67] entwickelt. MitHilfe von PQ-B�aumen haben Booth und Lueker [BL76] hierf�ur eine lineare Implemen-tierung angegeben (siehe auch [NC88, TS92]).�Ubung 6.2.1 Sei G ein Hamiltonscher Graph mit Hamiltonkreis C = (v1; : : : ; vn). Densogenannten Sehnengraphen S(G;C) = (E n E(C); F ) (engl. circle graph) zu G und Cerh�alt man, wenn man C auf einem Kreis in die Ebene einbettet und alle Kanten ausE nE(C) als Geradenst�ucke (Sehnen von C) einf�ugt. Zwei Sehnen s1 und s2 aus E nE(C)sind nun in S(G;C) benachbart genau dann, wenn sie sich als Sehnen von C im Innernder Kreisscheibe schneiden (kreuzen).a) S(G;C) ist wohlde�niert, d.h. unabh�angig von der Einbettung von C im Uhrzeiger-oder Gegenuhrzeigersinn in die Ebene.b) Ein Sehnengraph l�a�t sich auf O(n) Speicherplatz codieren.c) G ist planar genau dann, wenn S(G;C) bipartit ist.d) Man leite einen einfachen Planarit�atstest und Einbettungsalgorithmus f�ur Hamilton-sche Graphen mit gegebenen Hamiltonkreis ab, der Laufzeit O(n) hat.



188 INHALTSVERZEICHNIS6.3 Die 4-Farben-VermutungEine Landkarte ist ein br�uckenloser, ebener (Multi-) Graph G = (V;E;R). Die Gebieteaus R hei�en auch L�ander, G selbst auch Ger�ust der Landkarte. (Die L�ander einer solchenLandkarte besitzen also keine Enklaven.) F�arbungen einer Landkarte sind F�arbungen ihrerL�ander(!), so da� benachbarte L�ander (das sind solche, die mindestens eine gemeinsameGrenzkante haben) verschiedene Farben erhalten. �Uber Jahrhunderte ein Faktum f�ur Kar-tographen, vermutete Guthrie 1852:4-Farben-Vermutung Jede Landkarte ist 4-f�arbbar.Kurz nach ihrem Bekanntwerden feierte man schon 1878 ihre Best�atigung durch Kempe,der daraufhin zum Fellow of the Royal Society gew�ahlt wurde. Heawood war es 1890 fastpeinlich, einen Fehler in dessen "Beweis\ gefunden zu haben. Er konnte allerdings folgendeAbschw�achung "retten\ (vgl. �Ubung 6.1.15):Satz 6.3.1 (5-Farben-Satz) (Kempe 1879; Heawood 1890)Jeder planare Graph ist 5-f�arbbar.Beweis. Sei G = (V;E) ein planarer Graph. Wir konstruieren induktiv eine 5-F�arbung.F�ur jV j � 5 ist die Behauptung o�ensichtlich trivial. Sei also jV j > 5. Wir wissen ausKorollar 6.1.14, da� G einen Knoten v vom Grad d(v) � 5 besitzt. Sei c : V ! f1; : : : ; 5geine 5-F�arbung von G n v gem�a� Induktionsannahme. Ist die Nachbarschaft �(v) von v inG mit weniger als 5 Farben gef�arbt, so l�a�t sich c o�ensichtlich auf v fortsetzen. Enth�alt�(v) andernfalls alle 5 Farben, d.h. insbesondere d(v) = 5, so seien die Knoten xi 2 �(v),i = 1::5, o.B.d.A. im Uhrzeigersinn jeweils mit Farbe i gef�arbt.Alternative 1: Die bereits mit Farbe i oder j, 1 � i < j � 5, gef�arbten Knoten von G n vinduzieren einen bipartiten Subgraphen Gij , der �(v) nur in xi und xj tri�t. Ist x1 mitx3 in G13 durch einen Pfad verbunden, so schlie�t sich dieser Pfad �uber den Knoten v zueiner geschlossene Kurve in der Ebene. Nach dem Jordanschen Kurvensatz kann daheralso x2 nicht mit x4 durch einen G24-Pfad verbunden sein. Ohne Einschr�ankung sei x1nicht mit x3 verbunden (sonst nehme man x2 und x4). Vertausche die Farben 1 und 3 inder Komponente von G13, die x1 aber nicht x3 enth�alt (dies ist eine sogenannte Kempe-Kette). Die erhaltene F�arbung von G� v ist o�enbar noch immer zul�assig, aber die Farbe1 ist nun f�ur den Knoten v frei.Alternative 2: Da G keinen K5 enth�alt, gibt es zwei nicht benachbarte xi und xj , i 6= j,in �(v). Der Graph G0, der aus G n v durch Identi�kation der Knoten xi und xj entsteht,ist wieder planar, hat zwei Knoten weniger als G und ist daher nach Induktionsannahme5-f�arbbar. Diese 5-F�arbung induzierte eine solche auf Gnv, in der xi und xj gleich gef�arbtsind. Also verbleibt eine Farbe, um v zu f�arben. 2�Ubung 6.3.2 a) Warum l�a�t sich mit obigem Kempe-Ketten-Argument nicht die 4-F�arbbarkeit planarer Graphen zeigen?b) Man entwerfe einen (rekursiven) Algorithmus, der einen planaren Graphen in O(n2)Schritten mit 5 Farben f�arbt.5F�ur Mathematiker erwies sich die 4-Farben-Vermutung als eine harte Nu�, die, obwohl siezu einem der ber�uhmtesten Probleme des 20. Jahrhunderts avancierte, erst 1976 von Ap-5Ein linearer Algorithmus wird sich durch eine Verallgemeinerung des Problems ergeben, siehe �Ubung6.3.6.



6.3. DIE 4-FARBEN-VERMUTUNG 189pel, Haken und Koch unter massivem Einsatz von Computern geknackt werden konnte.Bis dahin hatte die 4-Farben-Vermutung allerdings wesentlich zur Entstehung einer ganzenmathematischen Disziplin beigetragen: der Graphentheorie. Sie wirkte wie ein Katalysa-tor, initiierte oder zumindest forcierte das Studium ganz unterschiedlicher, graphentheo-retischer Konzepte wie Hamiltonkreise, chromatisches Polynom, Graphen h�oheren Ge-schlechts, Kantenf�arbungen, perfekte Matchings und nirgends-verschwindende Fl�usse.Wir werden in der Folge �aquivalente Formulierungen der 4-Farben-Vermutung �uberKantenf�arbungen bzw. 1-Faktorisierungen und Kreis�uberdeckungen, eine Reduktion der4-Farben-Vermutung auf Hamiltonsche Graphen, eine �aquivalente Formulierung �uber Mi-noren, die keinen Bezug mehr nimmt zur Planarit�at, sowie eine den 4-Farben-Satz impli-zierende Vermutung �uber nirgends-verschwindende Fl�usse kennenlernen.6W�ahrend man sich bei der Untersuchung der chromatischen Zahl von Graphen stetsauf zweifach zusammenh�angende zur�uckziehen kann (Proposition 5.1.1), zeigt Punkt (6.)unseres n�achsten Satzes, da� es bei der Vier-Farben-Vermutung gen�ugt, polyedrische Gra-phen zu betrachten (vgl. �Ubung 6.1.32 und Satz 6.1.43). Wegen Proposition 6.1.44 steht(4.) aus Satz 6.3.3 dem in keiner Weise nach.Eine Landkarte hei�e normal, wenn sie zusammenh�angend ist, weder Schlingen nochMehrfachkanten enth�alt und jeder Knoten mindestens Grad 3 hat. Eine Landkarte hei�tkubisch, wenn ihr Ger�ustgraph 3-regul�ar ist. Wir wollen uns zun�achst folgende, einfacheReduktionen bzw. Umformulierungen der 4-Farben-Vermutung ansehen:Satz 6.3.3 Folgenden Aussagen sind �aquivalent:1. Jede Landkarte ist 4-f�arbbar.2. Jede normale Landkarte ist 4-f�arbbar.3. Jede kubische, normale Landkarte ist 4-f�arbbar.4. Jede kubische, normale Landkarte ohne mehrfache Nachbarschaften ist 4-f�arbbar.5. Jeder planare Graph ist 4-f�arbbar.6. Jede Triangulation der Ebene ist 4-f�arbbar.Beweis. (1:) ) (2:) ) (3:) ist trivial. O�enbar kann eine Landkarte auch ohne Ein-schr�ankung als zusammenh�angend angenommen werden: man passe ggf. die F�arbungender Zusammenhangskomponenten hinsichtlich des Au�engebietes aneinander an. Schlin-gen und Mehrfachkanten entfernt man durch Einf�ugen von Knoten und Knoten vom Grad2 mittels Ersetzen durch einen K4 � e. Ist dann die so entstandene, normale Landkarte4-f�arbbar, dann auch die urspr�ungliche.Knoten vom Grad � 4 wiederum ersetzt man so durch ein kleines Land, da� alle mit demKnoten inzidierenden Kanten die Grenze dieses neuen Landes an verschiedenen Stellentre�en. Dann ist die modi�zierte Landkarte o�enbar kubisch und normal. Ist sie dar�uber-hinaus 4-f�arbbar, so sicherlich auch die urspr�ungliche Landkarte.Schlie�lich kann man eine solche kubische, normale Landkarte auch ohne mehrfache Nach-barschaften annehmen, indem man eine entsprechende Grenzkante einfach durch ein6In [Kau90] wird eine Formulierung �uber das Vektor-Kreuzprodukt im IR3 hergeleitet.



190 INHALTSVERZEICHNIS"schmales, rechteckiges Land\ ersetzt, das die beiden dort vorher benachbarten L�andernun trennt.(5.) entsteht durch Dualisierung aus (1.): das Dual eines br�uckenlosen, ebenen (Multi-)Graphen (einer Landkarte) ist ein schlingenfreier, ebener Graph, dessen Knoten denL�andern der Landkarte entsprechen. Ist dieser Graph (etwaige Mehrfachkanten identi-�ziere man) also 4-f�arbbar, so sicher auch die urspr�ungliche Landkarte, was (5:) ) (1:)zeigt. Die Umkehrung folgt analog.(6.) folgt direkt aus (5.) und ist nun gerade die dualisierte Fassung von (4.). Aber auch(6:)) (5:) ist leicht einzusehen: ist doch jeder ebene Graph Subgraph einer Triangulation(man f�uge solange Kanten ein). 2Ein Graph ist zweif�arbbar genau dann, wenn er bipartit ist. Es gibt aber schon drei-ecksfreie Graphen von beliebig hoher chromatischer Zahl. Im Fall planarer, dreiecksfreierGraphen (die ja bereits recht d�unn sind: jEj � 2jV j�4), bewies Gr�otzsch den ber�uhmtenDreifarbensatz (Beweise �ndet man in [Ste93, Tho94c]):Satz 6.3.4 (Gr�otzsch 1959) Jeder dreiecksfreie, planare Graph ist 3-f�arbbar. 2�Ubung und AnmerkungEine Listen-F�arbung eines Graphen ist eine zul�assige Knotenf�arbung des Graphen, bei der jederKnoten v 2 V eine Farbe aus einer vorgegebenen Liste L(v) von Farben zugewiesen bekommt.Ein Graph hei�t k-choosable, wenn eine solche F�arbung f�ur jede Vorgabe von Listen L(v), v 2 V ,existiert, bei der jede Liste L(v) mindestens k Farben enth�alt. Insbesondere ist ein k-choosableGraph also k-f�arbbar, O�enbar ist jeder Graph n-choosable. Die kleinste Zahl k, so da� ein GraphGk-choosable ist, hei�t die Listen-chromatische Zahl (englisch auch choice-number) vonG, bezeichnetmit �`(G) oder ch(G). Der Greedy-Algorithmus zeigt �`(G) � �(G) + 1: Jedoch l�a�t sich �`(G)nicht durch eine Funktion in �(G) nach oben beschr�anken:�Ubung 6.3.5 (Erd}os, Rubin, Taylor 1979) Sei k 2 IIN und r := �2k�1k �. Dann ist der GraphKr;r nicht k-choosable.In letzter Zeit gab es bemerkenswerte Ergebnisse zur Choosability in planaren Graphen. Erd}os,Rubin und Taylor vermuteten, da� jeder planare Graph 5-choosable, aber nicht jeder 4-choosableist. Voigt [Voi93] konstruierte eine unendliche Familie planarer Graphen, die nicht 4-choosablesind. Der andere Teil der Vermutung wurde von Thomassen [Tho94b] bewiesen und stellt den viel-leicht elementarsten Beweis des 5-Farben-Satzes dar (der Beweis erfordert weder eine Umf�arbung,noch benutzt er die Eulersche Formel). Der Trick besteht darin, eine passende Versch�arfung zubeweisen.�Ubung 6.3.6 a) Sei G = (V;E;R) eine Semi-Triangulation der Ebene, d.h. ein ebener Graph,dessen innere Gebiete von Dreiecken und dessen �Au�eres von einem Kreis C = (v1; : : : ; vp) aufp � 3 Knoten berandet wird. Angenommen, die Knoten v1 und v2 sind mit den Farben 1 und 2gef�arbt und L(v) ist eine Liste von mindestens 3 Farben, falls v 2 C�v1�v2, bzw. von mindestens5 Farben, falls v 2 G � C. Dann l�a�t sich die F�arbung von v1 und v2 auf ganz G fortsetzen.[Hinweis: Induktion nach n, betrachte Sehnen]b) Man entwickle daraus einen entsprechenden Listenf�arbungsalgorithmus f�ur planare Graphen mitLaufzeit O(n). 7 [Hinweis: Man nehme zun�achst an, der Graph sei bereits eine Semi-Triangulation]c)[?] Dreiecksfreie planare Graphen sind 4-choosable.7Die Eleganz dieses Algorithmus wird auch deutlich, wenn man ihn mit fr�uheren linearen 5-F�arbungs-algorithmen f�ur planare Graphen vergleicht, siehe z.B. [NC88].



6.3. DIE 4-FARBEN-VERMUTUNG 191Auch Teil c) ist bestm�oglich in dem Sinn, da� es dreiecksfreie planare Graphen gibt, die nicht 3-choosable sind [?]. Das Listen-F�arbungsproblem ist selbst auf planaren Graphen vomMaximalgrad3 NP-vollst�andig, wenn alle Listen nur h�ochstens 3 Elemente enthalten [KT94a].7.3.1 Kantenf�arbungen und 1-FaktorisierungenNach dem Satz 5.6.3 von Vizing nimmt der chromatische Index �0(G) eines Graphen Gvom Maximalgrad �(G) den Wert �(G) oder den Wert �(G) + 1 an.Satz 6.3.7 (Tait 1880b) Ein kubischer, ebener Graph G ist 3-kantenf�arbbar genau dann,wenn er eine 4-F�arbung seiner Gebiete besitzt:�0(G) = 3 , �(G�) � 4:Eine solche Kantenf�arbung hei�t auch Tait-F�arbung.Beweis. Ein kubischer Graph mit einer Br�ucke ist "Klasse 2\: �0(G) = �+1 (vgl. �Ubung5.6.15) und daher weder zul�assig 3-Kanten-f�arbbar noch zul�assig 4-Fl�achen-f�arbbar. Sei Galso zweifach kantenzusammenh�angend."(\: Sei � eine F�arbung der Gebiete von G = (V;E;R) mit den Elementen derKleinschen Vierergruppe ZZ2 � ZZ2 = f(0; 0); (0; 1); (1; 0); (1; 1)g.8 Betrachte die Funk-tion �0 : E ! ZZ2 � ZZ2 de�niert durch�0(e) = �(x)��(y);wobei x und y die an die Kante e 2 E angrenzenden Gebiete seien. Da in ZZ2 � ZZ2 jedesElement sein eigenes Inverses ist, ist �0 wohlde�niert. Die Zul�assigkeit der F�arbung �impliziert �0(e) 6= (0; 0) f�ur alle e 2 E. Um zu zeigen, da� die F�arbung �0 auch einezul�assige 3-F�arbung von E ist, betrachten wir die drei in einem Knoten v inzidierendenKanten e; f; g 2 E. Sind x; y; z 2 R die angrenzenden Gebiete, so gilt:0 = (�(x)��(y)) + (�(y)��(z)) + (�(z)��(x))= �0(e) + �0(f) + �0(g):W�aren also beispielsweise e und f gleichgef�arbt, so folgte �0(g) = 0 { Widerspruch.")\: Sei �0 : E ! ZZ2�ZZ2 n f0g eine zul�assige 3-F�arbung der Kanten von G. �Ubertragedie F�arbung �0 auf die Kantenmenge E� des geometrischen Duals G� = (R;E�) von G.Wir werden nun eine F�arbung � : R ! ZZ2 � ZZ2 der Knoten von G� angeben. Beachte:G� ist eine Triangulation. Da alle drei in einem Knoten v 2 V inzidierenden Kantenverschieden gef�arbt sind, gilt f�ur das Dreieck T in G�, das v umschlie�t:Xe�2T �0(e�) = Xe\v 6=; �0(e) = 0: (6.1)Wir f�arben nun den Knoten R0 2 R, der dem �au�eren Gebiet von G entspricht, mit Farbe0 und de�nieren: ist Rk 2 R, Rk 6= R0, ein Knoten und R0; R1; : : : ; Rk ein R0�Rk�Pfadin G�, so sei �(Rk) := kXi=1 �0(fRi�1; Rig):8Die Elemente dieser Gruppe werden komponentenweise modulo 2 addiert.



192 INHALTSVERZEICHNIS� ist wohlde�niert: sind P und Q zwei verschiedene R0 � Rk�Pfade, so triangulierendie Kanten von G� das von P und Q eingeschlossene Gebiet int der Ebene [das sich,falls sich P und Q �uberschneiden, aus mehreren einfach zusammenh�angenden Gebietenzusammensetzt]. Da jede in int enthaltene Kante e� 2 E� zum Rand von genau zweiDreiecken T1(e�) � int und T2(e�) � int geh�ort, gilt nach (6.1)Xe�2P[Q �0(e�) = XT�int Xe��T �0(e�) = 0:Also gilt Pe�2P �0(e�) = Pe�2Q �0(e�). Da� � schlie�lich eine zul�assige F�arbung derGebiete R darstellt, ersieht man daraus, da� sich � auf zwei benachbarten Gebieten R1und R2 genau um den Wert �0(fR1; R2g) 6= 0 unterscheidet. 2Die 4-Farben-Vermutung l�a�t sich somit auch �uber Kantenf�arbungen formulieren:Korollar 6.3.8 Die 4-Farben-Vermutung ist �aquivalent dazu, da� alle kubischen, br�uk-kenlosen, planaren Graphen "Klasse 1\ : �0(G) = �(G) (oder 1-faktorisierbar) sind. 2Derjenige Leser, der den Computerbeweis des 4-Farben-Satzes nicht akzeptiert, sei andieser Stelle ermuntert, eine Tait-F�arbung des Dodekaeders zu �nden! Man beachte, da�der Petersen-Graph (siehe Seite 88) kubisch und br�uckenlos, aber nicht 1-faktorisierbarist.�Ubung und Anmerkung�Ubung 6.3.9 (Heawood 1898) a) Die 4-Farben-Vermutung ist genau dann wahr, wenn es f�urjeden kubischen, br�uckenlosen, ebenen Graphen G = (V;E;R) eine Funktion � : V ! f�1; 1g gibt,so da� die Knoten auf dem Rand eines jeden Gebietes F 2 R erf�ullen:Xv2@F �(v) = 0 (mod 3):[Hinweis: interpretiere die Werte 1 und -1 als Orientierungen und benutze die Tait-F�arbbarkeit.]b) Man gebe einen linearen Algorithmus an, der jede Triangulation der Ebene, deren Knotengrades�amtlich durch 3 teilbar sind, mit 4 Farben f�arbt.Es ist ein o�enes Problem, ob das Entscheidungsproblem Chromatic Index { nach Satz 5.6.12NP-vollst�andig f�ur kubische, br�uckenlose Graphen { auch f�ur planare Graphen schwer bleibt. Vi-zing [Viz65a] bewies immerhin, da� planare Graphen vom Maximalgrad � � 8 Klasse 1 sind(siehe auch [FW77]). In [NC88] �ndet sich dar�uberhinaus ein quadratischer Algorithmus f�ur diesesProblem, vgl. auch [CN90].7.3.2 Kreis- und Zykel�uberdeckungenEin br�uckenloser, kubischer Graph ist o�enbar 1-faktorisierbar genau dann, wenn er eineKreis�uberdeckung der Knotenmenge aus geraden Kreisen besitzt. Aus Korollar 6.3.8 erh�altman also:Korollar 6.3.10 Die 4-Farben-Vermutung ist �aquivalent dazu, da� die Knoten eines ku-bischen, br�uckenlosen, planaren Graphen durch gerade Kreise �uberdeckt werden k�onnen.2Vergleiche auch �Ubung 5.6.19. Folgende Aussage ist eine einfache



6.3. DIE 4-FARBEN-VERMUTUNG 193�Ubung 6.3.11 (Tait 1880a)Eine Landkarte ist genau dann 2-f�arbbar, wenn ihr Ger�ustgraph Eulersch ist.[Hinweis zu "(\: Zeige, da� die Bl�ocke des Duals keine ungeraden Kreise enthalten.]Damit verallgemeinert man Lemma 6.1.48 leicht wie folgt:Lemma 6.3.12 Eine Kantenmenge Z in einem ebenen Graphen G = (V;E) ist genaudann ein Zykel, wenn die Z entsprechende Kantenmenge Z� im Dual G� = (V �; E�) vonG ein Schnitt ist, d.h. wenn es eine nichtleere Menge S� � V � gibt, so da� Z� = ffx; yg 2E� : x 2 S�; y 2 V � n S�g. 2Wir erhalten daraus unschwer dieProposition 6.3.13 Ein planarer Graph ist genau dann 4-Fl�achen-f�arbbar, wenn seineKantenmenge die Vereinigung zweier Zyklen ist.Wie aus �Ubung 6.3.11 ersichtlich, d�urfen die Zyklen dabei identisch sein.Beweis. ")\: Sei � : V � ! f1; 2; 3; 4g eine 4-F�arbung der Gebiete des ebenen GraphenG = (V;E;V �). Die den Schnitten S�1 := fx 2 V � : �(x) 2 f1; 2gg und S�2 := fx 2 V � :�(x) 2 f1; 3gg entsprechenden Kantenmengen in E sind die gesuchten Zyklen."(\: Wir f�arben die Gebiete von G mit den Elementen der Kleinschen Vierergruppe.Nach �Ubung 6.3.11 induziert jeder der beiden Zyklen Zi, i = 1; 2, eine 2-F�arbung �i :V � ! f0; 1g der Gebiete von G. Dann ist � : V � ! ZZ2�ZZ2 mit �(x) = (�1(x);�2(x)),x 2 V �, eine 4-F�arbung von V � genau dann, wenn E = Z1 [ Z2. 27.3.3 HamiltonkreiseWir beobachten zun�achst:Proposition 6.3.14 Die Gebiete eines Hamiltonschen, ebenen Graphen sind 4-f�arbbar.Beweis. Der Hamiltonkreis C von G zerlegt die Ebene in Inneres und �Au�eres. Wir �uber-legen uns, da� wir jeweils die inneren wie die �au�eren Gebiete mit zwei Farben f�arbenk�onnen. Das Innere von C enth�alt keine Knoten von G, daher hat das Dual G� dortkeinen Kreis. Ein Wald ist aber zweif�arbbar. 2Es ist nat�urlich bei weitem nicht jede Landkarte Hamiltonsch, und die Schwierigkeit liegtgerade darin, Bedingungen zu �nden, die einen Hamiltonkreis garantieren.Ein Hamiltonkreis ist eine Kreis�uberdeckung wie in Korollar 6.3.10. Es w�urde also dieRichtigkeit der 4-Farben-Vermutung folgen, wenn nur jeder kubische, zusammenh�angende,br�uckenlose, ebene Graph Hamiltonsch w�are. Leider ist dies jedoch nicht der Fall, wie schonder folgende Graph belegt:������



194 INHALTSVERZEICHNISTait vermutete allerdings, da� es hier bereits gen�ugte, zus�atzlich dreifachen Zusammen-hang zu fordern:Vermutung (Tait 1884)Jeder kubische, 3-zusammenh�angende, planare Graph besitzt einen Hamiltonkreis.Wir erinnern uns, da� dies nach Satz 6.1.43 gerade die kubischen, polyedrischen Graphensind. Man best�atige die Vermutung am Ger�ustgraphen des Dodekaeders! Dies genau wardie Aufgabe bei Hamiltons Dodekaederspiel von 1859, das die Problemstellung, einenHamiltonkreis in einem Graphen zu �nden, popularisierte. Da� die Aussage der Vermu-tung f�ur nicht planare Graphen dieser Art falsch wird, sieht man am Petersen-Graph (s.Seite 88). Er ist "Klasse 2\: �0(G) = �(G) + 1 und daher sicher nicht Hamiltonsch, vgl.�Ubung 5.6.19.Bedeutung gewann die Vermutung von Tait dadurch, da� ihre Richtigkeit auch schondie der 4-Farben-Vermutung implizieren w�urde. Denn nach �Ubung 6.1.32 und Proposi-tion 6.1.44 sind kubische, normale Landkarten (n � 4) ohne mehrfache Nachbarschaf-ten 3-zusammenh�angend und daher unter Annahme der Richtigkeit der Vermutung vonTait Hamiltonsch. Der 4-Farben-Satz folgte aus Korollar 6.3.10 oder mit 6.3.14 ausSatz 6.3.3(4.). Leider ist die Vermutung aber falsch, wie erst 1946 Tutte durch folgendenGraphen zeigte: ���������
Nachzuweisen, da� er nicht Hamiltonsch ist, ist hier schon keine leichte Aufgabe mehr (vgl.�Ubung 6.3.20).Whitney gelang die Reduktion der 4-Farben-Vermutung auf HamiltonscheGraphen aber auf dem Wege der Dualisierung der Vermutung von Tait. Das Dual eineskubischen, 3-zusammenh�angenden, ebenen Graphen ist eine Triangulierung. Eine solchebraucht allerdings noch keinen Hamiltonschen Kreis zu besitzen - kleinstes Gegenbeispielist der folgende Graph:



6.3. DIE 4-FARBEN-VERMUTUNG 195���������Die Halbgeraden sollen sich hier im Knoten "1\ tre�en. Welches Kriterium beweist leicht,da� der Graph nicht Hamiltonsch ist? Man veri�ziere, da� sein Dual kein Gegenbeispielzur Vermutung von Tait ist. Es gilt aber derSatz 6.3.15 (Whitney 1931)Eine 4-zusammenh�angende Triangulation besitzt einen Hamiltonkreis. 2Aus diesem Satz k�onnen wir mit Hilfe des folgenden Lemmas eine Reduktion der 4-Farben-Vermutung ableiten.Lemma 6.3.16 Eine Triangulation auf mindestens 5 Knoten ist entweder 4-zusammen-h�angend oder besitzt ein trennendes Dreieck.Beweis. Sei T � V eine minimal trennende Knotenmenge in G = (V;E). Sei A eineKomponente in G n T und G n T = A [ B mit A \ B = ;. Da G eine Triangulation ist,bilden die Nachbarn eines Knotens v 2 T einen Kreis C. Da T minimal trennend, hatv Nachbarn xA und xB in A \ C bzw. B \ C. Die Nachbarn von xA auf C liegen nunentweder wieder in A oder aber in T , da es zwischen A und B keine Kanten gibt. Daman in beiden Richtungen auf dem Kreis C schlie�lich xB erreicht, mu� v mindestenszwei Nachbarn in T haben. H�atte v sogar drei Nachbarn x1; x2; x3 2 T \ C, so enthielteG schon eine Unterteilung des K3;3 mit Bipartition fx1; x2; x3g und fv; a; bg, wo a 2 A,b 2 B. Also hat jeder Knoten in G[T ] den genauen Grad zwei, d.h. T ist ein Kreis. Darausfolgt zun�achst jT j � 3, und wir erhalten einen neuen Beweis daf�ur, da� eine Triangulation3-zusammenh�angend ist (Satz 6.1.32). Ist zudem die Zusammenhangszahl �(G) = 3, somu� T o�enbar ein Dreieck K3 sein. 2Korollar 6.3.17 Die 4-Farben-Vermutung ist genau dann richtig, wenn alle Hamilton-schen, planaren Graphen 4-f�arbbar sind.Beweis. Angenommen, alle Hamiltonschen, planaren Graphen seien 4-f�arbbar. NachSatz 6.3.3 gen�ugt es, zu zeigen, da� dann jede Triangulation G = (V;E) der Ebene 4-f�arbbar ist. Wir induzieren �uber n = jV j. Eine Triangulation auf drei oder vier Knoten istsicher 4-f�arbbar. Ist nun eine Triangulation G mit n � 5 sogar 4-zusammenh�angend, so istG nach Satz 6.3.15 Hamiltonsch und daher nach Voraussetzung 4-f�arbbar. Andernfalls ist�(G) = 3, und G besitzt nach obigem Lemma ein trennendes Dreieck T . G n T zerf�allt ingenau zwei Komponenten I und A, denn w�aren es mehr, g�abe es wieder eine Unterteilung



196 INHALTSVERZEICHNISdes K3;3. Wie man sich �uberlegt, mu� eine Komponente in Innern des Dreiecks liegen, dieandere im �Au�eren. Die Graphen G[I [ T ] und G[A[ T ] sind nun beide wieder Triangu-lationen und somit nach Induktionsvoraussetzung 4-f�arbbar. Da in beiden F�arbungen alleKnoten von T verschieden gef�arbt sind, setzt man sie (eventuell nach Permutation derFarben) zu einer 4-F�arbung von G zusammen. 2Vergleiche Proposition 6.3.14! Satz 6.3.15 l�a�t sich wie folgt versch�arfen.Satz 6.3.18 (Tutte 1956; Thomassen 1983)Jeder 4-zh., planare Graph ist Hamiltonsch-zusammenh�angend. 2Dieser Satz sowie der obige von Whitney sind recht tieiegend. Letzterer wird falschf�ur allgemeine 4-zusammenh�angende Graphen, wie z.B. den K4;5, und f�ur nur 3-zusammenh�angende, planare Graphen, wie die Triangulation aus obiger Figur, die eintrennendes Dreieck besitzt. Ein kleinstes [BJ70] Beispiel eines nicht-Hamiltonschen, poly-edrischen Graphen ist der Herschel-Graph:������Einen zudem kubischen, nicht-Hamiltonschen, polyedrischen Graphen kennen wir bereits:der Tutte-Graph auf 46 Knoten. Ein minimaler Graph dieser Art ist der folgende Graphauf 38 Knoten (siehe [HM88]):���������Das folgende Ergebnis zeigt uns allerdings, da� es (unter der Annahme P 6= NP) kein imSinne der Komplexit�atstheorie einfaches Kriterium zur Charakterisierung Hamiltonscherplanarer Graphen geben kann.Satz 6.3.19 Das Problem Hamiltonian Circuit bleibt selbst bei Einschr�ankung auf diefolgenden Graphenklassen NP-vollst�andig:� kubische, polyedrische Graphen [GJT76];� Triangulationen der Ebene [Wig82]. 2



6.3. DIE 4-FARBEN-VERMUTUNG 197Im Kontrast dazu konnten Chiba und Nishizeki, aufbauend auf Thomassens kurzemBeweis von Satz 6.3.18, einen sogar linearen Algorithmus angeben, der einen Hamiltonkreisin einem 4-zusammenh�angenden, planaren Graphen - wie ihn Satz 6.3.18 garantiert -�ndet, siehe [NC88].�Ubung 6.3.20 (Grinberg 1968) a) Sei G ein ebener Graph mit Hamiltonkreis C. Bezeichne rikbzw. rak, 1 � k � n, die Anzahl Gebiete, deren Rand genau k Kanten enth�alt, im Inneren bzw. im�Au�eren von C. Dann gilt nXk=3 (k � 2)(rik � rak) = 0:b) Zeige mit Hilfe des Grinberg-Kriteriums, da� der Tutte-Graph auf Seite 194 nicht Hamil-tonsch ist.7.3.4 Die Hadwiger-VermutungPlanare Graphen konnten wir dadurch charakterisieren, da� sie weder den K5 noch denK3;3 als Minor enthalten, vgl. Korollar 6.1.31. Auch f�ur orientierbare Fl�achen h�oherenGeschlechts existieren solche Familien verbotener Subgraphen, vgl. Satz 6.4.19. Es erhebtsich die Frage, was man �uber das Vorhandensein bestimmter Kon�gurationen in Graphenmit hoher chromatischer Zahl aussagen kann. Die folgende Vermutung z�ahlt heute zu denzentralen o�enen Problemen der Graphentheorie.Vermutung (Hadwiger 1943)Sei G ein Graph. F�ur alle k 2 IN ist die folgende Aussage richtig(Hk) : �(G) � k ) G � Kk:(H1) und (H2) sind o�ensichtlich trivial. (H3) besagt gerade, da� ein 3-chromatischerGraph einen Kreis besitzen mu�.Satz 6.3.21 (Hadwiger 1943; Dirac 1952b)(H4) ist wahr, d.h. jeder Graph G mit chromatischer Zahl �(G) � 4 hat den K4 als Minor.Beweis nach [Woo92]. Wir beweisen �uber Induktion nach jV j, da� jeder Graph G = (V;E),der den K4 nicht als Minor hat, 3-f�arbbar ist. F�ur Graphen der Ordnung h�ochstens 4 istdies o�enbar richtig. Sei nun G von der Ordnung n � 5 ohne K4-Minor. Nach Proposition5.1.1 kann G o.B.d.A. als zweifach zusammenh�angend angenommen werden. Sei e = fr; bgeine Kante in einem Kreis von G und S � V eine minimale r-b-trennende Menge in G n e.Dann ist S 6= ; stabil, denn sonst enthielte G einen zum K4 hom�oomorphen Subgraphen.Setze Gne = Gr[Gb mit Gr; Gb zusammenh�angend, Gr\Gb = S, r 2 Gr und b 2 Gb (diesist aufgrund der Minimalit�at von S m�oglich). Kontrahiere Gr auf einen Knoten s 2 S underhalte den (echten) Minor G0b von G. Ebenso erhalte durch Kontraktion von Gb auf einenKnoten s 2 S den (echten) Minor G0r von G. Da auch G0b und G0r den K4 nicht als Minorenthalten, besitzen beide Graphen nach Induktionsvoraussetzung jeweils eine 3-F�arbung.Da ferner die Knoten b bzw. r in G0b bzw. G0r jeweils zu s verbunden sind, ist o.B.d.A.in der 3-F�arbung von G0b b blau und s schwarz gef�arbt und in der 3-F�arbung von G0r rrot und s schwarz gef�arbt. Also lassen sich beide F�arbungen zu einer 3-F�arbung von Gzusammensetzen. 2Ein weiterer Beweis wird sich aus Satz 9.1.14 ableiten.Die Schwierigkeit von (Hk) nimmt h�ochstens zu mit wachsendem k:



198 INHALTSVERZEICHNISProposition 6.3.22 (Hk+1) ) (Hk):Beweis. Sei G ein Graph mit �(G) � k. Gilt sogar �(G) � k + 1, so folgt o�enbar mit(Hk+1) auch G � Kk. Ist aber �(G) = k, so ist der Graph G � 1 (das ist G mit einemzus�atzlichen Knoten, der mit allen Knoten von G verbunden wird) (k + 1)-chromatisch,und aus (Hk+1) folgt G � 1 � Kk+1 = Kk � 1. Somit gilt wiederum G � Kk. 2Die Tragweite schon von (H5) war bereits Hadwiger klar: aus (H5) folgt der 4-Farben-Satz: denn angenommen, ein planarer Graph w�are 5-chromatisch, dann enthielteer nach (H5) schon den K5 als Minor, im Widerspruch zu Korollar 6.1.31. �Uberraschendwar jedoch:Satz 6.3.23 (Wagnerscher �Aquivalenzsatz, 1937/1960)(H5) , 4-Farben-VermutungDies war einer der fr�uhesten Versuche, das 4-Farben-Problem zu enttopologisieren (keinBezug mehr zur Planarit�at!). Wie Young [You71] bemerkte, ergibt sich ein einfacherBeweis dieses Satzes aus dem folgenden Lemma, das man (wegen des Satzes von Ku-ratowski) durch Fallunterscheidung an einer Unterteilung des K3;3 beweist (siehe auch[Bol78a, Lemma V.3.10]).Lemma 6.3.24 (Halin 1964)Ein 4-zusammenh�angender, nicht-planarer Graph enth�alt den K5 als Minor. 2Beweis von Satz 6.3.23:Gelte also die 4-Farben-Vermutung, und sei G ein Graph mit �(G) � 5. Dann enth�altG einen 5-chromatischen Minor H , so da� alle echten Minoren von H 4-f�arbbar sind.Nach Annahme ist H nicht planar. Wegen des vorausgegangenen Lemmas gen�ugt es also,zu zeigen, da� H 4-zusammenh�angend ist. Sei T � V (H) eine minimale H-trennendeKnotenmenge. Angenommen, es g�alte jT j � 3. Seien C1; : : : ; Ck, k � 2, die Komponentenvon H � T , sei Hi := H [Ci [ T ], i = 1; : : : ; k, sowie S � T eine kardinalit�atsmaximalestabile Menge in T . Wir zeigen, da� dann jedes Hi, i = 1; : : : ; k, eine 4-F�arbung besitzt, inder alle Knoten aus S in einer Farbe und die Knoten aus T n S in jT nSj weiteren Farbengef�arbt sind. Diese 4-F�arbungen der Hi, i = 1; : : : ; k, lassen sich somit durch Permutationder Farben auf T zu einer von ganz H zusammensetzen { im Widerspruch zu �(H) = 5.Zur 4-F�arbung von Hi, 1 � i � k. Zun�achst bilden nach Wahl von S die restlichen KnotenT nS in T eine Clique (der Kardinalit�at 0, 1 oder 2). W�ahle einen Index j 6= i, 1 � j � k,und betrachte den (echten) Minor von H , der aus H [Ci [ Cj [ T ] durch Kontraktiondes Subgraphen H [Cj [ S] auf einen Knoten s entsteht (beachte: da T minimal trennendgew�ahlt wurde, ist H [Cj [S] zusammenh�angend). Nach Wahl von H besitzt dieser Minoreine 4-F�arbung, und in dieser 4-F�arbung sind die Knoten (T n S) + s, weil sie eine Cliquebilden, paarweise verschieden gef�arbt. Diese F�arbung induziert auf Hi die gew�unschteF�arbung. 2Einen weiteren Beweis kann man in [WB89, II,Satz 8.13] nachlesen. Wie sich herausstellt,ist (H6) ebenfalls �aquivalent zur 4-Farben-Vermutung [RST93]. Wagner konnte folgendeAbschw�achung der Hadwiger-Vermutung zeigen.Satz 6.3.25 (Wagner 1964) Es gibt eine Funktion � : IN ! IN , so da� gilt:�(G) � �(k) ) G � Kk



6.3. DIE 4-FARBEN-VERMUTUNG 199und �(k) � 2k�1.Da jeder k-chromatische Graph G einen Subgraphen H mit �(H) � k � 1 enth�alt, folgtdieser Satz unmittelbar aus dem folgenden, der lediglich die Kantendichte ausnutzt.Satz 6.3.26 (Mader 1967) Es gibt eine Funktion  : IN ! IN , so da� gilt:d(G) �  (k) ) G � Kkund  (k) � 2k�1 � 1, wobei d(G) := 1nPv2V d(v) den Durchschnittsgrad in G bezeichnet.Beweis. Wir induzieren nach k. Wegen  (1) = 0,  (2) = 1 und  (3) = 2 ist die Behaup-tung f�ur k = 1; 2; 3 o�enbar richtig. Sei also k 2 IIN derart, da� f�ur alle Graphen H gilt:d(H) � 2k�1 � 1 ) H � Kk. Wir zeigen nun, da� dann jeder Graph G = (V;E) mitd(G) � 2k � 1 einen Kk+1-Minor besitzt. O.B.d.A. sei G zusammenh�angend. Aufgrundder Bedingung an den Durchschnittsgrad hat G o�enbarm = n d(G)2 � (2k�1 � 12)n > (2k�1 � 1)nviele Kanten. F�ur eine Knotenmenge Z � V , so da� G[Z] zusammenh�angt, bezeichne GZden Graphen, der aus G durch Kontraktion der Knoten aus Z zu einem einzigen Knotenentsteht. Sei Z � V eine inklusionsweise maximale Knotenmenge in Gmit der Eigenschaft,da� G[Z] zusammenh�angt und m(GZ) > (2k�1�1)n(GZ) gilt (warum existiert Z?). WegenZ 6= V wird das "Zentrum\ Z in G von einem Subgraphen H := G[�(Z) n Z] "umh�ullt\.Betrachte den Grad dH(v) eines beliebigen Knotens v im Graphen H : Nach Wahl von Zgilt einerseits m(GZ+v) � (2k�1 � 1)n(GZ+v) = (2k�1 � 1)(n(GZ)� 1);andererseits ist o�enbarm(GZ+v) = m(GZ)� (dH(v) + 1) � (2k�1 � 1)n(GZ)� dH(v);woraus zusammen dH(v) � 2k�1�1 folgt. Mithin enth�altH nach Induktionsannahme einenKk-Minor. Da jeder Knoten von H einen Nachbarn in Z besitzt und Z zusammenh�angt,enth�alt also G einen Kk+1-Minor. 2Tats�achlich konnten Kostochka [Kos84] und (unabh�angig) Thomason [Tho84c] zeigen,da�  (k) = O(kplog k);d.h. f�ur jedes � > 0 und k hinreichend gro� gilt:�(G) � k1+� ) G � Kk:Aus der Betrachtung zuf�alliger Graphen folgt zudem, da� diese Schranke bis auf eineKonstante bestm�oglich ist [Kos84, Veg83]. Ein etwaiger Beweis der Hadwiger-Vermutungmu� demnach mehr Struktur chromatischer Graphen ausnutzen als lediglich die Existenzdichter Subgraphen. Bollob�as, Catlin und Erd}os [BCE80] bewiesen immerhin, da�die Hadwiger-Vermutung immerhin f�ur fast alle Graphen richtig ist.



200 INHALTSVERZEICHNISAnmerkungen und �UbungenIm Lichte des Satzes von Kuratowski klingt die folgende Versch�arfung der Vermutung von Had-wiger ebenfalls plausibel:Vermutung (Haj�os 1961)Sei G ein Graph. F�ur alle k 2 IN ist die folgende Aussage richtig(Uk) : Ist �(G) � k, so enth�alt G eine Unterteilung des Kk.(U1), (U2) und (U3) sind wieder trivial, (U4) ist wegen �Ubung 6.1.30 �aquivalent zu Satz 6.3.21.Es gilt ebenfalls (Uk+1) ) (Uk), und auch (U5) impliziert den 4-Farben-Satz. Erd}os und Fajt-lowicz [EF81] zeigten aber, da� die Haj�os-Vermutung im Gegensatz zur Hadwiger-Vermutungfast immer falsch ist!�Ubung 6.3.27 [Cat79] Man zeige, da� der Graph C5 [K3] (das ist ein C5, bei dem jeder Knotendurch ein Dreieck ersetzt wurde und benachbarte Dreiecke vollst�andig bipartit verbunden werden)ein Gegenbeispiel zur Vermutung von Haj�os darstellt.�Ubung 6.3.28 [Mad67] Sei F ein Graph mit k Kanten und ohne isolierte Knoten. Dann enth�altjeder Graph G vom Durchschnittsgrad d(G) � 2k eine Unterteilung von F .Die Bedingung aus dem letzten Satz konnte k�urzlich auf d(G) � Ck2 f�ur eine Konstante C 2 IRverbessert werden, was bis auf eine Konstante bestm�oglich ist, siehe [KS96a].7.3.5 Nirgends verschwindende Fl�usseEine 3-F�arbung der Kanten eines kubischen, planaren Graphen mit den Elementen derKleinschen Vierergruppe ZZ2� ZZ2 wie im Beweis zu Satz 6.3.7 kann man auch als einenverallgemeinerten Flu� au�assen, denn in jedem Knoten addieren sich die Werte auf dendrei inzidierenden Kanten zu Null. Hierbei kann man sogar jede beliebige Orientierung derKanten zugrundelegen, denn in ZZ2 � ZZ2 ist jedes Element sein eigenes Inverses.Wie Tutte 1954 bemerkte, kann man bei ebenen Graphen generell alle mit Knotenf�arbun-gen verkn�upften Probleme via geometrischer Dualisierung als Flu�probleme formulieren- ganz analog der Dualit�at zwischen Potentialdi�erenzen (bzw. Spannung) und Strom inelektrischen Netzwerken.De�nition 6.3.29 Sei H eine endliche, Abelsche Gruppe mit additiver Notation und G =(V;E) ein Graph mit einer Orientierung ! : E ! V der Kanten. Ein H-Flu� (auchZirkulation) in G bez�uglich ! ist eine Abbildung f : E ! H, die das erste KirchhoffscheGesetz erf�ullt: Xe2@+(v) f(e) = Xe2@�(v) f(e) 8v 2 V:Ein nirgends verschwindender H-Flu� ist ein H-Flu� f mit 8e 2 E : f(e) 6= 0.Sind ! und !0 zwei verschiedene Orientierungen von G, so entsprechen sich die H-Fl�usse inG bez. ! bzw. !0 o�enbar bijektiv (man ersetze ggf. f(e) durch �f(e)), so da� die Existenzeines H-Flusses in G unabh�angig von der Orientierung von G ist - also eine Eigenschaftdes ungerichteten Graphen. Grundlegend f�ur die Untersuchung nirgends-verschwindenderFl�usse ist das folgende Ergebnis von Tutte:99Ein eleganter Beweis ergibt sich aus der Tutte-Grothendieck-Theorie, siehe [BO91]



6.3. DIE 4-FARBEN-VERMUTUNG 201Lemma 6.3.30 (Tutte 1954a) Sei G ein Graph und H eine Abelsche Gruppe. DieAnzahl der verschiedenen nicht-verschwindenden H-Fl�usse in G (und damit die Existenzeines solchen) h�angt nur von der Ordnung jH j der Gruppe ab! 2Wir sagen daher, G ist ein Fk-Graph oder G besitzt einen k-Flu� f�ur ein k � 2 genaudann, wenn G einen nirgends verschwindenden H-Flu� f�ur irgendeine Abelsche Gruppeder Ordung jH j = k besitzt.Ein Fk-Graph ist auch ein Fl-Graph f�ur alle l � k (Tutte). Hat ein Graph eine Br�ucke,so kann er o�enbar f�ur kein k 2 IN einen k-Flu� besitzen, und ein Graph ist ein F2-Graphgenau dann, wenn er Eulersch ist. F3-Graphen wurden (wie bei 3-f�arbbaren Graphen)bisher noch nicht charakterisiert.Nach obigem Lemma besitzt ein Graph einen 4-Flu� genau dann, wenn er einennirgends-verschwindenden ZZ2 � ZZ2-Flu� besitzt. Damit besagt Satz 6.3.7 von Tait ge-rade, da� ein kubischer, planarer Graph genau dann 4-Fl�achen-f�arbbar ist, wenn er einen4-Flu� besitzt.Korollar 6.3.31 Die 4-Farben-Vermutung ist �aquivalent dazu, da� jeder br�uckenlose, ku-bische, planare Graph einen 4-Flu� besitzt. 2Tutte fand heraus, da� eine solche Dualit�at zwischen F�arbungs- und Flu�problemen f�urplanare Graphen allgemein richtig ist:Satz 6.3.32 (Tutte 1954a) Ein (br�uckenloser) ebener Graph besitzt einen k-Flu�(k � 2) genau dann, wenn seine Gebiete k-f�arbbar sind.Beweis (siehe auch [BO91, Corollary 6.3.5])."(\: Sei � eine k-F�arbung der Gebiete eines ebenen Graphen G. Orientiere die Kantenvon G (und die Ebene). F�ur jede Kante e de�niere f(e) := �(Fr)��(Fl), wobei Fr undFl das links bzw. rechts an e angrenzende Gebiet sei. Dann �uberpr�uft man leicht, da� fein nirgends verschwindender ZZk-Flu� ist.")\: Sei f umgekehrt ein nirgends verschwindender ZZk-Flu� auf dem ebenen GraphenG = (V;E;R) bez�uglich einer Orientierung ! der Kanten von G. O.B.d.A. sei G zusam-menh�angend und daher nach Voraussetzung zweifach kantenzusammenh�angend. Dann istf�ur jedes Gebiet r 2 R der Einbettung von G der Gebietsrand @r ein Zykel, der "imUhrzeigersinn\ orientiert einen ZZk-Flu� zr in G bez�uglich ! de�niert durchzr(a) := 8><>: 1 falls a 2 @r und im Uhrzeigersinn orientiert,�1 falls a 2 @r und gegen den Uhrzeigersinn orientiert,0 falls a 2 E n @r.Nach dem Satz von Euler gilt jRj � 1 = m� (n� 1). Wenn man also Schritt f�ur Schrittjeweils ein inneres Gebiet r von G mit dem �au�eren durch Herausnahme einer Kanteer 2 @r vereinigt, verbleibt nach jRj � 1 Schritten ein spannender Baum T von G mitn � 1 Kanten. Seien r1; : : : ; rjRj�1 die inneren Gebiete von G in der Reihenfolge, wie siemit dem �au�eren vereinigt werden. De�niere ZZk-Fl�usse f i, 0 � i � jRj � 1, durch f0 := fund (beachte: die Linearkombination von Fl�ussen ist wieder ein Flu�)f i := f i�1 � f i�1(eri) � zri(dies ist jeweils punktweise f�ur alle a 2 E zu verstehen). F�ur alle 1 � i � j � jRj � 1gilt dann: f j(ri) = 0, d.h. f jRj�1 verschwindet auf allen entfernten Kanten eri . Da f jRj�1



202 INHALTSVERZEICHNISjedoch ein Flu� ist und die �ubrigen Kanten von G einen Baum bilden, verschwindet f jRj�1sogar schon ganz (beachte: ein maximaler Subgraph von T mit Flu�werten 6= 0 enthielteein Blatt). Durch Au�osen der Rekursion erh�alt man daherf = jRj�1Xi=1 �(ri) � zri ;wobei �(ri) := f i�1(eri) gesetzt wurde. Diese Funktion � : R ! ZZk, durch 0 auf das�au�ere Gebiet fortgesetzt, stellt nun (modulo k genommen) eine zul�assige k-F�arbung derGebiete von G dar, denn eine Kante e ist in den Gebietsr�andern von genau zwei Gebietenr` und rr enthalten; da e im linken Gebietsrand im Gegenuhrzeigersinn und im rechten imUhrzeigersinn orientiert ist, gilt mithin 0 6= f(e) = �(rr)� �(r`). 2Ein ZZk-Flu� l�a�t sich stets als Summe von ZZk-Fl�ussen auf den Zykeln einer Zy-kelbasis des Zykelraums darstellen. Die Planarit�at geht hier also via das MacLaneschePlanarit�atskriterium (�Ubung 6.1.56) ein.F�ur k = 2 erhalten wir �ubrigens die Aussage von �Ubung 6.3.11 zur�uck.In der Form von Korollar 6.3.31 l�a�t sich die 4-Farben-Vermutung nun leicht auf allge-meine Graphen verallgemeinern - in der Ho�nung, den 4-Farben-Satz vielleicht von dieserh�oheren Warte aus kombinatorisch bzw. gruppentheoretisch beweisen zu k�onnen. Zun�achstzeigt die Kleinsche Vierergruppe ZZ2�ZZ2, wie sich der Satz 6.3.7 von Tait auf allgemeineGraphen verallgemeinert:Lemma 6.3.33 (Tutte 1950)Ein kubischer Graph besitzt genau dann einen 4-Flu�, wenn er 3-Kanten-f�arbbar ist. 2Da der Petersen-Graph (s. Seite 88) nicht 3-Kanten-f�arbbar ist, sind br�uckenlose(kubische) Graphen also i.a. zwar keine F4-Graphen. Tutte vermutete aber, da� derPetersen-Graph im wesentlichen schon der einzige solche Graph ist:4-Flu�-Vermutung (Tutte 1966)Ein br�uckenloser Graph ohne den Petersen-Graph als Minor ist ein F4-Graph.Da der Petersen-Graph nicht planar ist, implizierte die Richtigkeit dieser Vermutung(selbst schon f�ur kubische Graphen) den 4-Farben-Satz - eine Herausforderung f�ur alle ar-beitslos gewordenen (oder mit dem Beweis des 4-Farben-Satzes unzufriedenen) Tetrachro-matologen.Die Ho�nung, die 4-Flu�-Vermutung beweisen zu k�onnen, st�utzt sich dabei u.a. aufdie Erfahrung, da� sich eine Reihe von Resultaten �uber Fl�usse in planaren Graphen aufallgemeine Graphen verallgemeinern l�a�t, wie wir es bereits in Lemma 6.3.33 beobachtenkonnten. Proposition 6.3.13 verallgemeinert sich beispielsweise wie folgt:Proposition 6.3.34 Ein Graph G = (V;E) besitzt einen 4-Flu� genau dann, wenn E dieVereinigung von zwei Zykeln ist.Beweis. Seien Z1; Z2 � E. F�ur e 2 E de�niere �(e) := (�1(e); �2(e)) mit�i(e) := ( 1 falls e 2 Zi,0 sonst.Dann ist � ein 4-Flu� genau dann, wenn die Zi Zykeln sind mit E � Z1 [ Z2. 2Ein anderes Beispiel ist die folgende Charakterisierung:



6.3. DIE 4-FARBEN-VERMUTUNG 203Proposition 6.3.35 (Minty 1967)Ein kubischer Graph besitzt genau dann einen 3-Flu�, wenn er bipartit ist.Beweis. Ist G bipartit mit Teilen U und V , so gen�ugt es, alle Kanten von U nach V zurichten und mit 1 zu gewichten, um einen ZZ3-Flu� zu erhalten. Ist umgekehrt ein nirgendsverschwindender ZZ3-Flu� f gegeben, so f�uhrt man, beginnend in einem beliebigen Knotenv, eine Breadth-First-Search durch und zeigt induktiv, da� man eine Orientierung auf Gso w�ahlen kann, da� die Sph�aren um v abwechselnd jeweils nur aus Quellen bzw. Senkenbestehen. 2Eingeschr�ankt auf planare Graphen ergibt sich daraus n�amlich via Satz 6.3.32 dasKorollar 6.3.36 (Kempe 1879; Heawood 1898)Eine Triangulation ist 3-f�arbbar genau dann, wenn sie Eulersch ist. 2Tutte suchte auch nach einer Verallgemeinerung des (vergleichsweise einfachen!)Heawoodschen 5-Farben-Satzes f�ur allgemeine Graphen.5-Flu�-Vermutung (Tutte 1954)Ein br�uckenloser Graph besitzt einen 5-Flu�.(Man �uberlege sich dies f�ur den Petersen-Graph.) In diesem Zusammenhang bewies Jae-ger, da� jeder br�uckenlose Graph ein F8-Graph ist, und Seymour noch st�arker, da� jederbr�uckenlose Graph sogar schon ein F6-Graph ist - im Unterschied zu F�arbungsproblemen,wo in nat�urlicher Weise Graphen beliebig hoher chromatischer Zahl auftreten.Der Dreifarbensatz 6.3.4 von Gr�otzsch schlie�lich besagt via Dualit�at undSatz 6.3.32, da� jeder 4-kantenzusammenh�angende, planare Graph einen 3-Flu� besitzt.Entsprechend lautet hier die3-Flu�-Vermutung (Tutte 1966)Jeder 4-kantenzusammenh�angende Graph besitzt einen 3-Flu�.Hier konnte Jaeger immerhin die Existenz eines 4-Flusses zeigen, vgl. [Jae88].



204 INHALTSVERZEICHNIS6.4 ? Graphen h�oheren GeschlechtsTrivialerweise ist jeder Graph �uberschneidungsfrei in den IR3 einbettbar. Ist ein Graphnicht planar, also nicht auf die Kugelober�ache einbettbar, so kann man sich aber fragen,auf welche andere Fl�achen man ihn (�uberschneidungsfrei) einbetten kann. So ist beispiels-weise der K5 leicht in die Ober�ache eines Torus oder eines M�obiusbandes einzubetten(gegen�uber liegende Seiten mit Pfeil sind entlang der Pfeilrichtung zu indenti�zieren):���������	Wir wollen uns in diesem Abschnitt mit der Einbettbarkeit eines Graphen in beliebigegeschlossene Fl�achen besch�aftigen.De�nition 6.4.1 Eine geschlossene Fl�ache ist eine kompakte 2-dimensionale Mannigfal-tigkeit, d.h. ein kompakter, zusammenh�angender Hausdorff-Raum, in dem jeder Punkteine Umgebung besitzt, die hom�oomorph zur o�enen Kreisscheibe ist.Die geschlossenen Fl�achen zerfallen in zwei Klassen. Eine geschlossene Fl�ache S hei�t ori-entierbar, falls f�ur jede geschlossene Jordankurve C auf S eine Rotationsrichtung erhaltenbleibt, wenn man einmal um C herumgeht, andernfalls hei�t S nicht-orientierbar.Beispiele f�ur orientierbare, geschlossene Fl�achen sind die Kugelober�ache, die Ober�acheeines Torus und allgemein eine Kugel mit einer Anzahl aufgesetzter Henkel. Einen Hen-kel aufsetzen hei�t dabei, zwei disjunkte Kreisscheiben aus der Fl�ache herauszuschneidenund die entstandenen R�ander so zu identi�zieren, da� eine Orientierung in Uhrzeigersinnauf dem einen Kreisrand zu einer im Gegenuhrzeigersinn auf dem anderen korrespon-diert. Dies erreicht man beispielsweise, indem man die beiden Kreisr�ander durch einen"Schlauch\ miteinander verbindet. Eine Kugel mit h aufgesetzten Henkeln wird als Shnotiert.Die nicht-orientierbaren, geschlossenen Fl�achen sind anschaulich weniger leicht vorstell-bar. Ein Beispiel einer nicht-orientierbaren (aber nicht geschlossenen) Fl�ache ist das obigeM�obiusband. Wenn man einen Pfeil (oder einen orientierten Kreis) einmal um das M�obius-band herumf�uhrt, wird die Pfeilrichtung (bzw. die Orientierung) umgekehrt. Eine zudemgeschlossene, nicht orientierbare Fl�ache erh�alt man beispielsweise, indem man in die Ku-gelober�ache ein kreisrundes Loch schneidet und je zwei gegen�uberliegende Punkte aufdem Rand des Loches identi�ziert. Damit erh�alt man eine Kugel mit einer sogenanntenKreuzhaube. Allgemein notiert man eine Kugel mit k aufgesetzten Kreuzhauben als Nk.N1 werden wir als Kreisscheibe zeichnen, bei der diametral gegen�uberliegende Punkte aufdem Kreisrand zu identi�zieren sind.Der Klassi�kationssatz f�ur geschlossene Fl�achen besagt, da� wir uns bei unseren Untersu-chungen auf die Fl�achen Sh und Nk beschr�anken k�onnen.Satz 6.4.2 (Dehn, Heegaard 1907)Jede geschlossene Fl�ache ist hom�oomorph zur Sh oder Nk f�ur ein h � 0 oder k > 0. 2



6.4. ? GRAPHEN H�OHEREN GESCHLECHTS 205F�ur einen topologischen Beweis siehe [ST80]. Wie beim Jordanschen Kurvensatz gibt esaber auch hier einen eleganten graphentheoretischen Zugang, siehe [Tho92, Vin93].Es erhebt sich nun die Frage, wieviele Henkel bzw. Kreuzhauben notwendig und hin-reichend sind, um einen Graphen in eine Sh oder Nk einbetten zu k�onnen.De�nition 6.4.3 Das (orientierbare) Geschlecht (G) eines Graphen G ist die kleinsteZahl h, so da� G in die Sh einbettbar ist. Sein nicht-orientierbare Geschlecht �(G) ist diekleinste Zahl k, so da� er in die Nk einbettbar ist.Planare Graphen haben also Geschlecht 0. F�uhrt man jede Kante eines Graphen G =(V;E) �uber einen eigenen Henkel, ersieht man sofort (G) � jEj. Proposition 6.4.9 wirdeine �ahnliche Schranke auch f�ur das nicht-orientierbare Geschlecht liefern. Diese Graphen-parameter sind also wohlde�niert.�Ubung 6.4.4 Der K5, der K3;3 und der Petersen-Graph haben orientierbares und nicht-orientierbares Geschlecht 1.Die Eulersche Formel hat uns gezeigt, da� der Wert jV j� jEj+ jRj f�ur jede Einbettungeines planaren Graphen in die Ebene konstant ist. Dies gilt allgemein f�ur geschlosseneFl�achen.Satz 6.4.5 (Euler-Poincar�esche Formel) Es sei G = (V;E;R) ein zusammenh�angen-der Graph, der in eine geschlossene Fl�ache F eingebettet ist. Dann gilt:jV j � jEj+ jRj � ( 2� 2h falls F ~=Sh (h � 0),2� k falls F ~=Nk (k � 1) (6.2)mit Gleichheit, falls jedes Gebiet der Einbettung hom�oomorph zu einer o�enen Kreisscheibeist (sogenannte 2-Zellen-Einbettung). Der Wert der rechten Seite von (6.2) hei�t die Euler-Charakteristik �(F ) der Fl�ache F .Beweis. im orientierbaren Fall (der nichtorientierbare l�auft analog). Wir beweisen denSatz allgemeiner f�ur alle Multigraphen und induzieren nach h.F�ur h = 0 und einfache Graphen ist (6.2) gerade die Eulersche Formel, denn eine Einbet-tung eines planaren Graphen in die Ebene ist eine 2-Zellen-Einbettung genau dann, wenner zusammenh�angend ist. F�ur einen ebenen Multigraphen G gilt (6.2) zun�achst f�ur den Gzugrundeliegenden einfachen Graphen G0, den man erh�alt, wenn man alle Schleifen undbei parallelen Kanten alle bis auf eine einzige Kante eliminiert. F�ugt man die eliminiertenKanten einzeln wieder zu G0 hinzu, erh�oht sich auch die Anzahl der Gebiete jeweils umeins.h! h+ 1 : Es sei G = (V;E;R) in die Sh+1 2-Zellen-eingebettet. Ziehe um einen belie-bigen der h + 1 > 0 Henkel eine Kurve C so, da� C keinen Knoten von G enth�alt. Dannschneidet C Kanten von G, denn sonst l�age C in einem Gebiet von G, lie�e sich aber nichtauf einen Punkt zusammenziehen, d.h. dieses Gebiet w�are nicht hom�oomorph zu o�enenKreisscheibe. Ohne Einschr�ankung sei die Anzahl k aller Schnittpunkte endlich. Wann im-mer C eine Kante von G tri�t, sei der Kreuzungspunkt ein neuer Knoten. Die durch dieseneuen Knoten de�nierten Abschnitte auf C und den gekreuzten Kanten von G seien neueKanten (hier entstehen m�oglicherweise Schleifen oder Mehrfachkanten). Schneide nun denHenkel entlang C auf. C ist dann Rand beider zur�uckgebliebener Teile des Henkels. Diese



206 INHALTSVERZEICHNISverschlie�t man jeweils mit einer Kappe und erh�alt wieder eine geschlossene Fl�ache, abervom Geschlecht h. Der auf dieser Fl�ache eingebettete, auf diese Weise aus G hervorgegan-gene Graph hei�e G0 = (V 0; E 0; R0).O�enbar enth�alt G0 gerade die 2k Knoten auf den beiden Kreisen mehr als G. Vor demAufschneiden unterteilte jeder der k Knoten auf C die geschnittene Kante von G einmal.Dadurch kamen also k Kanten hinzu. Weiter enth�alt G0 zus�atzlich die 2k Kanten auf denbeiden aus C hervorgegangenen Kreisen. Somit gilt jE 0j = jEj+3k. Vor dem Aufschneidenteilte jede Kante des Kreises C das Gebiet von G, in dem sie lag, in zwei Gebiete. Da dasGebiet vorher hom�oomorph zur o�enen Kreisscheibe war, sind es auch die beiden neuen.Schlie�lich kamen nach dem Aufschneiden noch die beiden Verschlu�kappen mit Rand Chinzu. Also folgt jR0j = jRj+ k + 2, und auch G0 ist 2-Zellen-eingebettet. Mithin ist G0zusammenh�angend, und laut Induktionsvoraussetzung giltjV 0j � jE 0j+ jR0j = (jV j+ 2k)� (jEj+ 3k) + (jRj+ k + 2) = 2� 2h;) jV j � jEj+ jRj = 2� 2(h+ 1): 2F�ur jede 2-Zellen-Einbettung eines Graphen in eine geschlossene Fl�ache h�angt also derWert jV j � jEj + jRj und damit die Anzahl der Gebiete der Einbettung nur von (derEuler-Charakteristik) der Fl�ache ab.Beispiel. Die folgende Einbettung des K4 in den Torus zeigt, da� in der Euler-Poincar�esche Formel (6.2) strikte Ungleichheit gelten kann, wenn nicht jedes Gebiethom�oomorph zur o�enen Kreisscheibe ist.����Das "�au�ere\ Gebiet enth�alt hier geschlossene Kurven, die sich nicht auf einen Punktzusammenziehen lassen. Es gilt:jV j � jEj+ jRj = 4� 6 + 3 = 1 > 0 = 2� 2 � 1 = �(S1): 2�Ubung 6.4.6 Keine Einbettung eines unzusammenh�angenden Graphen ist eine 2-Zellen-Einbettung.Mit Hilfe des folgenden topologischen ErgebnissesSatz 6.4.7 (Youngs 1963) Eine Einbettung eines zusammenh�angenden Graphen G aufeiner Fl�ache vom Geschlecht (G) ist stets eine 2-Zellen-Einbettung. 2erhalten wir aus der Euler-Poincar�eschen Formel das folgende n�utzlicheKorollar 6.4.8 Sei G = (V;E;R) ein auf einer Fl�ache vom Geschlecht (G) eingebette-ter, zusammenh�angender Graph. Dann giltjV j � jEj+ jRj = 2� 2(G): 2In welcher Beziehung stehen orientierbares und nicht-orientierbares Geschlecht einesGraphen?



6.4. ? GRAPHEN H�OHEREN GESCHLECHTS 207Proposition 6.4.9 F�ur jeden Graphen G gilt�(G) � 2(G) + 1:Beweis. Schneidet man aus zwei Fl�achen F1 und F2 jeweils eine Kreisscheibe heraus undidenti�ziert die entstandenen R�ander beider Fl�achen, erh�alt man eine Fl�ache F1 � F2, f�urderen Euler-Charakteristik gilt:�(F1 � F2) = �(F1) + �(F2)� 2: (6.3)Um dies einzusehen, w�ahle man auf beiden Fl�achen 2-Zellen-eingebettete, triangulierteGraphen G1 und G2, identi�ziere ein Dreieck auf F1 mit einem auf F2 und berechnejV (G)j, jE(G)j und jR(G)j des neu entstandenen Graphen G. (6.3) folgt dann sofort aus(6.2).Um nun die Proposition zu beweisen, bette man G auf die S(G) ein und f�uge in einesder Gebiete von G eine Kreuzhaube N1 ein. Die entstandene Fl�ache F ist nicht orientierbarund hat nach (6.3) die Euler-Charakteristik�(F ) = 2� 2(G) + 1 � 2 = 2 � (2(G) + 1): 2Wie wir in Satz 6.4.13 unten sehen werden, ist diese Ungleichung beispielsweise f�urden K7 scharf. Da� sich umgekehrt das orientierbare Geschlecht nicht durch das nicht-orientierbare beschr�anken l�a�t, zeigten Auslander et al. [ABY63] anhand der GraphenfGngn2IN : ���������Gn besteht aus n+1 konzentrischen Kreisen der L�ange 4n, wobei gegen�uberliegende Knotenauf dem �au�ersten Kreis durch eine Kante verbunden sind. O�ensichtlich gilt �(Gn) � 1und (Gn) � n. Den Beweis von (Gn) � n �ndet man z.B. in [GT87, S.141].In Verallgemeinerung der Situation in der Ebene gen�ugt es, das Geschlecht von zweifachzusammenh�angenden Graphen zu studieren.Satz 6.4.10 (Battle, Harary, Kodama, Youngs 1962) F�ur einen Graphen G mitBl�ocken B1; : : : ; Bk gilt: (G) = kXi=1 (Bi): 2(Wobei die Ungleichung "�\ trivial ist.)Ein Wald ist planar. �Uberlegen wir uns also eine untere Schranke f�ur das Geschlechteines Graphen in Abh�angigkeit von seiner Taillenweite.



208 INHALTSVERZEICHNISLemma 6.4.11 F�ur einen zusammenh�angenden Graphen G der Ordnung � 3 mit Tail-lenweite g gilt (G) � g � 22g m� 12n+ 1:Beweis. Sei G auf der Fl�ache S(G) (2-Zellen-) eingebettet mit Gebieten R. Da jedesGebiet von mindestens g Kanten berandet wird, gilt gjRj � 2jEj. Aus Korollar 6.4.8 folgtmithin jV j � jEj+ 2g jEj � 2� 2(G)und daraus die Behauptung. 2Untersuchen wir damit das Geschlecht spezieller Graphenklassen. Setzt man jV j = n,jEj = 12(n2 � n) und g = 3, �ndet man:Lemma 6.4.12 F�ur n � 3 gilt:(i) (Kn) � l (n�3)(n�4)12 m,(ii) �(Kn) � l (n�3)(n�4)6 m. 2Wie man schon 1890 vermutete, gilt hier tats�achlich sogar (fast immer) Gleichheit. Dernichtorientierbare Fall stellte sich als der leichtere heraus - er wurde 1954 schlie�lich (imwesentlichen) von Ringel gel�ost. Den bemerkenswerten Beweis f�ur das orientierbare Ge-schlecht konnten Ringel und Youngs erst 1968 (!) nach langer Vorarbeit in Einzelf�allendurch etliche andere Wissenschaftler abschlie�en. Er �ndet sich in bzw. ist Gegenstanddes Buches [Rin74].Satz 6.4.13 (Ringel 1954; Ringel, Youngs 1968) F�ur n � 3 gilt:(i) �(Kn) = l (n�3)(n�4)6 m au�er �(K7) = 3,(ii) (Kn) = l (n�3)(n�4)12 m : 2Der gr�o�te auf dem Torus einbettbare, vollst�andige Graph ist also der K7, der gr�o�te inder projektiven Ebene der K6:���������	
������



6.4. ? GRAPHEN H�OHEREN GESCHLECHTS 209Man beachte, da� die Einbettung des K7 den Torus trianguliert und das "Dual\ derEinbettung des K6 in die Fl�ache N1 gerade der Petersen-Graph ist. Dies stellt eineseltsame Bijektion zwischen den Kanten dieser Graphen her.Auch f�ur die Klasse der vollst�andig bipartiten Graphen ist die untere Schranke f�ur dasGeschlecht aus Lemma 6.4.11 scharf:Satz 6.4.14 (Ringel 1965) F�ur m;n � 2 gilt:i) �(Km;n) = l (m�2)(n�2)2 m,ii) (Km;n) = l (m�2)(n�2)4 m. 2Es gibt also bereits zweif�arbbare Graphen beliebig hohen Geschlechts! Der gr�o�te auf demTorus einbettbare, vollst�andig bipartite Graph ist demnach der K4;4:����������Ubung 6.4.15 (Ringel 1955; Beineke, Harary 1965) Das Geschlecht des d-dimen-sionalen W�urfel-Graphen Qd, d � 2, (vgl. Proposition 1.1.16) ist (Qd) = (d�4)2d�3+1.[Hinweis: Man �nde induktiv eine Einbettung, in der die 2d�2 disjunkten Kreise(0; x2; : : : ; xd�1; 0); (0; x2; : : : ; xd�1; 1);(1; x2; : : : ; xd�1; 1); (1; x2; : : : ; xd�1; 0);xi 2 f0; 1g, Gebietsr�ander sind.]�Ubung 6.4.16 F�ur einen Graphen der Ordnung � 3 gilt: m � 3n+ 6((G) � 1).Die Komplexit�at des Einbettungsproblems. W�ahrend man also das Geschlechtspezieller Graphenfamilien bestimmen konnte, klassi�ziert der n�achste Satz das allgemeineProblem als NP-schwer.Satz 6.4.17 (Thomassen 1989) Das Entscheidungsproblem Graph Genus:INSTANZ: ein Graph G = (V;E) und ein h 2 IN0,FRAGE: (G)� h?ist NP-vollst�andig. 2F�ur festes h gibt es aber polynomielle Algorithmen. Da das Geschlecht eines jeden Graphennach Satz 6.4.13 O(n2) ist, m�ussen diese (falls P 6= NP) aber eine in h exponentielleLaufzeit haben.



210 INHALTSVERZEICHNISSatz 6.4.18 (Filotti, Miller, Reif 1979) Sei h 2 IN0 fest. Dann gibt es einen Algo-rithmus, der zu einem gegebenen Graphen G = (V;E) in Zeit O(jV jO(h)) entscheidet, ob(G) � h, und der, falls dies der Fall ist, G in die Fl�ache Sh einbettet. 2Wie f�ur planaren Graphen gibt es auch f�ur Fl�achen h�oheren Geschlechts eine Charak-terisierung der auf ihnen einbettbaren Graphen durch verbotene Subgraphen. So zeigteVollmerhaus 1968, da� es f�ur jedes  � 0 eine endliche Familie F von Graphen gibt,so da� (G) �  genau dann, wenn G keinen Subgraph hom�oomorph zu einem Elementaus F enth�alt. Eine Charakterisierung �uber Minoren folgt aus der Richtigkeit einer Ver-mutung von Wagner aus dem Jahre 1937, die Robertson und Seymour im Rahmenihres "graph minors project\s bewiesen, siehe [RS85a, RS85b, RS90, RS95].Satz 6.4.19 (Robertson, Seymour) Sei K eine bez�uglich Minorbildung abgeschlosseneGraphenklasse, d.h. es gilt: G 2 K ^ G � H ) H 2 K:Dann gibt es eine endliche Menge Obstr(K) von Graphen, so da� f�ur alle Graphen G gilt:G 2 K , G 6� H 8H 2 Obstr(K): 2Dieses Ergebnis z�ahlt zu den tieiegendsten und bedeutendsten Errungenschaften derGraphentheorie. Weiter konnten sie zeigen:Satz 6.4.20 (Robertson, Seymour 1995) Sei H ein fester Graph. Dann besitzt dasEntscheidungsproblem Minor Containment (H):INSTANZ: ein Graph G = (V;E),FRAGE: G � H?einen O(n3)-Algorithmus. 2Da die Klasse aller auf eine Fl�ache Sh einbettbaren Graphen bez�uglich Minorenbildungabgeschlossen ist, ergibt sich aus den obigen beiden S�atzen dasKorollar 6.4.21 F�ur eine geschlossene Fl�ache Sh, h � 0, besitzt das Problem GraphEmbedding:INSTANZ: ein Graph G = (V;E),FRAGE: ist G auf Sh einbettbar?einen O(n3)-Algorithmus. 2Man beachte jedoch, da� zum einen die Konstante des O(jV j3)-Algorithmus aus Satz6.4.20 astronomisch (in jH j) ist und man zum anderen die Hindernismenge Obstr(Sh) derminorminimalen, nicht auf die Fl�ache Sh einbettbaren Graphen nicht kennt. Der Beweisdes Satzes 6.4.19 ist hochgradig nicht-konstruktiv und die Aussage des Korollars dahereine reine Existenzaussage.Ein konstruktiver O(n10)-Algorithmus f�ur dieses Problem, der allerdings denRobertson-Seymour-Algorithmus f�ur das Entscheidungsproblem benutzt, �ndet sichin [Arch90]. Zur Approximation von Graph Genus siehe [CKK93].Die chromatische Zahl von Fl�achen h�oheren Geschlechts. Heawood ging auch derzur 4-Farben-Vermutung analogen Fragestellung f�ur Fl�achen h�oheren Geschlechts nach.



6.4. ? GRAPHEN H�OHEREN GESCHLECHTS 211De�nition 6.4.22 Die chromatische Zahl �(S) (�(N)) einer orientierbaren (nicht ori-entierbaren) geschlossenen Fl�ache S (N) vom Geschlecht  ist�(S) := max f�(G) : G auf S einbettbarg ;�(N) := max f�(G) : G auf N einbettbarg :Die 4-Farben-Vermutung besagt also gerade �(S0) = 4 (und nicht 5).Heawood zeigte die Wohlde�niertheit von �(S) bzw. �(N) auch f�ur  > 0:Satz 6.4.23 (Map Color Theorem) (Heawood 1890) Sei  > 0.�(S) � $7 +p1 + 482 % =: H() (6.4)�(N) � $7 +p1 + 242 % =: H() (6.5)Beweis. Wir zeigen nur den orientierbaren Fall, der nicht-orientierbare l�auft analog. SeiG = (V;E) ein auf S eingebetteter Graph mit �(G) = k. Ohne Einschr�ankung sei Gkritisch k-chromatisch, d.h. �(G� v) = k � 1 8v 2 V(sonst entferne Knoten). Dann gilt f�ur die Knotengraded(v) � k � 1 8v 2 V;denn sonst w�are eine (k � 1)-F�arbung von G� v auf v fortsetzbar. Es folgt2jEj � jV j(k� 1):Au�erdem ist G zusammenh�angend, und wir d�urfen jV j =: n � 3 annehmen. Aus derEuler-Poincar�eschen Formel (6.2):jV j � jEj+ jRj � 2� 2ergibt sich daher wegen 3jRj � 2jEjjEj � 3jV j+ 6( � 1):Setzt man beide Ungleichungen zusammen, erh�alt man alson(k�1)2 � jEj � 3n + 6( � 1)) (k � 7) n � 12( � 1):F�ur  = 0 ergibt sich daraus die wertlose Ungleichung k � 7� 12n oder k � 6 (wir wissen ausSatz 6.3.1 bereits k � 5!). Ist aber k � 7 )  > 0, so sind beide Seiten der Ungleichungnichtnegativ, und wir k�onnen wegen k � n folgern(k � 7) k � 12( � 1)) k � 72 +q494 + 12( � 1)) k � 7+p1+482 2Bemerkung.



212 INHALTSVERZEICHNIS� F�ur  = 0 erg�abe sich in (6.4) der 4-Farben-Satz, nur leider funktioniert der Beweisin diesem Fall nicht.� Wie anhand des Km;n gesehen (s. Satz 6.4.14), gibt es umgekehrt schon 2-f�arbbareGraphen beliebig hohen Geschlechts.Heawood glaubte sogar, Gleichheit in (6.4) gezeigt zu haben. F�ur  = 1 folgt dies wegender Einbettbarkeit des K7 auf dem Torus, s. Abbildung Seite 208. Heffter wies 1891auf die Unvollst�andigkeit in Heawoods Beweisf�uhrung hin und steuerte die Gleichheit ineinigen weiteren F�allen bei. Dirac zeigte, da� man sich allgemein auf die Untersuchungder vollst�andigen Graphen beschr�anken konnte, da jeder Graph G auf S mit maximalerchromatischer Zahl �(G) = �(S) schon einen K�(S) enth�alt, so da� Gleichheit in Satz6.4.23 genau dann gilt, wenn KH() auf der Fl�ache S einbettbar ist. Daher l�oste erst dievollst�andige Bestimmung des Geschlechts des vollst�andigen Graphen das Problem. Hierinliegt die eigentliche Bedeutung des Satzes 6.4.13 von Ringel und Youngs!Korollar 6.4.24 F�ur  > 0 gilt Gleichheit in (6.4):�(S) = H()�(N) = H()au�er im Fall der Kleinschen Flasche N2, wo �(N2) = 6.Beweis (wieder nur f�ur den orientierbaren Fall, der nicht-orientierbare l�auft au�er im Fallder Kleinschen Flasche N2 analog).Aus Satz 6.4.13 folgt f�ur den gr�o�ten auf S einbettbaren Kn:l (n�3)(n�4)12 m = (Kn) �  <  + 1 � (Kn+1) = l(n�2)(n�3)12 m) n2�7n+1212 �  < n2�5n+612 :Durch Au�osen nach n ergibt sich hieraus5+p1+482 < n � 7+p1+482) n = j7+p1+482 kund mithin �(S) � �(Kn) = n = H(). 2Interessanterweise konnte also das Problem, �(S) zu bestimmen, f�ur  > 0 gel�ost werden,w�ahrend das Problem in der Ebene nach wie vor o�en blieb.



6.5. DER 4-FARBEN-SATZ UND KOMPLEXIT�ATSFRAGEN 2136.5 Der 4-Farben-Satz und Komplexit�atsfragenDie chromatische Zahl von Fl�achen h�oheren Geschlechts war bestimmt, Mayer [May75]konnte die Birkhoff-Zahl, die angibt, wieviele Knoten ein Gegenbeispiel zur 4-Farben-Vermutung mindestens haben mu�, auf 96 hochschrauben, aber ein Beweis der 4-Farben-Vermutung war nicht in Sicht.Ein einfaches Abz�ahlargument schlie�t zumindest eindeutig f�arbbare, 5-chromatischeplanare Graphen aus.�Ubung 6.5.1 (Chartrand, Geller 1969)a) Jeder eindeutig 4-f�arbbare, planare Graph ist maximal planar.b) Kein planarer Graph ist eindeutig 5-f�arbbar.Bewiesen wurde die 4-Farben-Vermutung kurioserweise schlie�lich mit Methoden, dieKempes urspr�ungliche Beweisidee aufgreifen. Zum Beweis wird die Annahme, es g�abeeinen planaren Graphen, der nicht 4-f�arbbar und somit notwendig 5-chromatisch ist, zumWiderspruch gef�uhrt. Unter dieser Widerspruchsannahme gibt es o�enbar auch einen kno-tenminimalen und maximal planaren, 5-chromatischen Graphen. Eine solches Gegenbei-spiel zur 4-Farben-Vermutung, eine 5-chromatische Triangulation der Ebene mit minimalvielen Knoten, wollen wir einen irreduziblen Graphen nennen.�Ubung 6.5.2 Ein knotenminimaler, 5-chromatischer planarer Graph ist eine Triangula-tion.Zum Beweis der 4-Farben-Vermutung gen�ugt es dann, zu zeigen, da� irreduzible Gra-phen nicht existieren. Um die gebr�auchliche Notation einzuf�uhren, vergegenw�artigen wiruns noch einmal die Beweisstruktur des 5-Farben-Satzes 6.3.1. Aus Korollar 6.1.14 wissenwir, da� jede ebene Triangulation G einen Knoten vom Grad h�ochstens 5 besitzt, d.h. Genth�alt mindestens eine der folgenden Kon�gurationen:���������	Dabei verstehen wir unter einer Kon�guration in einer Triangulation einen trennendenKreis C mit nichtleerem "Inneren\ (das hier nur aus einem Knoten besteht). Die L�angedes Kreises hei�t die Ringgr�o�e der Kon�guration. Eine Menge von Kon�gurationen (wiedie aus obiger Abbildung), von denen mindestens eine in jeder Triangulation der Ebeneauftreten mu�, nennen wir unvermeidbar.Die Beweisidee im Fall des 5-Farben-Satzes ist es nun, nachzuweisen, da� alle Kon�gura-tionen der obigen unvermeidbaren Menge reduzierbar sind, d.h. in einem knotenminimalenGegenbeispiel zum 5-Farben-Satz nicht auftreten k�onnen - folglich gibt es keine Gegen-beispiele. Warum sind die obigen 3 Kon�gurationen reduzierbar? Nun, nehmen wir an,eine knotenminimale, 6-chromatische Triangulation bes�a�e eine dieser Kon�gurationen.Entfernen wir jeweils den Knoten v im Inneren des Kreises, wissen wir aufgrund der Kno-tenminimalit�at, da� der Restgraph 5-f�arbbar ist. In den ersten beiden F�allen l�a�t sich diese



214 INHALTSVERZEICHNIS5-F�arbung unmittelbar auf den Knoten v fortsetzen. Im letzten Fall zeigte ein Kempe-Ketten-Argument, da� es, falls die 5-F�arbung des Restgraphen tats�achlich alle 5 Farbenauf dem Ring benutzt, auch eine 5-F�arbung des Restgraphen gibt, die nur 4 Farben aufdem Ring benutzt, so da� auch hier wieder eine Farbe f�ur den Knoten v �ubrigbleibt.Kempes Ansatz war, zu zeigen, da� die GraphenW3;W4;W5 aus der obigen unvermeid-baren Menge reduzierbar sind, d.h. in einem irreduziblen Graphen nicht auftreten k�onnen.W3 ist nat�urlich reduzierbar, f�ur W4 folgt dies aus einem Kempe-Ketten-Argument wieim Beweis des 5-Farben-Satzes. Das bedeutet:Korollar 6.5.3 Ein irreduzibler Graph ist vom minimalen Grad � � 5. 2Der Beweis der 4-Farben-Satzes w�are nun also komplett, k�onnte man auch die Reduzier-barkeit von W5 nachweisen, denn dies st�ande ja im Widerspruch zur Unvermeidbarkeitder Menge fW3;W4;W5g. Beim Nachweis der Reduzierbarkeit von W5 irrte Kempe.Um 1935 gri� Heesch jedoch diese Idee wieder auf, um auch die 4-Farben-Vermutungzu beweisen, und sie f�uhrte letztendlich auch zum Ziel [AH77, AHK77]:Satz 6.5.4 (Appel, Haken, Koch 1977) Jeder planare Graph ist 4-f�arbbar. 2Die drei Autoren fanden eine unvermeidbare Menge von 1818 reduzierbaren Kon�gura-tionen, alle Ringgr�o�e h�ochstens 14. Die Anzahl konnte man seither auf 1258 dr�ucken.Es ist unmittelbar einsichtig, warum f�ur diesen Beweisansatz der Einsatz eines Computersnotwendig ist. Da bis heute auch noch kein "eleganterer\ Beweis gefunden wurde, der ohnediese gigantische Fallunterscheidung auskommt, mutma�en die Autoren, da� dieser Satzwom�oglich von einer Art ist, die ein solches Vorgehen und damit den Einsatz des Com-puters unumg�anglich macht. Nur leider kann ein solcher Beweis kein Verst�andnis daf�urvermitteln, was der "tiefere Grund\ f�ur die Richtigkeit einer Aussage ist.Robertson, Sanders, Seymour und Thomas [RSST94] best�atigten k�urzlich diesenBeweisansatz durch einen neuen Computerbeweis des 4-Farben-Satzes 6.5.4, der nur 633Kon�gurationen benutzt und zudem auch konzeptionell einfacher ist.Zum Nachweis der Reduzierbarkeit einer Kon�guration kann man o�enbar s�amtliche 4-F�arbungen des zugrundeliegenden irreduziblen Graphen G zu Hilfe nehmen, bei dem mandie Kon�guration durch eine beliebige andere Kon�guration derselben Ringgr�o�e aber aufweniger Knoten ersetzt hat. Eine einfache Anwendung dieser Beobachtung istProposition 6.5.5 (Birkhoff 1913)Kon�gurationen mit Ringgr�o�e h�ochstens 4 (gleich was ihr Inneres!) sind reduzierbar.Beweis. Sei C = (v1; : : : ; vl), l � 3, der trennende Kreis einer solchen Kon�guration ineinem irreduziblen Graphen G. Bezeichne I bzw. A das Innere von C bzw. das �Au�erevon C jeweils vereinigt mit C. I und A enthalten beide mindestens einen Knoten wenigerals G, sind also 4-f�arbbar.Im Fall l = 3 sind nat�urlich alle Knoten vi, i = 1; 2; 3, verschieden gef�arbt, und durchPermutation der Farben setzt man die 4-F�arbungen von I und A zu einer 4-F�arbung vonG zusammen, die Kon�guration tritt daher in einem irreduziblen Graphen nicht auf undist also reduzierbar.Im Fall l = 4 ist man ebenso fertig, falls I und A 4-F�arbungen besitzen, die auf C allevier Farben benutzen. Ohne Einschr�ankung besitze also I nur 4-F�arbungen, die auf Ch�ochstens 3 Farben benutzen (durch Einf�ugen von Diagonalen auf C erkennt man, da�



6.5. DER 4-FARBEN-SATZ UND KOMPLEXIT�ATSFRAGEN 215man die Benutzung von 3 Farben auf C erzwingen kann). Sei � nun eine 4-F�arbung vonA+fv1; v3g. Benutzt � nur drei Farben auf C, kann man sie o�enbar mit einer 4-F�arbungvon I + fv1; v3g zusammensetzen. Benutzt � aber 4 Farben auf C, so l�a�t sich daraus mitHilfe eines Kempe-Ketten-Arguments wie beim 5-Farben-Satz immer auch eine 4-F�arbung�0 von A gewinnen, die nur 3 Farben auf C verwendet. Diese kann man nun je nachdemmit einer 4-F�arbung von I + fv1; v3g bzw. I + fv2; v4g zusammensetzen. 2Aus dem Beweis zu Lemma 6.3.16 wissen wir, da� jede minimal trennende Menge ineiner Triangulation ein Kreis ist. Folglich erhalten wir aus obiger Proposition dasKorollar 6.5.6 Ein irreduzibler Graph ist 5-zusammenh�angend. 2Ein wichtiges Hilfsmittel zum Nachweis der Unvermeidbarkeit einer Menge von Kon�-gurationen ist die auf Heesch [Hee69] zur�uckgehende Methode des Entladens, die wir amfolgenden Beispiel illustrieren wollen. Es ersetzt den W5 durch zwei andere Kon�guratio-nen.Proposition 6.5.7 (Wernicke 1904) Die folgende Menge von Kon�gurationen ist un-vermeidbar:���������	
�Beweis. Sei also im Widerspruch zur Behauptung G = (V;E) eine irreduzible Triangula-tion ohne Knoten vom Grad � 4 und ein Knoten vom Grad 5 sei nicht zu einem anderenKnoten vom Grad 5 oder 6 benachbart. Lade jeden Knoten v 2 V entsprechend seinemGrad mit der Ladung l(v) := 6 � d(v). Die gesamte verteilte Ladung bel�auft sich daherauf Xv2V f6� d(v)g = 6jV j � 2jEj = 12;da f�ur eine Triangulation jEj = 3jV j � 6. Entlade nun jeden positiv geladenen Knoten,d.h. jeden Knoten vom Grad 5, durch gleichm�a�ige Verteilung seiner Ladung auf seineNachbarn. Nach Annahme tragen alle Knoten vom Grad 5 oder 6 jetzt die Ladung 0.Da G eine Triangulation ist, darf ein Knoten v vom Grad d(v) � 7 in G nach Annahmenur h�ochstens d(v)2 viele Nachbarn vom Grad 5 haben und ist daher noch immer negativgeladen: d(v) > 203 ) 6� d(v) + d(v)2 � 15 < 0:Die Gesamtladung w�are nach dem Umverteilen also h�ochstens Null, Widerspruch. 2�Ubung 6.5.8 (Appel, Haken) Die folgende Menge ist unvermeidbar:���������	
�



216 INHALTSVERZEICHNIS[Hinweis: ein Knoten vom Grad 5 gebe nun die Ladung 1/3 an alle seine Nachbarn vomGrad mindestens 7 ab.]W�ahrend der Nachweis der Unvermeidbarkeit einer Menge von Kon�gurationen oderder Reduzierbarkeit einer speziellen Kon�guration (unter bestimmten Methoden) keinprinzipielles Problem darstellt, aber gerade bei gr�o�erer Ringgr�o�e �uberm�a�ig zeitaufwen-dig sein kann, besteht die Leistung von Appel, Haken und Koch im wesentlichen inder feinen Abstimmung des Zusammenspiels der beiden widerstrebenden Probleme. Hierkamen insbesondere wahrscheinlichkeitstheoretische Argumente zum Zuge.Die Komplexit�at des planaren F�arbungsproblemsWir wissen (oder glauben) nun, da� jeder planare Graph 4-f�arbbar ist. Aus den obenerw�ahnten Beweisen des 4-Farben-Satzes ergeben sich sogar ein O(n4)-Algorithmus [AH89]bzw. ein O(n2)-Algorithmus [RSST96] (allerdings mit gro�en Konstanten), um eine ent-sprechende F�arbung zu konstruieren. Ob ein Graph zweif�arbbar (bipartit) ist, l�a�t sich(leicht) in linearer Zeit feststellen. Ist ein planarer Graph jedoch nicht zweif�arbbar, so istdas Problem, zu entscheiden, ob seine chromatische Zahl 3 oder 4 ist, schon NP-vollst�andig,denn es gilt:Satz 6.5.9 (Stockmeyer 1973) Das Problem Planar 3-Colorability:INSTANZ: ein planarer Graph G,FRAGE: �(G) � 3?ist NP-vollst�andig.Beweis. Eine Einbettung und eine 3-F�arbung sind ein Zerti�kat f�ur ein Element der Spra-che der planaren, 3-f�arbbaren Graphen, das sicher in polynomieller Zeit �uberpr�ufbar ist.Daher ist Planar 3-Colorability 2 NP.Zum Nachweis der NP-Vollst�andigkeit reduzieren wir vom NP-vollst�andigen Entschei-dungsproblem 3-Colorability. Sei also eine Instanz von 3-Colorability, d.h. einGraph G = (V;E), gegeben. Betrachte den "Baustein\ H :���������Wie man sich leicht �uberzeugt, hat der Baustein H folgende Eigenschaften:1. In jeder 3-F�arbung von H tragen jeweils u und u0 sowie v und v0 dieselbe Farbe.



6.5. DER 4-FARBEN-SATZ UND KOMPLEXIT�ATSFRAGEN 2172. F�ur alle (i; j) 2 f1; 2; 3g� f1; 2; 3g gibt es eine 3-F�arbung � von Hmit �(u) = �(u0) = i und �(v) = �(v0) = j.Wir konstruieren nun in polynomieller Zeit aus G einen planaren Graphen G0 wie folgt.� Zeichne G so in die Ebene, da� Kanten (d.h. die zugeh�origen Jordankurven) nurihre Endpunkte mit V gemeinsam haben, sich nicht selbst schneiden, andere Kantenh�ochstens einmal schneiden und sich in einem Punkt, der kein Knoten ist, h�ochstenszwei Kanten schneiden (�Ubung).� F�uge auf jeder Kante e = fx; yg 2 E, die von k(e) anderen Kanten gekreuzt wird,k(e) + 1 neue Knoten (vom Grad 2) zwischen den �Uberkreuzungen und zwischen xbzw. y und der benachbarten �Uberkreuzung ein. Die letzteren beiden Knoten nennex0 bzw. y0. Wegen (6.6) werden dabei insgesamt h�ochstens polynomiell viele neueKnoten eingef�ugt.� Man ersetze nun jede �Uberkreuzung zweier Kanten fu; u0g und fv; v0g durch denBaustein H , indem man die vier Anschl�usse von H mit den der �Uberkreuzung be-nachbarten, neu eingef�ugten vier Knoten identi�ziert. Wieder werden nur polynomi-ell viele Knoten eingef�ugt.� F�ur jede Kante e = fx; yg 2 E kontrahiere schlie�lich beliebig eine der Kantenfx; x0g oder fy; y0g.Dann gilt: G 3-f�arbbar , G0 3-f�arbbar,denn einerseits kann jede 3-F�arbung von G wegen (2.) auf G0 fortgesetzt werden, f�arbtman jeden auf einer Kante fx; yg 2 E eingef�ugten Knoten wie den, der durch Kontraktionentstand, und umgekehrt induziert jede 3-F�arbung � von G0 eine solche von G, denn aus�(x) = �(y) f�ur zwei in G benachbarte Knoten x; y folgte, falls x die kontrahierte Kante,wegen (1.) auch schon �(y0) = �(y), Widerspruch. Die Reduktion ist o�ensichtlich inpolynomieller Zeit berechenbar. 2Tats�achlich bleibt auch das Problem Planar 3-Colorability eingeschr�ankt auf Gra-phen vom Maximalgrad 4 NP-vollst�andig:Korollar 6.5.10 [GJS76] Planar 3-Colorability (� � 4) ist NP-vollst�andig.Beweis. Die Bausteine Hk aus dem Beweis von Satz 5.4.3 sind planar. 2Trotzdem lassen sich 3-f�arbbare, planare Graphen h�ubsch charakterisieren:�Ubung 6.5.11 (Heawood 1898) Ein planarer Graph ist 3-f�arbbar genau dann, wenn erSubgraph einer Eulerschen Triangulation ist.[Hinweis: Korollar 6.3.36. Zu ")\: betrachte zun�achst 2-zusammenh�angende Graphen]



218 INHALTSVERZEICHNIS6.6 ? Kreuzungszahl, Dicke, Arborizit�at und BuchdickeKreuzungszahl. Auch nicht planare Graphen kann man in die Ebene zeichnen - aller-dings nur mit "�Uberkreuzungen\. Wir kommen dabei �uberein, da�� die eine Kante repr�asentierende Jordankurve nur ihre beiden Endpunkte mit derKnotenmenge gemeinsam hat;� sich in einem Punkt, der kein Knoten ist, h�ochstens zwei (verschiedene) Kantenscheiden;� sich zwei Kanten h�ochstens einmal kreuzen und� sich inzidierende Kanten nicht schneiden.Da sich eine beliebige Zeichnung eines Graphen in die Ebene stets ohne zus�atliche Kreuzun-gen in eine Zeichnung, die den obigen vier Bedingungen gen�ugt, umwandeln l�a�t (�Ubung),betrachten wir im folgenden o.B.d.A. nur noch derartige Zeichnungen. Das minimalek 2 IN0, so da� sich ein Graph G mit k �Uberkreuzungen in die Ebene zeichnen l�a�t,hei�t die Kreuzungszahl cr(G) von G.Wenn man die Knoten eines vollst�andigen Graphen auf einem Kreis anordnet und dieKanten als Geradenst�ucke einzeichnet, so entsprechen sich Kreuzungen und vierelementigeTeilmengen der Knotenmenge bijektiv; also giltcr(G) � cr(Kn) �  n4!: (6.6)Da man jede �Uberkreuzung durch einen Henkel oder eine Kreuzhaube eliminierenkann, stellt die Kreuzungszahl eine obere Schranke f�ur das orientierbare wie das nicht-orientierbare Geschlecht dar. I.a. k�onnen Kreuzungszahl und Geschlecht jedoch beliebigweit auseinanderfallen:�Ubung 6.6.1 a) Der Petersen-Graph hat Kreuzungszahl 2.b) Man konstruiere Graphen Gk, k 2 IIN, f�ur die zwar cr(Gk) � k, die aber eine Kanteek 2 E(Gk) enthalten, so da� Gk � ek planar ist.Das Problem, f�ur einen Graphen eine Zeichnung in die Ebene mit minimal vielen �Uberkreu-zungen zu �nden, ist von Bedeutung bei Verdrahtungs- und Layout-Problemen im VLSI-Design (siehe [Lei83]) sowie bei der automatisierten Erstellung von "�asthetischen\ und�ubersichtlichen Diagrammen von Graphen (siehe [BETT94]); die Berechnung der Kreu-zungszahl eines Graphen ist jedoch NP-schwer [GJ83]. Die Kreuzungszahl konnte bishernur f�ur wenige Graphen bestimmt werden.�Ubung 6.6.2 Man �nde eine Einbettung des K6 in die Ebene mit 3 �Uberkreuzungen undzeige, da� dies bestm�oglich ist.Allgemein kennt man f�ur die Kreuzungszahl des vollst�andigen Graphen Kn lediglich diefolgende Verbesserung der trivialen Schranke (6.6):Satz 6.6.3 (Guy 1960;Bla�zek, Koman 1964) F�ur die Kreuzungszahl des vollst�andigenGraphen gilt: cr(Kn) � 14 �n2� �n� 12 ��n� 22 � �n� 32 � : (6.7)



6.6. ? KREUZUNGSZAHL, DICKE, ARBORIZIT�AT UND BUCHDICKE 219Beweis. F�ur gerades n zeichnen wir den Kn wie folgt auf einen Zylinder. Sei n = 2k f�urein k 2 IIN. Auf den Kreisrand eines jeden der beiden "Deckel\ des Zylinders setzen wirje k Knoten �aquidistant. Die Knoten auf je einem Kreisrand verbinden wir untereinanderdurch Diagonalen auf dem zugeh�origen Deckel. Da genau jede vierelementige Teilmenge derKnoten auf einem Kreisrand eine Kreuzung induziert, entstehen also auf den Deckeln aufdiese Weise genau 2 � �k4� Kreuzungen. Die Kanten zwischen den Knoten aus verschiedenenKreisr�andern f�uhren wir �uber geod�atische (d.h. lokal k�urzeste, hier also Helix-artige) Kur-ven auf dem Zylindermantel. Seien die Knoten aus den Kreisr�andern jeweils mit 0; : : : ; k�1durchnumeriert, so da� sich Knoten mit gleicher Nummer "gegen�uberliegen\. Gegen�uber-liegende Knoten verbinden wir durch ein Geradenst�uck. Dann verbinden wir jeden Knoteni auf dem unteren Deckel mit dem Knoten i+1 auf dem oberen durch eine k�urzeste Kurve(dabei entstehen noch keine Kreuzungen). In der dadurch de�nierten "Richtung\ verbin-den wir nun auch jeden Knoten i auf dem unteren Deckel mit dem Knoten i+ 2 auf demoberen durch eine Geod�atische; es entstehen genau k Kreuzungen. Wenn man so fortf�ahrt,f�uhrt dies zu k�1Xi=0 k � i�1Xj=1 j = k � k�1Xi=2 k � i�1Xj=1 j = k2(k � 1)(k� 2)6vielen Kreuzungen auf dem Zylindermantel. Insgesamt enth�alt diese Zeichnung also wiegew�unscht k(k�1)2(k�2)4 viele Kreuzungen.F�ur ungerades n, n = 2k � 1, zeichnen wir erst den Kn+1 wie eben ein und entfernendann wieder einen Knoten. Auf dem zugeh�origen Deckel fallen dadurch �k�13 � Kreuzungenfort. Da jede Kreuzung auf dem Zylindermantel je zwei Knoten in jedem Kreisrand be-tri�t, ist nach obiger Rechnung jeder Knoten an k(k�1)(k�2)3 vielen Kreuzungen auf demZylindermantel beteiligt. Auch diese Einbettung hat mithin wie gew�unschtk(k � 1)2(k � 2)4 �  k � 13 ! � k(k � 1)(k� 2)3 = (k � 1)2(k� 2)24viele Kreuzungen. 2Guy [Guy71, Guy72] zeigte Gleichheit in (6.7) f�ur die F�alle 1 � n � 10.Kleitman [Kle70]konnte als untere Schranke cr(Kn) � (n � 3)4=120 nachweisen. Man vermutet Gleichheitin (6.7).F�ur die Kreuzungszahl der vollst�andig bipartiten Graphen (ihre Bestimmung wird auch"Tur�ans brick-factory problem\ genannt) liefert bereits das folgende einfache Schema diebeste bekannte obere Schranke. Die Knoten der einen Bipartitionsklasse werden entlangder x-Achse, die der anderen entlang der y-Achse angeordnet, so da� die Knoten aufjeder Achse jeweils m�oglichst gleichm�a�ig um den Nullpunkt verteilt sind. Die folgendeAbbildung zeigt eine entsprechende Zeichnung des K5;7:������



220 INHALTSVERZEICHNIS�Ubung 6.6.4 a) [Zar54] F�ur die Kreuzungszahl des vollst�andig bipartiten Graphen gilt:cr(Kr;s) � �r2��r� 12 ��s2� �s � 12 � : (6.8)b) cr(K4;4) = 4.Kleitman [Kle70] konnte Gleichheit in (6.8) zeigen f�ur 1 � minfr; sg � 6.Im Gegensatz zur Situation bei den planaren Graphen unterscheidet sich die soge-nannte gradlinige Kreuzungszahl cr(G) eines Graphen, bei der die Kanten eines GraphenGradenst�ucke sind, von der Kreuzungszahl cr(G). Es gilt beispielsweise cr(K8) = 19 >18 = cr(K8) [Guy71, Guy72]. Tats�achlich kann die Di�erenz zwischen den beiden Gra-phenparametern beliebig gro� werden, siehe [BN92, BN93].Gute untere Schranken f�ur Kreuzungszahlen gewinnt man durch VLSI-Techniken, siehe[Lei83]. Einen �Uberblick �uber Ergebnisse und Probleme zur Kreuzungszahl geben [EG73,SSV95].Dicke. Eine weitere Ma�zahl neben der Kreuzungszahl f�ur die Nichtplanarit�at eines Gra-phen G ist die sogenannte Dicke th(G) (engl. thickness). Sie bezeichnet die kleinste Anzahlplanarer Subgraphen von G, deren (Kanten-)Vereinigung gleich G ist. O�ensichtlich giltth(G) � m3n� 6 :Angewandt auf die vollst�andigen Graphen erhalten wir (n � 3):th(Kn) � �n(n� 1)6(n� 2)� = �n(n� 1) + 6(n� 2)� 16(n� 2) � = �n+ 76 � : (6.9)�Ubung 6.6.5 Die Dicke des K8 und des K6;6 ist zwei.Man folgert, da� auch th(Kn) = 2, n = 5; 6; 7, und th(K9) � 3. Tats�achlich gilt in(6.9) stets Gleichheit bis auf die Ausnahmen th(K9) = th(K10) = 3. Mehr zur Dickevon speziellen Graphenfamilien in [Bei67a, Bei67b, Kle67]. Die Dicke eines Graphen zuberechnen ist NP-schwer [Man83].Vergleichen wir Dicke und Geschlecht eines Graphen: Wie der K4;s zeigt, kann man dasGeschlecht eines Graphen nicht durch eine Funktion der Dicke allein nach oben absch�atzen.Es gilt jedochProposition 6.6.6 [DH91] (G) � (th(G)� 1)(n� 1):Beweis. Sei G = (V;E) die Vereinigung von planaren Graphen G(1); : : : ; G(th), jeweils aufder Knotenmenge V . Seien zun�achst alle G(i), i = 1; : : : ; th, auf jeweils einer separatenSph�are S(i) eingebettet. Wir entfernen nun die Knoten der Graphen G(i), i = 2; : : : ; th. Seiv 2 G(i), i 2 f2; : : : ; thg, ein solcher Knoten. Schneide um v eine kleine Kreisscheibe ausS(i) heraus, so da� diese Kreisscheibe nur den Knoten v sowie mit v inzidierende Kantenenth�alt und jede mit v inzidierende Kante die Kreisscheibe genau einmal verl�a�t. Ebensoschneiden wir in der Umgebung des Repr�asentanten von v auf S(1) eine kleine Kreisscheibein einem an diesen Knoten anliegenden Gebiet aus, so da� diese Kreisscheibe keine Kantevon G(1) ausschneidet. Die beiden Kreisscheiben verbinden wir durch eine R�ohre (einen"Schlauch\) R(v;i). �Uber diesen Schlauch lassen sich dann die mit v in G(i) inzidierenden



6.6. ? KREUZUNGSZAHL, DICKE, ARBORIZIT�AT UND BUCHDICKE 221Kanten mit dem Repr�asentanten von v in G(1) verbinden.F�ur einen festen Knoten v0 2 V vereinigen nun die R�ohren R(v0;i), i = 2; : : : ; th, die thSph�aren zu einer einzigen (zu S(1) hom�oomorphen) Sph�are. Die restlichen (n� 1)(th� 1)R�ohren bilden Henkel. 2Wir ahmen einen Beweis aus [DH91] nach, um umgekehrt die Dicke durch das Geschlechtabzusch�atzen.Proposition 6.6.7 [DH91] th(G) � l4 +p2(G)m :Beweis. O.B.d.A. gilt o�enbar (G) � 1. Sei k 2 IIN (wir werden k sp�ater bestimmen).Setze H := G. G1; : : : ; Gk seien zun�achst leere Graphen auf der Knotenmenge V . Solangees nun in H einen Knoten v vom Grad 0 < d(v) � k gibt, entferne alle mit v inzidierendenKanten aus H , verteile sie jeweils einzeln auf die Graphen G1; : : : ; Gd(v) und iteriere.Wenn schlie�lich alle Knoten in H Grad 0 oder � k + 1 haben, dann sind die erhaltenenGraphen Gi, i = 1; : : : ; k, kreisfrei: denn angenommen, C sei ein Kreis in einem Gj ;Betrachte den Knoten c auf C, der zuerst aus H entfernt wurde; Aus der Verfahrensweise,wie die mit c inzidierenden Kanten auf die Graphen Gi verteilt wurden, folgt dC(v) � 1 -Widerspruch.Sei nun H 0 der von den Knoten vom Grad � k+ 1 in H induzierte Subgraph und n0 bzw.m0 seine Knoten- bzw. Kantenzahl. Mit �Ubung 6.4.16 giltn0 � (k + 1) � 2m0 � 2 �3n0 + 6((H 0)� 1)� � 6n0 + 12((G)� 1);woraus n0 � 12((G)�1)k�5 folgt. Da th(Kn) � n+96 f�ur alle n 2 IIN (s.o.), �nden wirth(H) = th(H 0) � th(Kn0)� n0 + 96� 16 �12((G)� 1)k � 5 + 9�= 4(G) + 3k � 192(k � 5) :Diese obere Schranke f�ur die Dicke von H strebt f�ur k !1 gegen 3=2. Wenn wir also knur gro� genug w�ahlen, k�onnen wir erreichen, da� diese obere Schranke � k ist. L�ost mandie entsprechende quadratische Ungleichung in k, �ndet man k � 13=4 + q1716 + 2(G).Mithin ist f�ur k := �4 +q2(G)� ((G)�1)� 13=4 +r1716 + 2(G)die Dicke von H h�ochstens k.Sei P1; : : : ; Pth, th := th(H) � k, eine Zerlegung von E(H) (bzw. von E(H 0)) in planareGraphen. Der Beweis ist vollendet, wenn wir zeigen, da� die Kantenvereinigung der Gra-phen Gi und Pi, i = 1; : : : ; th, jeweils planar ist. Dazu wiederum gen�ugt es, zu zeigen,da� jeder Baum T im Wald Gi nur h�ochstens einen Knoten aus V (H 0) enth�alt: angenom-men, T enthielte zwei Knoten x und y aus V (H 0) und der eindeutige x � y�Pfad in Tkeine weiteren Knoten aus V (H 0). Der x � y�Pfad p h�atte dann l(p) Kanten, die allezu Gi geh�orten, aber nur die l� 1 inneren Knoten wurden "aufgel�ost\ und haben jeweilsh�ochstens eine Kante zu Gi beigetragen - Widerspruch. 2



222 INHALTSVERZEICHNISDer Kn zeigt, da� die Absch�atzungen aus den beiden letzten Propositionen bis auf einenFaktor korrekt sind.Arborizit�at. Ein der Dicke sehr �ahnlicher Parameter ist die Arborizit�at a(G) eines Gra-phen (auch Waldzerlegungszahl). Sie bezeichnet die minimale Anzahl kreisfreier Subgra-phen von G, deren (Kanten-) Vereinigung G ist. Da ein Wald maximal n� 1 Kanten hat,ben�otigt man also mindestens m=(n � 1) viele solcher W�alder. Daraus ergibt sich eineuntere Schranke f�ur a(G), die erstaunlicherweise schon scharf ist:Satz 6.6.8 (Nash-Williams 1964) F�ur jeden Graphen G gilta(G) = maxH � jE(H)jjV (H)j � 1� ; (6.10)wobei H �uber alle nicht-trivialen, induzierten Subgraphen von G l�auft.Die Arborizit�at des Graphen Kn beispielsweise berechnet sich mit Hilfe von Satz 6.6.8unmittelbar zu a(Kn) = dn=2e. In �Ubung 3.2.1a wurde eine entsprechende Wald- bzw.Baum-Zerlegung konstruiert (f�ur n ungerade f�uge man dem Graphen zun�achst einen Kno-ten hinzu).Beweis von Satz 6.6.8:Den Beweis f�uhrt man heute zumeist allgemeiner im Rahmen der Matroid-Theorie, siehe[Wel76, Chapter 8.4]. Chen et al. [CMWZZ94] gaben jedoch einen kurzen graphentheo-retischen Beweis f�ur die Richtung "�\ in (6.10) durch Induktion �uber die Anzahl m derKanten von G. F�ur W�alder ist die Aussage (6.10) o�ensichtlich richtig. Sei G also einGraph mit m Kanten, und (6.10) f�ur alle Graphen mit weniger als m Kanten richtig. FallsG nicht zusammenh�angt, so folgt (6.10) sofort aus der Induktionsvoraussetzung. Ebenso,falls a(G) = a(G� e) f�ur eine Kante e 2 E, da danna(G) = a(G� e) (IV )= maxH�G�e � jE(H)jjV (H)j � 1� � maxH�G � jE(H)jjV (H)j � 1� :Es gen�ugt also, (6.10) f�ur alle zusammenh�angenden, a-kritischen (d.h. a(G�e) = a(G)�1f�ur alle Kanten e 2 E) Graphen G (wie beispielsweise den K3) zu zeigen. Dies wiederumleiten wir leicht aus der folgenden Behauptung ab:Sei G zusammenh�angend und a-kritisch mit n � 2. Dann ist f�ur jede Kante e 2 E jede(a(G)� 1)�Waldzerlegung von G � e eine Zerlegung in a(G)� 1 spannende B�aume vonG.Denn unter Benutzung dieser Behauptung haben wirm� 1 = jE(G� e)j = (a(G)� 1)(n� 1);woraus sofort a(G) = la(G)� 1 + 1n�1m = l (a(G)�1)(n�1)+1n�1 m= l mn�1m � maxH l jE(H)jjV (H)j�1mfolgt, was zu zeigen war.Beweis der Behauptung. Angenommen, die Behauptung sei falsch. Sei dann G ein zu-sammenh�angender und a-kritischer Graph, der eine Kante e = fu; vg enth�alt, so da�



6.6. ? KREUZUNGSZAHL, DICKE, ARBORIZIT�AT UND BUCHDICKE 223G � e eine Waldzerlegung W1; : : : ;Wa�1 besitzt, a := a(G), bei der W1 kein G spannen-der Baum ist. Wegen a(G) > a(G � e) enth�alt jedes Wi + e, 1 � i � a � 1, (genau)einen Kreis. Die Komponente von W1, die u und v enth�alt, spannt also nur eine echteUntermenge U � V der Knoten. Wir betrachten nun die Menge Z aller Waldzerlegungenvon G der Form Z 0 = (W 01; : : : ;W 0a�1; e0), wobei eine Komponente von W 01 ein spannenderBaum von G[U ] ist und e0 2 G[U ]. Wie die Waldzerlegung (W1; : : : ;Wa�1; e) zeigt, istZ nicht leer. Da G zusammenh�angt, ist E(G) n E(G[U ]) 6= ;. Da G a-kritisch ist, be-sitzt G[U ] also eine (a�1)�Waldzerlegung A1; : : : ; Aa�1. Mithin gibt es auch ein ElementZ� = (W �1 ; : : : ;W �a�1; e�) 2 Z , das die folgende Funktion f : Z ! IIN maximiert:f(W 01; : : : ;W 0a�1; e0) := a�1Xi=1 jW 0i \Aij:Wir f�uhren dies zum Widerspruch, indem wir ein Element aus Z konstruieren, da� einennoch gr�o�eren f -Wert als Z� hat. Wie oben enth�alt wegen a(G) > a(G � e) auch jedesW �i + e� (genau) einen Kreis Ci. �Uberlegen wir uns, da� alle diese Kreise Ci ganz in G[U ]verlaufen. F�ur i = 1 ist dies nach De�nition von Z klar. Angenommen, ein Kreis Ci,2 � i � a � 1, verl�a�t G[U ] und f 2 Ci \ hU; V n Ui sei eine Kreiskante, die aus G[U ]herausf�uhrt. Dann w�are (W �1 + f; : : : ;Wi + e� � f; : : : ;W �a�1) eine Waldzerlegung von Gim Widerspruch zu a(G) = a.Da schlie�lich e� 2 G[U ], folgt e� 2 Ai f�ur ein 1 � i � a � 1. Da Ai kreisfrei ist, gibt eseine Kante f 2 Ci nAi. Mithin istf(W �1 ; : : : ;W �i + e� � f; : : : ;W �a�1; f) > f(Z�): 2Zusammen mit Korollar 6.1.10 ergibt sich aus diesem Satz, da� planare Graphen Ar-borizit�at h�ochstens drei haben, woraus folgt:th(G) � a(G) � 3th(G):Die Arborizit�at l�a�t sich daher �ahnlich gegen das Geschlecht absch�atzen wie die Dicke,siehe [Sch87a]. Anders als bei der Dicke gibt es jedoch (wie so oft, wenn Graphenparame-ter wohlcharakterisiert sind) polynomielle Algorithmen, um eine minimale Waldzerlegungeines Graphen zu berechnen, siehe [Kam76, RT85, GW92].Buchdicke. Ein p-Buch ist eine Gerade L im IR3 zusammen mit p Halbebenen, die Lals gemeinsamen Rand haben. Die Buchdicke bth(G) (auch Seitenzahl) eines Graphen Gist das minimale p, so da� G wie folgt (kreuzungsfrei) in ein p-Buch eingebettet werdenkann: alle Knoten liegen auf L, und jede Kante von G ist in L oder aber in einer Buchseiteenthalten.10 O�ensichtlich gilt th(G) � dbth(G)=2e. Zusammenh�angende Graphen mitkleiner Buchdicke lassen sich leicht charakterisieren:Proposition 6.6.9 F�ur einen zusammenh�angenden Graphen G gilt:� bth(G) = 0 , G �= Pn;� bth(G) � 1 , G ist kreisartig planar;10Die Bedingung an den Verlauf der Kanten ist essentiell, da ohne sie jeder Graph bereits in ein 3-Bucheinbettbar ist [BK79].



224 INHALTSVERZEICHNIS� bth(G) � 2 , G ist Subgraph eines Hamiltonschen planaren Graphen. 2Aus letzterem folgt zusammen mit Satz 6.3.19, da� das Problem, die Buchdicke einesGraphen zu bestimmen, NP-schwer ist [Wig82]. Bereits unter den Graphen mit Buchdicke3 gibt es Graphen beliebig hohen Geschlechts [BK79]. Die maximale Buchdicke planarerGraphen ist jedoch 4 [Yan86, Yan89]. Allgemein haben Graphen Buchdicke O(p(G))[Mal94b]. F�ur Anwendungen siehe [CLR87, Mal94a].�Ubung 6.6.10 [BK79]a) m�nn�3 � bth(G) � �(G);b) bth(Kn) = dn=2e;c) �d := 1nPv2V d(v) < 2bth(G) + 2;d) �(G) � 2bth(G) + 2:



Kapitel 7Perfekte Graphen7.1 EinleitungWie wir in Abschnitt 5.3 gesehen haben, k�onnen i.a. die chromatische Zahl und die Cliquen-zahl in einem Graphen beliebig weit auseinanderfallen. Andererseits ist auch bei Gleichheitder beiden Parameter �uber den Graphen i.a. nicht viel auszusagen - man f�uge einem be-liebigen Graphen eine �(G)-Clique hinzu.1 Das Bild �andert sich jedoch gewaltig, de�niertman wie folgt.De�nition 7.1.1 (Shannon 1956; Berge 1961) Ein Graph G hei�t perfekt, falls f�urjeden induzierten Subgraphen H von G gilt: �(H) = !(H).B�aume und allgemeiner bipartite Graphen G sind also beispielsweise perfekt, denn f�ur siegilt �(G) = !(G) = 2 (bzw. = 1, falls sie keine Kanten enthalten) und die Perfektheit folgtdaraus, da� sich die Eigenschaft eines Graphen, bipartit zu sein, auf alle seine induziertenSubgraphen vererbt (Heredit�at). Eine schon etwas interessantere Klasse perfekter Graphenliefert dieProposition 7.1.2 Komplemente bipartiter Graphen sind perfekt.Beweis. Aufgrund der Heredit�at der Klasse gen�ugt es, zu zeigen, da� f�ur jeden bipartitenGraphen G �(G) = !(G) oder �(G) = �(G) gilt. Da f�ur alle dreiecksfreien Graphen�(G) = �(G) gilt, ist dies mit Hilfe des Satzes 4.1.9 von Gallai �aquivalent zum Satz4.2.15 von K�onig. 2�Ubung 7.1.3 Ungerade Kreise der L�ange � 5 und deren Komplemente sind nicht perfekt.�Ubung 7.1.4 a) Die disjunkte Vereinigung perfekter Graphen ist perfekt.b) Identi�kation zweier perfekter Graphen in einer Clique (d.h. Identi�kation der Kno-ten zweier gleichgro�er Cliquen in den beiden einzelnen Graphen) ergibt einen perfektenGraphen.�Ubung 7.1.5 Die Kanten eines dreiecksfreien Graphen tragen die Helly-Eigenschaft:wenn immer sich eine Menge von Kanten paarweise schneidet, so enth�alt auch schon derSchnitt �uber alle diese Kanten einen Knoten.21vergleiche mit der Situation in Korollar 4.2.36!2Helly bewies eine analoge Aussage f�ur Intervalle auf der reellen Achse.225



226 KAPITEL 7. PERFEKTE GRAPHENDie letzte �Ubung erweist sich f�ur das folgende Ergebnis als n�utzlich.Proposition 7.1.6 Linegraphen bipartiter Graphen sind perfekt.Beweis. Die Klasse ist wieder heredit�ar. Sei L = L(G) der Linegraph eines bipartitenGraphen G. Aus �Ubung 7.1.5 entnehmen wir !(L) = �(G). Wegen �(L) = �0(G) ist dieProposition �aquivalent zu der Aussage, da� bipartite Graphen "Klasse 1\ sind: �0(G) =�(G), vgl. Korollar 4.2.14. 2�Ubung 7.1.7 Komplemente von Linegraphen bipartiter Graphen sind perfekt.Immer wieder von Nutzen ist die folgende einfache Charakterisierung.Lemma 7.1.8 Ein Graph G ist perfekt genau dann, wenn in allen induzierten SubgraphenH von G eine stabile Menge S(H) existiert, die alle maximum Cliquen in H schneidet:8H � G 9S(H) : !(H � S(H)) � !(H)� 1: (7.1)Beweis. ")\: Wegen �(H) = !(H) tri�t eine beliebige Farbklasse einer �(H)-F�arbungvon H alle maximum Cliquen in H ."(\: durch Induktion nach jH j.�(H) � �(H � S) + 1 (IV )= !(H � S) + 1 (7:1)� !(H): 2Obwohl die folgende Graphenklasse nach Lemma 7.1.8 trivialerweise perfekt ist, enth�altsie doch alle perfekten Graphenklassen, die wir in diesem Kapitel betrachten werden.De�nition 7.1.9 (Berge, Duchet 1984) Ein Graph G hei�t stark perfekt, falls jederSubgraph H von G eine (stabile) Menge S � V (H) besitzt, die alle maximalen Cliquenvon H schneidet.Korollar 7.1.10 Stark perfekte Graphen sind perfekt.Optimierung auf perfekten Graphen. Perfekte Graphen sind insbesondere aus algo-rithmischer Sicht von Interesse. Denn f�ur perfekte Graphen werden wichtige NP-schwereOptimierungsprobleme zug�anglich (siehe auch [GLS84, GLS88]):Satz 7.1.11 (Gr�otschel, Lov�asz, Schrijver 1981)Die mit den Graphenparametern �(G); �(G); �(G) und !(G) verkn�upften Suchproblemesind f�ur perfekte Graphen in polynomieller Zeit l�osbar.�Ubung 7.1.12F�ur perfekte Graphen sind die Optimierungsprobleme �(G); !(G); �(G); �(G) in NP \co-NP.Die entsprechenden polynomiellen Algorithmen benutzen jedoch die Ellipsoidmethode ausder Linearen Optimierung, deren Darstellung den hier gesteckten Rahmen sprengen w�urde.Ein kombinatorischer Algorithmus ist bisher nicht bekannt. F�ur viele Teilklassen der per-fekten Graphen kennt man aber e�ziente kombinatorische Algorithmen. Wir erinnern z.B.an die



7.2. CHORDALE GRAPHEN 227� bipartiten Graphen: Das Cliquenproblem ist o�enbar trivial, das F�arbungspro-blem l�ost der Erkennungsalgorithmus aus Proposition 1.3.5. Mittels eines Maching-Algorithmus �ndet man ein �(G)-Matching M in polynomieller Zeit. Daraus kon-struiert man wie im Beweis von Satz 4.2.15 von K�onig eine minimum Knoten�uber-deckung C. Das Komplement V n C ist dann eine maximum stabile Menge. DieMatchingkanten aus M zusammen mit den einzelnen restlichen Knoten, die von Mnicht �uberdeckt werden, stellt wegen �(G) = �(G) nach dem Satz 4.1.9 von Gallaieine minimum Cliquen�uberdeckung dar.� Linegraphen bipartiter Graphen: Die entsprechenden Optimierungsproblem werdenhier sofort zug�anglich, wenn man erst den zugrundeliegenden bipartiten Graphen Bkonstruiert hat, dessen Linegraph der Graph G ist. Daf�ur wurde in Abschnitt 12.2ein polynomieller Algorithmus entwickelt. Jede mit einem Knoten v 2 B maximalenGrades inzidierende Kantenmenge stellt dann eine maximum Clique in G = L(B)dar. Ein maximum Matching in B ergibt eine maximum stabile Menge in G, undeine minimale Knoten�uberdeckung in B de�niert eine �Uberdeckung der Knoten vonG durch Cliquen, die man leicht zu einer Cliquenpartition macht. Eine optimaleKnotenf�arbung schlie�lich liefert der Kantenf�arbungsalgorithmus aus Satz 5.6.4.In den Abschnitten 7.2 und 7.3 wollen wir die Suchprobleme f�ur �(G); �(G); �(G) und!(G) bei chordalen und bei Vergleichbarkeitsgraphen untersuchen. Auch dort werden unsStrukturaussagen �uber die Graphenklasse e�ziente Algorithmen erm�oglichen.Das Erkennungsproblem. Es ist unbekannt, ob perfekte Graphen in polynomiellerZeit erkannt werden k�onnen. Tats�achlich wei� man nicht einmal, ob Perfect GraphRecognition in NP liegt. In Abschnitt 7.6 zeigen wir allerdings, da� Perfect GraphRecognition 2 co-NP. Dar�uberhinaus kennt man wiederum f�ur viele Teilklassen perfek-ter Graphen (wie z.B. f�ur bipartite Graphen, Linegraphen bipartiter Graphen und derenKomplemente) e�ziente Algorithmen. Auch dies wollen wir anhand der in den folgendenAbschnitten betrachteten Graphenklassen demonstrieren.7.2 Chordale GraphenEine der �altesten Klassen perfekter Graphen ist die der chordalen Graphen.De�nition 7.2.1 (Hajnal, Sur�anyi 1958) Ein Graph hei�t chordal, falls er keineninduzierten Ck, k � 4, enth�alt.Anders ausgedr�uckt: in einem chordalen Graphen besitzt jeder Kreis der L�ange mindestensvier eine "Sehne\ (engl. chord), das ist eine Kante zwischen zwei auf dem Kreis nichtbenachbarten Kreisknoten. Der vollst�andige Graph Kn ist also beispielsweise chordal, undein bipartiter Graph ist chordal genau dann, wenn er ein Wald ist.Chordale Graphen hei�en auch triangulierte Graphen oder Dreiecksgraphen, doch wollenwir diese Bezeichnungen aus dem folgenden Grund nicht verwenden:�Ubung 7.2.2 Die Menge der chordalen Graphen ist unvergleichbar (d.h. weder Unter-noch Obermenge) mit der Menge der Triangulationen der Ebene (vgl. De�nition 6.1.11).Anwendung. Rose modellierte die Struktur d�unnbesetzter, symmetrischer, positiv de-�niter Matrizen hinsichtlich der Cholesky-Faktorisierung mit Hilfe chordaler Graphen



228 KAPITEL 7. PERFEKTE GRAPHEN[Ros70, Ros72]. Es zeigt sich, da� das Verfahren ohne Au��ullen der Matrix vonstattengehen kann genau dann, wenn ein durch die Matrix de�nierter Graph chordal ist, sieheauch [Sim92, Liu92].Wir sammeln zun�achst einige Eigenschaften chordaler Graphen.Lemma 7.2.3 (Dirac 1961) Ein Graph ist chordal genau dann, wenn jede inklusions-weise minimal trennende Knotenmenge eine Clique induziert.Beweis. ")\: Sei S (o.B.d.A. jSj > 1) eine solche minimal trennende Knotenmenge ineinem chordalen Graphen G. Es gibt also (mindestens) zwei Komponenten H1 und H2in G � S, und alle Knoten aus S haben Nachbarn in beiden Hi, denn sonst w�urde schonein kleineres S den Graphen zerf�allen. Seien u und v zwei beliebige Knoten aus S. NachObigem gibt es f�ur i = 1; 2 einen u � v-Pfad Pi minimaler L�ange, der nur innere Knotenaus Hi benutzt. Der Kreis C = P1 [ P2 hat dann L�ange � 4 und daher (mindestens) eineSehne. Da es keine Kanten zwischen H1 und H2 gibt und die Pfade Pi k�urzest m�oglichgew�ahlt wurden, bleibt nur die M�oglichkeit fu; vg 2 E."(\: Sei C ein Kreis der L�ange � 4 in G und seien u; v 2 C zwei auf C nicht benachbarteKnoten. Ist fu; vg 2 E, so haben wir bereits eine Sehne gefunden. Andernfalls gibt es eineminimal u � v-trennende Knotenmenge S. S enth�alt dann mindestens je einen Knotenauf den beiden u � v-Pfaden auf C. Da S eine Clique ist, sind diese durch eine Kanteverbunden. 2De�nition 7.2.4 Ein Knoten in einem Graph hei�t Simplizialknoten, falls seine Nach-barschaft vollst�andig verbunden ist.Lemma 7.2.5 (Dirac 1961) Jeder chordale Graph besitzt einen Simplizialknoten, undfalls er nicht der vollst�andige Graph ist, sogar zwei nicht benachbarte Simplizialknoten.Beweis. Durch Induktion nach n = jV j. Klar f�ur n = 1; 2; 3 und falls der chordale GraphG vollst�andig ist. Andernfalls besitzt G zwei nicht benachbarte Knoten u und v. Sei S eineinklusionsweise minimale u�v-trennende Knotenmenge, so da� G�S in Komponenten Hi,i 2 I , jI j � 2, zerf�allt. Da S nach Lemma 7.2.3 eine Clique induziert, besitzen die chordalenGraphen G[Hi [ S] nach Induktionsannahme mindestens je einen Simplizialknoten in Hi.Diese sind wegen �(Hi) � Hi [ S o�enbar auch Simplizialknoten in ganz G. 2Daraus k�onnen wir nun leicht ableiten:Satz 7.2.6 (Berge 1961; Hajnal, Sur�anyi 1958)Chordale Graphen und ihre Komplemente sind perfekt.Beweis. Zun�achst bemerken wir wiederum, da� beide Klassen heredit�ar sind. Die Perfekt-heit chordaler Graphen folgt somit mittels Induktion �uber die Anzahl Knoten. Zum Induk-tionsschritt bemerken wir lediglich, da� ein chordaler Graph G, wenn er nicht vollst�andigist - in welchem Fall er o�enbar perfekt ist -, nach Lemma 7.2.3 eine trennende CliqueC besitzt. Seien Hi, i 2 I , die Komponenten von G � C. Dann sind nach Induktions-voraussetzung die chordalen Graphen Gi := G[Hi [ C] perfekt und so auch G, da ausden disjunkten perfekten Graphen Gi durch Identi�kation in einer Clique entstanden, vgl.�Ubung 7.1.4b.Zum Nachweis der Perfektheit des Komplements eines chordalen Graphen G ist nach Lem-ma 7.1.8 eine Clique in G vorzuweisen, die alle maximum stabilen Mengen tri�t. Genau



7.2. CHORDALE GRAPHEN 229dies leistet ein Simplizialknoten s in G, wie ihn Lemma 7.2.5 garantiert, vereinigt mitseiner Nachbarschaft �(s). 2�Ubung 7.2.7 [LPP89] Ein Knoten ist simplizial genau dann, wenn er zu genau einerClique geh�ort.8.2.1 Erkennung chordaler GraphenWir beginnen mit einer algorithmischen Charakterisierung chordaler Graphen. Da auchG � s wieder chordal ist f�ur einen Simplizialknoten s in G, kann man sukzessive Knotenausw�ahlen, die simplizial im Restgraphen sind. Die Knoten eines chordalen Graphen lassensich also wie folgt anordnen.De�nition 7.2.8 Sei G = (V;E) ein Graph mit n Knoten. Eine totale Ordnung � : V !f1; : : : ; ng auf V hei�t perfektes Knoten-Eliminationsschema (PES), falls jeder Knotenv 2 V Simplizialknoten im Graph G[fu 2 V : �(u) � �(v)g] ist, d.h. f�ur alle v 2 Vinduziert die sogenannte obere NachbarschaftON(v) := fu 2 �(v) j �(u) > �(v)gvon v bez�uglich � eine Clique in G.Die Existenz eines solchen Schemas ist auch schon hinreichend f�ur die Chordalit�at einesGraphen:Proposition 7.2.9 (Fulkerson, Gross 1965) Ein Graph ist chordal genau dann, wenner ein perfektes Knoten-Eliminationsschema besitzt.Beweis. Es bleibt zu zeigen, da� nur chordale Graphen ein PES besitzen k�onnen. Sei G einGraph mit PES � und C ein Kreis in G. Ist u 2 C der erste Knoten des Kreises bez�uglich� (d.h. u = argminf�(v) : v 2 Cg), so sind nach De�nition eines PES insbesondere seinebeiden Nachbarn auf C verbunden. Also hat jeder Kreis eine Sehne. 2Einen Graphen kann man also durch vollst�andige Suche nach einem PES auf Chordalit�attesten - l�a�t sich in einem Schritt kein Simplizialknoten �nden, so ist der untersuchteGraph o�enbar nicht chordal, andernfalls wird ein PES bestimmt. Die Laufzeit diesestrivialen Algorithmus ist o�enbar O(n2m), geht man von einer Codierung von G durcheine Adjazenzliste aus.Einen linearen Algorithmus f�ur das Erkennungsproblem bei chordalen Graphen ent-wickelten Rose, Tarjan und Lueker [RTL76]. Sie zerlegten die Aufgabe dazu in zweiSchritte:1. Konstruktion einer totalen Ordnung � auf den Knoten des vorgelegten Graphen G,die ein PES f�ur G ist genau dann, wenn G chordal ist.2. Testen, ob eine gegebene Ordnung � auf einem Graphen ein PES darstellt.Wir stellen eine auf [TY84] basierende, vereinfachte Variante vor.Ad 1: Maximum-Adjazenz-Suche.Wir wiederholen: Maximum-Adjazenz-Suche auf einem Graphen G (vgl. Abschnitt 2.1)erzeugt in Zeit O(n + m) eine totale Ordnung v1; : : : ; vn der Knotenmenge wie folgt.



230 KAPITEL 7. PERFEKTE GRAPHENAusgehend von einem beliebigen Knoten v1 w�ahlt man als n�achsten Knoten stets einen(beliebigen) noch nicht numerierten Knoten, der zu maximal vielen, bereits numeriertenKnoten benachbart ist.Wir behaupten, da� dann f�ur chordale Graphen die umgekehrte Ordnung vn; : : : ; v1 einPES darstellt. Um dies zu zeigen, benutzen wir das folgende einfache Kriterium daf�ur,wann eine totale Ordnung auf V ein PES darstellt.Proposition 7.2.10 Eine totale Ordnung � auf V ist ein PES genau dann, wenn alleKnotenpaare (vi; vj) aus V , die durch einen Pfad miteinander verbunden sind, desseninnere Knoten u alle �(u) < minf�(vi); �(vj)g erf�ullen, auch schon adjazent sind.Beweis. "(\: trivial.")\: seien vi und vj wie angegeben, fvi; vjg =2 E und p ein k�urzester solcher vi�vj�Pfad.Betrachte den inneren Knoten u := argmin f�(v) : v 2 pg von p, der in � am weitestenvorne angeordnet ist. Nach De�nition eines Simplizialknotens sind die Nachbarn von u aufp durch eine Kante verbunden, und p daher nicht k�urzest m�oglich, Widerspruch. 2Proposition 7.2.11 Sei G ein chordaler Graph. Eine Maximum Adjazenz Suche be-suche die Knoten von G in der Reihenfolge v1; : : : ; vn. Dann bilden die Knoten von V inumgekehrter Reihenfolge ein PES f�ur G.Der folgende neue Beweis l�a�t diese Aussage ho�entlich einleuchten.Beweis. Sei � : V ! f1; : : : ; ng, �[vi] := n + 1� i. Wir �uberlegen uns zun�achst, da� dieOrdnung � die folgende Eigenschaft hat:(?) Angenommen, es gilt �(u) < �(v) < �(w) und fu; wg 2 E, fv; wg =2 E.Dann gibt es einen Knoten z, so da� �(v) < �(z), fv; zg 2 E und fu; zg =2 E.Der Grund ist einfach der, da� die Maximum Adjazenz Suche den Knoten v vor demKnoten u numeriert hat, obwohl u im Gegensatz zu v mit dem bereits numerierten Knotenw benachbart ist. Der Knoten v hat also mindestens so viele, bereits numerierte Nachbarnwie u, und deshalb mu� v mindestens einen bereits numerierten Nachbarn z besitzen, dernicht auch zu u adjazent ist.Angenommen nun, � sei kein PES. Dann gibt es nach Proposition 7.2.10 zwei nicht benach-barte Knoten v und w, die durch einen v � w�Pfad miteinander verbunden sind, der nurinnere Knoten x benutzt, die �(x) < minf�(v); �(w)g erf�ullen. Ohne Einschr�ankung seienv und w so gew�ahlt, da� �(w) maximal ist und, falls mehrere M�oglichkeiten bestehen, auch�(v). F�ur solche Knoten v und w sei P ein k�urzester v � w�Pfad, dessen innere Knotenalle "links von v und w liegen\. Der Pfad P enth�alt mindestens einen inneren Knoten; sei uder mit w verbundene innere Knoten des Pfades P . Dann gibt es aufgrund der Eigenschaft(?) einen Knoten z, der (bez�uglich �) noch rechts von v liegt (d.h. �(v) < �(z)) und mit vverbunden ist, nicht aber mit u. Da also auch w und z durch einen Pfad verbunden sind,der nur Knoten "links von w und z\ benutzt, gilt nach Wahl von v und w: fw; zg 2 E.Mithin bildet P + fv; zg+ fz; wg einen Kreis in G. Nach Wahl von P inzidiert jede Sehnedieses Kreises mit z. Falls mit z keine Sehne inzidiert, so bildet P + fv; zg+ fz; wg alsoeinen induzierten Kreis auf mindestens 4 Knoten. Andernfalls sei x der letzte Knoten aufdem v � w�Pfad P , der mit z indizidiert. Wegen fu; zg 62 E gilt x 6 u, und (x; : : : ; u; w; z)bildet einen solchen induzierten Kreis { im Widerspruch zur Chordalit�at von G. 2



7.2. CHORDALE GRAPHEN 231Ad 2: Testen der Eigenschaft PES.Wir gehen von einer Codierung des vorgelegten Graphen durch eine Adjazenzliste aus. Zueiner totalen Ordnung � auf V kann man dann die Mengen ON ���1(i)�, i = 1; : : : ; n,sicherlich in Zeit O(jV j+ jEj) bestimmen. Schwierigkeiten bereitet der Test, ob die Kno-tenmengen ON ���1(i)� wirklich Cliquen induzieren. Der Kunstgri�, der verhindert, da�das Vorhandensein ein und derselben Kante zu oft �uberpr�uft wird, besteht darin, den Auf-trag zur �Uberpr�ufung der oberen Nachbarschaft ON(v) auf vollst�andiges Verbundenseinan den sogenannten ON-F�uhrer f , den oberen Nachbarn von v mit der kleinsten Nummerin �, weiterzureichen.Der Test, ob (ON(v) � f) � �(f), stellt einen Teil der geforderten Adjazenzen sicher.Er wird jedoch erst ausgef�uhrt, wenn f an der Reihe ist - bis dahin werden alle Knoten,die aus verschiedenen Mengen ON(v)� f stammen f�ur verschiedene v, �(v) � �(f), undderen Adjazenz mit f �uberpr�uft werden mu�, in einer Menge A(f) gesammelt.Da� auch jeweils �uberpr�uft wird, ob ON(v)� f eine Clique bildet, daf�ur sorgt dann schonf selbst - denn wegen ON(v)� f � ON(f) ist dies Teil des Simplizialknotentests f�ur f .Die folgende Routine realisiert dieses Vorgehen. Der Wert der Funktion PES ist also genaudann TRUE, wenn der Parameter � ein PES f�ur den Graphen G darstellt.FUNCTION PES (G; �) : BOOLEAN;BEGINFOR v 2 V DO A[v] := ;;FOR i := 1 TO n DO BEGINv := ��1[i];ON := fw 2 �(v)j ��1[w] > ��1[v]g;IF A[v] 6� ON THEN BEGINPES:= FALSE;EXIT;END;IF ON 6= ; THEN BEGINf := argminf�[w] : w 2 ONg;A[f ] := A[f ] [ (ON n ffg);END;END; ffor igPES:= TRUE;END;Wir behaupten nun:Lemma 7.2.12 Der Algorithmus PES kann so implementiert werden, da� seine LaufzeitO(jV j+ jEj) betr�agt.Beweis. Verwendet man zur Verwaltung von ON eine einfach verkettete Liste, so isto�enbar die Gesamtzahl aller die Menge ON betre�enden Operationen (summiert �uberalle Durchl�aufe der (FOR i)-Schleife) durch O(jV j + jEj) beschr�ankt - bis auf den TestA(v) 6� ON . Hierf�ur benutzt man einen n-Vektor test, der eingangs auf 0 initialisiertwird, und geht wie folgt vor:Teilmenge := TRUE;FOR u 2 ON DO test[u] := 1;



232 KAPITEL 7. PERFEKTE GRAPHENFOR u 2 A[v] DOIF test[u] = 0 THEN Teilmenge := FALSE;FOR u 2 ON DO test[u] := 0;Da die Anzahl aller in verschiedenen ONs auftretenden Knoten durch jEj beschr�ankt istund die Mengen A(v) nur durch Elemente aus ONs gespeist werden, sind auch die A(v)betre�enden Operationen insgesamt durch jEj beschr�ankt. Man kann also A(v) einfachals Multimenge darstellen - eine einfach verkettete Liste, an die man neue Elemente stetshinten anh�angt, auch wenn sie bereits in der Liste enthalten sind. 2Wir fassen zusammen:Satz 7.2.13 Chordale Graphen k�onnen in linearer Zeit erkannt werden.�Ubung 7.2.14 (Bender, Richmond, Wormald 1985) Ein chordaler Graph besitzt f�urjede seiner Cliquen ein perfektes Knoteneliminationsschema, das die Knoten der Cliqueam Schlu� anordnet.8.2.2 Lineare Algorithmen f�ur �, !, � und � bei chordalen GraphenMit Hilfe eines PES ist es ein leichtes, f�ur chordale Graphen e�ziente (sogar lineare)Algorithmen anzugeben, die eine maximum Clique, eine optimale Knotenf�arbung, einemaximum stabile Menge oder eine minimale Cliquen�uberdeckung konstruieren.Nach De�nition eines PES induzieren die Mengen fvg[ON(v) f�ur alle v 2 V eine Clique.Umgekehrt ist aber auch schon jede Clique C in G von der Form fvg [ ON(v) { manw�ahle v := argminf�(u) : u 2 Cg. Diese einfache Beobachtung impliziert sofort:Proposition 7.2.15 (Fulkerson, Gross 1965) Ein chordaler Graph G auf n Knotenhat h�ochstens n maximale Cliquen (mit Gleichheit genau dann, wenn G leer ist). 2Eine maximum Clique (und damit !(G)) in einem chordalen Graphen G �ndet man alsoeinfach dadurch, da� man zun�achst wie oben ein PES konstruiert und anschlie�end diegr�o�te Clique fvg [ ON(v) heraussucht.Ebenso einfach ist es, mittels eines PES eine �(G)-F�arbung zu �nden:�Ubung 7.2.16 Sei � ein PES f�ur den chordalen Graphen G. Der Greedy-Algorithmusbez�uglich der Anordnung (��1(n); : : : ; ��1(1)) konstruiert eine optimale zul�assige Kno-tenf�arbung von G.Auch eine maximum stabile Menge S �ndet man greedy-m�a�ig [Gav72]. De�niere s1 :=��1(1) und induktiv sk als den ersten Knoten hinter sk�1 bez�uglich �, der keinen Nachbarnin fs1; : : : ; sk�1g hat:sk := argmin(�(v)j�(v)> �(sk�1) ^ v =2 k�1[i=1 ON(si)) :Dann ist S := fs1; : : : ; slg o�enbar stabil und ffskg [ON(sk)glk=1 eine Cliquen�uberdek-kung von G derselben Kardinalit�at. Wegen �(G) � �(G) sind beide schon optimal.�Ubung 7.2.17 Sei � ein PES f�ur den chordalen Graphen G. Eine Clique in G der Formfvg[ON(v) bez�uglich � ist maximal genau dann, wenn in der Prozedur PES zum Zeitpunktv := �[i] gilt jA[v]j< jON(v)j.



7.2. CHORDALE GRAPHEN 2338.2.3 Schnittgraphdarstellung chordaler GraphenDieser Abschnitt gibt eine weitere interessante Charakterisierung chordaler Graphen, dieuns insbesondere beim Beweis von Satz 9.1.9 von Nutzen sein wird. Den Beweis der fol-genden h�ubschen Hilfsaussage �uberlassen wir dem Leser.�Ubung 7.2.18 Eine Familie T = fTi : i = 1; : : : ; ng von Teilb�aumen (aufgefa�t alsKnotenmengen) eines Baumes B besitzt die Helly-Eigenschaft: Wenn sich die Teilb�aumeaus T paarweise schneiden, so haben sie schon allesamt einen Knoten gemeinsam: d.h. eswird Tni=1 V (Ti) 6= ;.Satz 7.2.19 (Walter 1978, Gavril 1974a, Buneman 1974) Sei G = (V;E) ein Graphmit Knotenmenge V = fv1; : : : ; vng. Dann sind die folgenden Aussagen �aquivalent:(i) G ist chordal;(ii) G ist der Schnittgraph einer Familie von Teilb�aumen eines Baumes, d.h. es gibteinen Wirtsbaum B und eine Familie T1; : : : ; Tn von Teilb�aumen von B, so da� gilt:fvi; vjg 2 E , V (Ti) \ V (Tj) 6= ;;(iii) Es gibt einen Baum B auf der Menge K der maximalen Cliquen von G, so da� f�urjedes Paar K 0, K 00 von maximalen Cliquen in G gilt: die Clique K 0 \K00 ist in jedermaximalen Clique auf dem (eindeutig bestimmten) K0 � K 00�Pfad in B enthalten.Ein solcher Baum B hei�t Cliquenbaum f�ur G.Beweis. (i) ) (ii): Wir induzieren nach n. F�ur n = 1 (und jeden vollst�andigen Graphen)w�ahle B = K1. Sei also G ein chordaler Graph auf den Knoten v1; : : : ; vn und s = vn einSimplizialknoten in G. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine SchnittgraphdarstellunghBn�1; fT1; : : : ; Tn�1gi f�ur G[V � s]. Da �(s) eine Clique in G[V � s] ist, schneiden sichdie Teilb�aume Tv, v 2 �(s), paarweise. Aufgrund von �Ubung 7.2.18 gibt es also im BaumBn�1 einen Knoten a 2 Tv2�(s) V (Tv). H�ange im Baum Bn�1 ein Blatt b an den Knotena an, de�niere Ts := fag und verl�angere alle Teilb�aume Tv, v 2 �(s), bis nach b. Dann istBn�1 + fa; bg der gew�unschte Baum.(ii) ) (iii): Zu einer Schnittgraphdarstellung T1; : : : ; Tn von G = (V;E) in einem Wirts-baum B = (VB; EB) de�niere f�ur b 2 VBCb := fvi 2 V : Ti 3 bg:Dann bilden die Knotenmengen Cb � V , b 2 VB, Cliquen in G, weil sich die Teilb�aume Ti,vi 2 Cb, in b schneiden. O�ensichtlich ist zudem f�ur zwei maximale Cliquen K 0; K 00 2 Kjeder Knoten v 2 K0 \K 00 nach Konstruktion in jeder Clique auf dem K0 �K 00�Pfad inB enthalten.F�ur jede in G maximale Clique C 2 K gibt es dar�uberhinaus aufgrund der Helly-Eigenschaft von Teilb�aumen eines Baumes einen Knoten b 2 VB, so da� C � Cb undmithin C = Cb { wir sagen, die Clique C wird vom Knoten b repr�asentiert. Angenommennun, eine Clique Ca, a 2 VB, ist nicht maximal in G. Sei C = Cb eine Ca enthaltendemaximale Clique in G. Dann gilt f�ur alle Knoten c auf dem (eindeutigen) a � b�Pfadin B: Ca � Cc. Durch Kontraktion der ersten Kante auf diesem Weg erh�alt man eine



234 KAPITEL 7. PERFEKTE GRAPHENhinsichtlich jVBj kleinere Schnittgraphdarstellung von G. Analog verf�ahrt man, falls ei-ne Clique mehrfach repr�asentiert wird. Folglich sind in einer hinsichtlich jVBj minimalenSchnittgraphdarstellung von G alle Cliquen Cb, b 2 VB, in G maximal und verschieden.(iii) ) (ii): Setze Tv := B[fK 2 K : K 3 vg] f�ur alle v 2 V . Dann ist Tv nach De�nitioneines Cliquenbaumes zusammenh�angend, d.h. ein Teilbaum des Wirtsbaumes B, und dieFamilie der Teilb�aume Tv (v 2 V ) von B bildet eine Schnittgraph-Darstellung von G:Sei fu; vg 2 E. Dann ist die Clique fu; vg in einer maximalen Clique K 2 K enthalten.Also ist die Clique K nach De�nition der Teilb�aume sowohl Knoten des Teilbaumes Tuwie des Teilbaumes Tv, und es folgt V (Tu) \ V (Tv) 6= ;.Gelte nun umgekehrt V (Tu) \ V (Tv) 6= ;. Sei K 2 V (Tu) \ V (Tv). Dann folgt fu; vg � Kund damit fu; vg 2 E.(ii)) (i): Sei C = (v0; : : : ; vk�1) ein Kreis in G der L�ange k�1 � 4, und seien T0; : : : ; Tk�1die zugeh�origen B�aume der Schnittgraphdarstellung von G. Angenommen, C bes�a�e keineSehne. Dann schneiden sich diese B�aume genau dann, wenn sie in der Liste T0; : : : ; Tk�1aufeinanderfolgen (modulo k). Also gibt es in B einen Knoten x0 2 [V (T0) \ V (T1)] nV (Tk�1) mit distT0(Tk�1; x0) minimal und einen Knoten x1 2 [V (T1) \ V (T2)] n V (T0)mit distT1(x0; x1) minimal. Sei W der (eindeutige) x0 � x1�Pfad in T1. Setze nun f�uri = 2; : : : ; k � 1 den Weg W jeweils zu einem Knoten xi 2 [V (Ti) \ V (Ti+1)] n V (Ti�1)mit distTi(xi�1; xi) minimal fort. Ein k�urzester xk�1 � x0�Pfad in T0 schlie�t den WegW zu einem Zykel. Tats�achlich ist W jedoch ein Kreis in B: einerseits sind die Knotenx0; : : : ; xk�1 nach Konstruktion alle verschieden, und andererseits liegen die Knoten in denAbschnitten auf W zwischen zwei Knoten xi�1 und xi alle jeweils in Ti { es k�onnten sichalso allenfalls benachbarte Abschnitte schneiden; da die Knoten eines jeden Abschnittsjedoch in (Ti�1 \ Ti) [ (Ti n Ti+1) liegen, ist auch das unm�oglich. Also wurde im Baum Btats�achlich ein Kreis konstruiert { Widerspruch. 2Aus dem Beweis ergibt sich unmittelbar:Korollar 7.2.20 Eine Schnittgraph-Darstellung eines chordalen Graphen G durchTeilb�aume eines Baumes B ist minimal bez�uglich jVBj genau dann, wenn VB = K.Der vollst�andige Graph auf der Menge K der maximalen Cliquen von G mit Kantenge-wichten w(fK;K 0g) := jK \K 0jhei�t der Cliquenschnittgraph K(G) von G.Proposition 7.2.21 (Bernstein, Goodman 1981; Shibata 1988)Ein spannender Baum B von K(G) ist genau dann ein Cliquenbaum f�ur G, wenn er einmaximum spannender Baum des Cliquenschnittgraphen K(G) ist.Beweis. ")\: Sei B ein Cliquenbaum. Betrachte eine Kante fK0; K 00g 2 �K2� n E(B). DaB ein Cliquenbaum ist, gilt f�ur den (eindeutigen) K 0 �K 00�Pfad K0 = K0; : : : ; K` = K00in B: K 0\K 00 � Ki f�ur alle 0 � i � `. Mithin haben alle Kanten fKi; Ki+1g, 0 � i � `�1,auf diesem Pfad Gewicht w(fKi; Ki+1g) � w(fK 0; K 00g). Nach �Ubung 1.3.17 ist B alsomaximum."(\: Da die Menge der maximum spannenden B�aume im Spannbaumgraphen T (G) vonGzusammenh�angt (vgl. �Ubung 1.3.18), gen�ugt es, zu zeigen: wenn B ein Cliquenbaum von Gist, dann auch jeder maximum spannende Baum T von Gmit jE(T )�E(B)j= 2. Dies sieht



7.2. CHORDALE GRAPHEN 235man wie folgt ein. Es sei e = fK0; K 00g = E(T )nE(B) und f = fKi; Ki+1g = E(B)nE(T ).Da T wie B maximales Gewicht haben, gilt w(e) = w(f). Da B zudem ein Cliquenbuam ist,folgt Ki \Ki+1 = K \K 0. Also werden alle die Teilb�aume T (v) = B[fK 2 K : K 3 vg],v 2 V (G), von B, die durch Herausnahme der Kante f aus B zerbrechen, durch dieHinzunahme der Kante e wieder zusammengef�ugt. Somit ist auch T ein Cliquenbaum vonG. 2Proposition 7.2.22 (Blair, England, Thomason 1988) Ein Cliquenbaum f�ur einenchordalen Graphen kann in linearer Zeit konstruiert werden.Beweis. Sei G ein chordaler Graph. Wir f�uhren eine leicht modi�zierte Maxi-mum Adjazenz Suche auf G durch. DieMaximum Adjazenz Suche besuche die Kno-ten von G in der Reihenfolge v1; : : : ; vn. Wie oben gesehen, bilden dann die Knoten vonV in umgekehrter Reihenfolge ein PES f�ur G. Sei � : V ! f1; : : : ; ng, �[vi] := n + 1� i,das so konstruierte PES f�ur G. Entscheidend ist die folgende Beobachtung:Maximum Adjazenz Suche sch�opft sukzessive maximale Cliquen aus,d.h. sie konstruiert zu Beginn eine maximale Clique K1, dann w�ahlt sie einen Knoten v,der nicht in dieser Clique liegt (aber maximal viele Nachbarn in K1 hat) und f�ugt suk-zessive die Knoten einer maximalen Clique K2, die die Clique ON(v) + v enth�alt, hinzuu.s.w. (wie in der Funktion PES seien ON(v) := fw 2 �(v)j �[w] > �[v]g die bereitsbesuchten Nachbarn von v). Dies l�a�t sich wie folgt einsehen. Es werde im (k � 1)�tenSchritt ein Knoten u und im k-ten Schritt ein Knoten v gew�ahlt. Dann ist, weil ein PESkonstruiert wird, ON(v) + v eine Clique in G. Aufgrund des Auswahlkriteriums der Ma-ximum Adjazenz Suche gilt jON(v)+ vj � jON(u)+uj+1 mit Gleichheit genau dann,wenn u 2 ON(v), ON(v) = ON(u)+u. Also war ON(u)+u eine maximale Clique in Ggenau dann, wenn jON(v)+ vj � jON(u)+ uj. Damit haben wir also sogar ein Kriteriuman der Hand, um zu entscheiden, wann eine neue maximale Clique "betreten\ wird.Die Knotenmenge K des Baumes B wird nun wie folgt parallel zur Maxi-mum Adjazenz Suche konstruiert. Solange die Funktion ON(u) + u streng monotonsteigt, sammeln wir die besuchten Knoten in der maximalen Clique K1. Sobald mit ei-nem Knoten v eine neue Clique betreten wird, initialisieren wir eine neue Clique K2 mitK2 := ON(v) + v und sammeln, solange die Funktion ON(u) + u wieder streng monotonsteigt, alle unterwegs besuchten Knoten in diese Clique, u.s.w.Um die Kanten von B leichter de�nieren zu k�onnen, nehmen wir an, da� jeder Knotenv 2 V in dem Moment, in dem er besucht wird, eine Marke MaxClique[v] erh�alt, die dieNummer der maximalen Clique angibt, in die er "gesammelt" wurde. Man sieht leicht ein,da�MaxClique[v] diejenige maximale Clique ON(��1[i])+��1[i] von G ist, die v enth�altund im Schema � am weitesten "hinten\ steht, d.h. die gr�o�te Nummer i hat.Wenn nun mit einem Knoten v eine neue Clique betreten wird, so f�ugen wir in die(zu Anfang leere) Kantenmenge EB die Kante fMaxClique[v];MaxClique[f ]g ein, wobeif := argminf�[w] : w 2 ON(v)g wieder der ON-F�uhrer von v sei. Da dies denselbenE�ekt hat, wie die Knoten der Clique MaxClique[v] (gem�a� dem Beweis zu Satz 7.2.19)einzeln zu B hinzuzuf�ugen und die Kanten nachher wieder zu kontrahieren, liefert diesesVerfahren, wie gew�unscht, einen Cliquenbaum. 2Azyklische Hypergraphen oder duale Hyperb�aume, wie sie bei der Cliquen-Struktur vonchordalen Graphen auftreten, werden auch von Brandst�adt [Bra94a] n�aher untersucht;sie �nden in der Theorie der relationalen Datenbanken Anwendung [BFM+81].



236 KAPITEL 7. PERFEKTE GRAPHEN�Ubung 7.2.23 Sei G ein chordaler Graph.a)[BET88] Der obige Algorithmus zur Konstruktion eines Cliquenbaumes B in G kanninterpretiert werden als der Prim-Algorithmus zur Konstruktion eines spannenden Bau-mes maximalen Gewichts im Cliquenschnittgraphen K(G) von G.b)[Shi88] Der Algorithmus von Kruskal zur Konstruktion eines spannenden Baumesmaximalen Gewichts in K(G) liefert ebenso einen Cliquenbaum von G. Was hat er f�ureine Laufzeit?�Ubung 7.2.24 [HL89] Sei B ein Cliquenbaum eines chordalen Graphen G = (V;E).Dann ist eine Knotenmenge S � V eine inklusionsweise minimal trennende Knotenmengevon G genau dann, wenn S = K 0 \K 00 f�ur eine Kante fK 0; K 00g 2 E(B).7.3 VergleichbarkeitsgraphenDe�nition 7.3.1 Eine zweistellige Relation "�\ auf einer Menge P hei�t teilweise Ord-nung (englisch partially ordered set), in Zeichen P�, falls f�ur alle x; y; z 2 P gilt:(1) x � x (Reflexivit�at)(2) x � y ^ y � z ) x � z (Transitivit�at)(3) x � y ^ y � x ) x = y (Antisymmetrie)Zwei Elemente x; y 2 P werden vergleichbar genannt, wenn x � y oder y � x gilt, sonstunvergleichbar. Eine teilweise Ordnung P� hei�t lineare Ordnung oder auch Kette, fallsje zwei Elemente von P vergleichbar sind, bzw. Antikette, falls je zwei Elemente von Punvergleichbar sind. Man sagt, y bedeckt x, in Zeichen x < � y, falls x � y gilt undx � a � y ) a 2 fx; yg.Beispiele. (1) Die Menge der 2n Teilmengen einer n-elementigen MengeM bildet bez�uglichder Inklusion eine teilweise geordnete Menge. Jedes Niveau �Mk � bildet eine Antikette.(2) Die nat�urlichen Zahlen bilden mit der Teilbarkeitsrelation eine teilweise geordneteMenge. 2De�nition 7.3.2 Ein Graph G = (V;E) hei�t Vergleichbarkeitsgraph, falls es eine teil-weise Ordnung P� und eine Bijektion f : V ! P gibt, so da� f�ur alle u; v 2 V , u 6= v,gilt: fu; vg 2 E genau dann, wenn f(u) und f(v) in P� vergleichbar sind.Beispiel. Jeder bipartite Graph B = (U; V; E) ist ein Vergleichbarkeitsgraph: de�niereeine teilweise Ordnung "�\ auf U [ V durchx � y :, (fx; yg 2 E ^ x 2 U ^ y 2 V ) _ (x = y): 2Lemma 7.3.3 Ein Graph ist ein Vergleichbarkeitsgraphen genau dann, wenn er transitivorientierbar ist, d.h. eine Orientierung o : E ! V � V seiner Kanten besitzt, so da� gilt:(x; y) 2 o(E)^ (y; z) 2 o(E) ) (x; z) 2 o(E):Beweis. Sei P� eine teilweise Ordnung zu G. Interpretiere obige Funktion f : V ! P wiefolgt: o(fu; vg) = (u; v) , f(u) � f(v): 2



7.3. VERGLEICHBARKEITSGRAPHEN 237Beispiel. Eine transitive Orientierung der Kanten eines bipartiten Graphen B = (U; V; E)ist dadurch gegeben, da� man alle Kanten e 2 E von U nach V orientiert. 2Beachte, da� sich aus der Antisymmetrie (Bedingung (3)) einer teilweisen Ordnung ergibt,da� ein transitiv orientierter Graph insbesondere azyklisch ist, d.h. keine gerichteten Kreiseenth�alt.Es gibt einen O(n + m)-Algorithmus, der eine Orientierung der Kanten eines unge-richteten Graphen G konstruiert, die transitiv ist, wenn G ein Vergleichbarkeitsgraph ist[Spi92, MS95]. Wie (schnell) kann man eine Orientierung auf Transitivit�at testen?Satz 7.3.4 (Mirsky 1971a) Sei P� eine teilweise geordnete Menge. Dann ist die maxi-male L�ange (Kardinalit�at) einer Kette in P� gleich der minimalen Anzahl von Antiketten,in die sich P partitionieren l�a�t.Beweis. Da jede Antikette nur h�ochstens ein Element einer Kette enthalten kann, ist dieUngleichung "�\ trivial."�\: Ein Element y 2 P� hei�e minimal, falls f�ur alle x 2 P gilt: x � y ) x = y. Damitist die folgende, sogenannte H�ohenfunktion h : P ! IIN von P� wohlde�niert:h(y) := ( 1; falls y ein minimales Element von P� ist;max fh(x) + 1j x 2 P ^ x �P yg sonst.DerWert h(y) gibt damit die Kardinalit�at einer l�angsten Kette x = z1 � z2 � � � � � zh(y) =y von y zu einem minimalen Element x 2 P� an; !(P�) = maxfh(y) : y 2 Pg bezeichnedie L�ange einer l�angsten Kette in P�. Wir geben eine Zerlegung von P in h�ochstens !(P�)viele Antiketten an. F�ur zwei vergleichbare Elemente x und y in P� gilt nach De�nitionvon h o�enbar entweder h(x) > h(y) oder h(x) < h(y). Also bilden f�ur 1 � i � !(P�) die"Niveaus\ Hi := fy 2 P�jh(y) = ig] Antiketten in P�. 2Korollar 7.3.5 Vergleichbarkeitsgraphen sind perfekt.Beweis. O�ensichtlich entsprechen Cliquen (bzw. stabile Mengen) in einem Vergleichbar-keitsgraphen den Ketten (bzw. Antiketten) in der zugeh�origen teilweisen Ordnung. Alsostellt die H�ohenfunktion h eine !(G)-F�arbung dar, d.h. f�ur jeden Vergleichbarkeitsgraphgilt �(G) � !(G). 2Die duale Version des Satzes 7.3.4 lautet:Satz 7.3.6 (Dilworth 1950) Die maximale L�ange (= Kardinalit�at) einer Antikette ineiner teilweisen Ordnung P� ist gleich der minimalen Anzahl von Ketten, in die sich Ppartitionieren l�a�t.Beweis [Tve67]. Die Richtung "�\ ist trivial."�\: Wir induzieren �uber jP j, P := P�. F�ur jP j � 1 ist die Aussage trivial. Bezeichne�(P ) die Kardinalit�at einer maximum Antikette und �(P ) die minimale Anzahl Ketten ineiner Kettenzerlegung von P . Sei C eine maximale Kette in P .Falls C jede Antikette in P nC tri�t, d.h. falls jede Antikette in P nC nur noch h�ochstens�(P ) � 1 Elemente hat, so l�a�t sich P n C nach Induktionsvoraussetzung in h�ochstens�(P )� 1 viele Ketten partitionieren, und wir sind fertig.Andernfalls gibt es eine Antikette A := fa1; : : : ; a�g der L�ange � := �(P ) in P n C.



238 KAPITEL 7. PERFEKTE GRAPHENDe�niere P� := fx 2 P : 9a 2 A (x �P a)g und entsprechend P+. Da A eine Antiketteist, gilt P� \ P+ = A, und, da sie zudem eine maximale Antikette ist, gilt P � P� [ P+.Da die Kette C maximal ist, aber kein Element aus A enth�alt, ist das maximale Elementin C nicht in P� enthalten. Also l�a�t sich die Induktionsvoraussetzung auf P� anwenden,d.h. P� l�a�t sich in h�ochstens �(P�) = �(P ) viele Ketten P� = C�1 [ � � � [ C�� zerlegen,wobei o.B.d.A. ai 2 C�i . Dann ist ai f�ur 1 � i � � das maximale Element der Kette C�i ,denn f�ur jedes Element x 2 P� nA gibt es nach De�nition ein ax 2 A mit x <P ax; da Aeine Antikette und <P transitiv ist, kann es also kein a 2 A mit a <P x geben.Dieselbe Argumentation liefert eine Kettenzerlegung von P+, die die Elemente aus A alsminimale Elemente hat. Heftet man die Ketten C�i und C+i jeweils in den Elementen aizusammen, so erh�alt man eine Kettenzerlegung von P aus �(P ) Ketten. 2Der Satz von Dilworth l�a�t sich damit �aquivalent wie folgt formulieren.Korollar 7.3.7 Ein Vergleichbarkeitsgraph ist perfekt. 2Die Optimierungsprobleme Graph Coloring und Maximum Clique lassen sich aufVergleichbarkeitsgraphen wie folgt l�osen.�Ubung 7.3.8 a) Eine topologische Ordnung (auch topologische Sortierung der Knoten)von G ist eine Permutation � : V ! f1; : : : ; ng der Knotenmenge, so da� gilt(u; v) 2 A ) �(u) < �(v):Ein Digraph besitzt eine topologische Ordnung genau dann, wenn er azyklisch ist.b) Ein gerichteter Graph G ist azyklisch genau dann, wenn eine gerichtete Tiefensuche(die in jedem Knoten nur die ausgehenden Kanten ber�ucksichtigt) in G keine R�uckw�arts-kanten (sondern h�ochstens Querkanten) liefert.c) [Tar74] Sei G = (V;A) ein azyklischer Digraph. Die folgende Variante der gerichte-ten Tiefensuche produziert eine topologische Ordnung von G in linearer Zeit: Erh�ohe tund setze DFSnum[v] nicht am Beginn der Prozedur Tiefensuche, sondern am Ende(nach der FOR-Schleife); rufe im Hauptprogramm Tiefensuche (G; v) f�ur alle bisher nochnicht besuchten Knoten auf, d.h. f�ur alle Knoten v 2 V mit DFSnum[v] = 0. Dann ist�[v] := n + 1�DFSnum[v] eine topologische Ordnung von G.d) [ELP72] Sei ein Vergleichbarkeitsgraph G mit einer transitiven Orientierung auf Egegeben. Der Greedy-Algorithmus f�ur Graph Coloring, angewandt auf eine AnordnungDFSnum�1(1); : : : ; DFSnum�1(n) der Knoten von G, wie sie die gerichtete Tiefensucheaus Aufgabenteil c liefert, berechnet eine optimale F�arbung von G. Durch leichte Modi�-kation dieses Algorithmus �ndet man eine maximum Clique in G in linearer Zeit.Die Optimierungsprobleme Minimum Clique Partition und Maximum IndependentSet (d.h. insbesondere die Bestimmung von �(G) und �(G)) reduzieren sich f�ur Ver-gleichbarkeitsgraphen hingegen auf das bipartite Matching Problem. Etwas allgemeinerbehandeln wir hier das Problem der Pfadzerlegung eines azyklischen Digraphen.Pfadzerlegung. Ein Digraph (von engl. directed graph) sei in unserem Zusammenhangein gew�ohnlicher Graph zusammen mit einer Orientierung seiner Kanten (die gerichtetenKanten hei�en nun auch B�ogen (engl. arcs)). Eine Pfadzerlegung eines Digraphen D =(V;A) ist eine Menge von knotendisjunkten, gerichteten Pfaden (Ketten) in D, so da�jeder Knoten v 2 V von genau einem Pfad �uberdeckt wird (ein isolierter Knoten bildet



7.3. VERGLEICHBARKEITSGRAPHEN 239dabei einen trivialen Pfad der L�ange 0). Beim Optimierungsproblem Weighted PathPartition ist ein kantengewichteter Digraph D = (V;A; w), w : A ! Q, gegeben undeine Pfadzerlegung P = _SP von D maximalen Gewichts w(P) := PP2P w(P ) gesucht,wobei das Gewicht eines Pfades w(P ) :=Pa2P w(a) sei.Eine Pfadzerlegung P eines Graphen G l�a�t sich auch als ein spannender Subgraph von Gau�assen, dessen s�amtliche Komponenten Pfade sind. Insbesondere ist dieser Subgraph alsoein Wald auf V , so da� nach Korollar 1.1.27 f�ur die Anzahl der in den Pfaden enthaltenenKanten gilt: jE(P)j = n� jPj: (7.2)Schon in ungewichteten Digraphen (d.h. w(e) � 1) ist mithin das Problem, eine Pfadzer-legung mit maximal vielen Kanten zu konstruieren, �aquivalent damit, eine Pfadzerlegungmit minimal vielen Pfaden zu �nden; das Problem Path Partition ist somit in allgemei-nen Digraphen NP-�aquivalent (Reduktion von Hamiltonian Path).Vergleichbarkeitsgraphen sind jedoch transitiv orientierbar, und ein transitiv orientierterDigraph ist insbesondere azyklisch (d.h. es treten keine gerichteten Kreise auf): wennein Knoten x in einem gerichteten Kreis l�age, so w�are aufgrund der Transitivit�at derOrientierung auch (x; x) ein Bogen { der zugrundeliegende Vergleichbarkeitsgraph besitztjedoch keine Schleifen.Proposition 7.3.9 (Fulkerson 1958; Boesch, Gimpel 1977) In azyklischen Digra-phen D = (V;A; w) reduziert sich das Problem Weighted Path Partition auf dasmaximale gewichtete Matching Problem in bipartiten (ungerichteten) Graphen.Beweis. Sei V = fv1; : : : ; vng. Betrachte den bipartiten Hilfgraphen H = (X; Y;E;wH)mit Teilen X und Y , de�niert durch:X := fxij vi 2 V gY := fyij vi 2 V gE := ffxi; yjg : (vi; vj) 2 AgwH(fxi; yjg) := w((vi; vj)):Dann entsprechen sich Matchings in H und Subgraphen in D mit Au�en- und Innengradh�ochstens 1 f�ur alle v 2 V bijektiv. Da D azyklisch ist, treten in diesen Subgraphen keinegerichteten Kreise auf, d.h. sie stellen Pfadzerlegungen von D dar. 2Insbesondere gilt o�ensichtlich f�ur eine Zerlegung POPT eines (ungewichteten) azyklischenDigraphen D in minimal viele Pfade:jE(POPT)j = �(H): (7.3)In einem Vergleichbarkeitsgraphen G induzieren die Knoten eines gerichteten Pfades eineClique, so da� eine Pfadzerlegung eine Cliquenzerlegung darstellt. Aus (7.2) und (7.3)folgt:Korollar 7.3.10 F�ur einen Vergleichbarkeitsgraphen G gilt�(G) = n� �(H); (7.4)wobei der bipartite Graph H wie oben aus einer transitiven Orientierung von G konstruiertwird. Insbesondere kann eine minimum Cliquenpartition von G mit Hilfe eines bipartitenMatching-Algorithmus gewonnen werden.



240 KAPITEL 7. PERFEKTE GRAPHENAnwendung. Eine Menge von Auftr�agen mit festgelegten Anfangs- und Endzeiten istdurch eine minimale Anzahl von Maschinen, von denen jede jeden Auftrag bearbeitenkann, auszuf�uhren. Der gerichtete Graph, der die Auftr�age als Knoten hat und bei demzwei Knoten x und y genau dann durch eine gerichtete Kante (x; y) verbunden sind, wennder Auftrag x endet, bevor der Auftrag y beginnt, ist transitiv orientiert. Jede Kette vonAuftr�agen kann von einer Maschine bearbeitet werden. Dann stellt eine Kettenzerlegungmit minimal vielen Ketten eine L�osung des Scheduling-Problems an, die minimal vieleMaschinen ben�otigt. 2Proposition 7.3.11 (Fulkerson 1958) Das Optimierungsproblem Independent Set(d.h. insbesondere die Bestimmung von �(G)) reduziert sich f�ur Vergleichbarkeitsgraphenauf das bipartite Matching-Problem.Beweis. Sei G ein Vergleichbarkeitsgraph und D = (V;A) eine transitive Orientierungvon G. Betrachte wie oben den bipartiten Graphen H = (X; Y;E) zu D. Nach dem Satz4.2.15 von K�onig berechnet man mit Hilfe eines Matching-Algorithmus eine minimumKnoten�uberdeckung T = fxi1 ; : : : ; xik ; yj1 ; : : : ; yj`gvon H . Setze nun T 0 := fvi1 ; : : : ; vik ; vj1 ; : : : ; vj`g. Dann gilt:jT 0j = jT j, d.h. alle Knoten in T 0 � V sind verschieden.Angenommen, zwei Indizes w�aren gleich, also o.B.d.A. i1 = j1 =: b. Da T eine minimaleKnoten�uberdeckung von H ist, ist xb zu mindestens einem Knoten yc 2 Y n T und yb zumindestens einem Knoten xa 2 X n T in H adjazent. Also gibt es die Kanten (va; vb) und(vb; vc) in A. Aus der Transitivit�at der Orientierung in D folgt nun aber (va; vc) 2 A, einWiderspruch, denn dann w�urde T die Kante fxa; ycg nicht �uberdecken.S := V � T 0 ist eine maximum unabh�angige Knotenmenge in G.Zun�achst ist S tats�achlich unabh�angig, denn g�abe es eine Kante fva; vbg 2 G[V � T 0](o.B.d.A. gelte (va; vb) 2 A), so w�urde T die Kante fxa; ybg 2 E(H) nicht �uberdecken. DieOptimalit�at von S sieht man wie folgt ein. Einerseits istjSj = n� jT 0j = n � jT j = n� �(H):Nach dem Satz 4.2.15 von K�onig und Gleichung (7.4) gilt aber andererseits�(H) = �(H) = n� �(G);und es folgt insgesamt jSj = �(G) � �(G): 2�Ubungen�Ubung 7.3.12 a) Leite den Satz 4.2.15 von K�onig (in seiner dualen Form aus Korollar 4.2.19)aus dem Satz 7.3.6 von Dilworth ab.b) Leite den Satz von Dilworth aus dem Satz von K�onig ab.�Ubung 7.3.13 (Sperner 1928) Die maximale Anzahl von Teilmengen einer n-elementigen Men-ge, so da� keine Teilmenge in einer anderen enthalten ist, ist � ndn=2e�.[Hinweis: S�atze von Dilworth und Hall]



7.4. INTERVALLGRAPHEN 2417.4 IntervallgraphenDe�nition 7.4.1 (Haj�os 1957) Ein Graph G hei�t Intervallgraph, wenn er Schnittgrapheiner Familie von abgeschlossenen Intervallen der reellen Zahlengeraden ist.Intervallgraphen treten beispielsweise beim Problem der Macro-Substitution auf, wo ei-ne Byte-Folge dadurch komprimiert werden soll, da� h�au�g auftretende Teilst�ucke durchSchl�ussel ersetzt werden. Wenn sich zwei Byte-Sequenzen �uberlappen, darf o�enbar nureine von beiden ersetzt werden. Als eine weitere Anwendung kann man sich das Pro-blem der Platzreservierungen f�ur Zugreisende denken: eine m�oglichst gute Auslastung derSitzpl�atze entspricht einer F�arbung mit minimal vielen Farben; In der Praxis ist diesesProblem jedoch "online\ zu l�osen. F�ur weitere Anwendungen von Intervallgraphen siehe[Rob78, Gol80, DKL87].Die Perfektheit dieser Graphenklasse folgt sofort aus der folgenden Beobachtung.Proposition 7.4.2 Intervallgraphen sind chordal.Beweis. Sei G ein Intervallgraph und I1; : : : ; In eine Schnittgraphdarstellung von Gdurch Intervalle Ii = [ai; bi] � IR, i = 1; : : : ; n. Wir geben eine Schnittgraphdarstel-lung wie in Satz 7.2.19 an. Der Baum B ist einfach ein Pfad auf der KnotenmengeV (B) := fa1; : : : ; ang [ fb1; : : : ; bng und der Teilbaum Ti f�ur das Intervall Ii der Pfadauf den Knoten fv 2 V (T ) : ai � v � big. 2Der Beweis macht insbesondere deutlich, wie speziell Intervallgraphen in der Klasse derchordalen Graphen sind.�Ubung 7.4.3 a) Man zeige anhand der De�nition, da� ein Intervallgraph chordal ist.b) F�ur eine Intervalldarstellung [ai; bi], i = 1; : : : ; n, eines Graphen G zeige man, da� die An-ordnung der Intervalle aufsteigend sortiert nach bi ein perfektes Knotenelemininationsschema dar-stellt.c) Man zeige anhand der De�nition, da� Intervallgraphen perfekt sind.Die Perfektheit der Komplemente von Intervallgraphen ergibt sich aus der folgendenEigenschaft.�Ubung 7.4.4 (Ghouila-Houri 1962)Das Komplement eines Intervallgraphen ist ein Vergleichbarkeitsgraph.Tats�achlich sind Intervallgraphen dadurch schon charakterisiert, chordal und Komplemen-te von Vergleichbarkeitsgraphen zu sein:Satz 7.4.5 (Gilmore, Hoffman 1964) F�ur einen Graphen G sind �aquivalent:(i) G ist ein Intervallgraph;(ii) G enth�alt keinen induzierten C4 und �G ist ein Vergleichbarkeitsgraph;(iii) Die maximalen Cliquen von G k�onnen linear geordnet werden, so da� f�ur jedenKnoten v 2 V die maximalen Cliquen, die v enthalten, aufeinanderfolgen.



242 KAPITEL 7. PERFEKTE GRAPHENDie �Aquivalenz (i), (iii) wurde auch von Fulkerson und Gross [FG65] bewiesen.Beweis. 2W�ahrend Intervallgraphen als chordale Graphen und Komplemente von Vergleichbarkeits-graphen nat�urlich in polynomieller Zeit erkannt werden k�onnen, entwickelten Booth undLueker [BL76] aufbauend auf (iii) einen linearen Algorithmus, um Intervallgraphen zuerkennen (siehe auch [Gol80, KM89]). Ihre Implementierung benutzt jedoch (wie auch ihrPlanarit�atstest) die Datenstruktur der PQ-B�aume. Ohne sie kommen Simon [Sim91] undHsu [Hsu93] aus.Die Tatsache, da� Intervallgraphen mehr Struktur als allgemeine chordale oderVergleichbarkeits-Graphen tragen, schl�agt sich auch komplexit�atstheoretisch nieder. So istbeispielsweise das Hamiltonian Circuit Problem - selbst f�ur chordale Graphen [CS85]oder bipartite Graphen [Kri75] NP-vollst�andig - auf Intervallgraphen polynomiell l�osbar[Kei85]. Dasselbe gilt f�ur das Problem Dominating Set, siehe [Dew83] bzw. [BJ82].�Ubung 7.4.6 The Berge mystery storySechs Professoren waren in der Bibliothek gewesen an dem Tag, an dem das wertvolle Traktatgestohlen wurde. Jeder von ihnen hatte die Bibliothek betreten, war f�ur eine Zeit lang gebliebenund dann wieder gegangen. Wenn immer zwei zur gleichen Zeit in der Bibliothek gewesen waren,hatte zumindest einer von beiden den anderen im Blick. Der Inspektor befragte die Professoren,die folgende Angaben machten: Abe berichtete, Burt und Eddie in der Bibliothek gesehen zu haben;Burt sagte, er h�atte Abe und Ida gesehen; Charlotte behauptete, Desmond und Ida begegnet zu sein,w�ahrend Desmond widerum Abe und Ida gesehen haben wollte; Eddie bezeugte, er h�atte Burt undCharlotte gesehen; Ida schie�lich gab zu Protokoll, Charlotte und Eddie getro�en zu haben.Einer der Professoren log! Wer war's?7.5 Graphen mit perfekter OrdnungLemma 7.5.1 Graphen mit perfekter Ordnung sind perfekt.Satz 7.5.2 (Chv�atal 1984) Sei G = (V;E) ein Graph. Eine Ordnung auf V ist perfektgenau dann, wenn sie hindernisfrei ist.Beweis. 2Korollar 7.5.3 Chordale und Vergleichbarkeitsgraphen besitzen eine perfekte Ordnung.Satz 7.5.4 (Chv�atal 1984) Graphen mit perfekter Ordnung sind streng perfekt.Beweis. 2Satz 7.5.5 (Middendorf, Pfeiffer 1990) Das Erkennungsproblem f�ur Graphen mitperfekter Ordnung ist NP-vollst�andig. 2Ho�ang [Hoa94] gab O(nm)-Algorithmen f�ur das F�arbungproblem und das MaximumClique Problem in Graphen mit perfekter Ordnung an.



7.6. IM UMFELD DER PERFEKTE-GRAPHEN-VERMUTUNG 2437.6 Im Umfeld der Perfekte-Graphen-VermutungBerge hatte den Begri� der perfekten Graphen auf einer Tagung 1961 im Zusammenhangmit zwei Vermutungen eingef�uhrt, die dieses Gebiet zum Gegenstand intensiver Forschunggemacht haben. Die erste Vermutung z�ahlt heute zu den prominentesten in der DiskretenMathematik.Die starke Perfekte-Graphen-Vermutung (SPGC)Ein Graph ist perfekt genau dann, wenn weder er noch sein Komplementeinen ungeraden induzierten Kreis der L�ange � 5 besitzt.Graphen ohne induzierten C2l+1, C2l+1, l � 2, werden Berge zu Ehren auch Berge-Graphen genannt. Wie aus �Ubung 7.1.3 hervorgeht, ist jeder perfekte Graph trivialerweiseein Berge-Graph.Die SPGC wurde bereits u.a. f�ur folgende Graphenklassen bewiesen:� planare [Tuc73],� K1;3-freie [PR76],� (K4 � e)-freie [PR79]� K4-freie [Tuc84]� (G)� 1 oder �(G) � 6 [Gri84]Dar�uber hinaus konnte gezeigt werden, da� Gegenbeispiele h�ochstens eine Nullmenge inder Menge aller Berge-Graphen darstellen k�onnen:Satz 7.6.1 (Pr�omel, Steger 1992a) Fast alle Berge-Graphen sind perfekt.Die Situation bei den bipartiten und chordalen Graphen regte Berge zu seiner zweitenVermutung an, die besagt, da� die Klasse der perfekten Graphen unter Komplementbil-dung abgeschlossen ist. Weil deren Richtigkeit aus Symmetriegr�unden sofort aus der derSPGC folgt, wird sie entsprechend die schwache Perfekte-Graphen-Vermutung genannt.Sie wurde von Fulkerson [Ful71] und Lov�asz [Lov72a] bewiesen und wird heute zitiertals derSatz 7.6.2 (Perfekte-Graphen-Satz)Ein Graph ist genau dann perfekt, wenn sein Komplement perfekt ist.Der Beweis dieses Satzes beruht auf einem auch f�ur sich interessanten Lemma. Unterdem Ersetzen eines Knotens x 2 V (G) durch einen Graphen H wollen wir den Graphenverstehen, der entsteht, wenn in G der Knoten x durch den Graphen H ersetzt und jederKnoten von H zudem mit allen vorherigen Nachbarn von x in G verbunden wird.Lemma 7.6.3 (Ersetzungslemma) (Lov�asz 1972)Wenn man in einem perfekten Graphen G Knoten durch perfekte Graphen ersetzt, so istder resultierende Graph G� ebenfalls perfekt.Beweis. Nach Lemma 7.1.8 ist eine stabile Menge S in G� zu konstruieren, die alle maxi-mum Cliquen in G� tri�t. Sei SG diejenige Farbklasse in einer �(G)-F�arbung von G, die x



244 KAPITEL 7. PERFEKTE GRAPHENenth�alt, und SH eine stabile Menge in H , die alle maximum Cliquen in H tri�t (existiertnach Lemma 7.1.8). Dann ist S := (SG � x) [ SHstabil in G�. Sei C eine beliebige maximum Clique in G�. Falls C\V (H) = ;, so ist C aucheine maximum Clique in G � x. Wegen !(G) � �(G) enth�alt daher C mindestens einenKnoten aus der Farbklasse SG. Falls andernfalls C \ V (H) 6= ;, so mu� C eine maximumClique von H enthalten (sonst w�are C nicht maximum in G�), und daher tri�t SH dieClique C. 2Beweis von Satz 7.6.2:Es gen�ugt o�enbar, ")\ zu zeigen. Wir induzieren �uber n. F�ur n � 3 ist die Aussage trivial.Sei G also ein perfekter Graph mit n � 4. Zu zeigen ist, da� auch sein Komplement Gperfekt ist. Da auch alle echten induzierten Subgraphen von G perfekt sind, sind nachInduktionsvoraussetzung bereits alle echten induzierten Subgraphen von G perfekt, undes gen�ugt, �(G) = !(G) oder genauer �(G) � !(G) zu zeigen. Seien C1; : : : ; Ck dieinklusionsmaximalen Cliquen von G. Wir unterscheidenFall 1: Es gibt ein Cj , 1 � j � k, das alle maximum stabilen Mengen in G schneidet.Dann gilt wie in Lemma 7.1.8:�(G) � �(G� Cj) + 1 (IV )= !(G� Cj) + 1 � !(G):Fall 2: F�ur alle 1 � j � k enth�alt V n Cj eine stabile Menge Sj in G mit jSj j = �(G).F�ur einen Knoten x 2 V (G) bezeichne s(x) die Anzahl der maximum stabilen Mengen Si,1 � i � k, die x enthalten: s(x) := jfij 1 � i � k ^ x 2 Sigj:Ersetze in G jeden Knoten x 2 V (G) durch einen Ks(x) und erhalte einen, nach Lemma7.6.3 wiederum perfekten Graphen G�. Dann entsprechen sich die maximum Cliquen in Gund G� bijektiv und f�ur die Cliquenzahl von G� gilt!(G�) = max1�j�k Xx2Cj s(x):Da eine Clique und eine stabile Menge sich nur in h�ochstens einem Knoten schneidenk�onnen, wird f�ur jedes j in der Summe Px2Cj s(x) jede stabile Menge Si, 1 � i � k, nurh�ochstens einmal gez�ahlt. Au�erdem gibt es nach Annahme f�ur jede Clique Cj in G einemaximum stabile Menge Sj � V n Cj , die folglich in Px2Cj s(x) nicht mitgez�ahlt wird.Also gilt !(G�) = max1�j�k Xx2Cj s(x) � k � 1:Andererseits gilt wegen jV (G�)j =Pki=1 jSij = k � �(G) und �(G�) = �(G):�(G�) � jV (G�)j�(G�) = k � �(G)�(G) = kim Widerspruch zur Perfektheit von G�. 2Angewandt auf spezielle perfekte Graphenklassen, verallgemeinert dieser Satz so un-terschiedliche Ergebnisse wie die S�atze 4.2.15 und 4.2.14 von K�onig oder den Satz 7.3.6von Dilworth.



7.6. IM UMFELD DER PERFEKTE-GRAPHEN-VERMUTUNG 245�Ubung 7.6.4 (Seinsche 1974) Graphen ohne induzierten P4 sind perfekt.[Hinweis: G oder G ist unzusammenh�angend]Um die SPGC zu beweisen, m�u�te die Perfektheit aller Berge-Graphen nachgewiesenwerden. Ein Ansatz zum Beweis der SPGC besteht daher darin, der Berge-Bedingungimmer schw�achere Bedingungen hinzuzuf�ugen, die noch die Perfektheit der dadurch de�-nierten Graphenklasse garantieren.Beispielsweise sind die chordalen Graphen (deren Perfektheit in Satz 7.2.6 nachgewiesenwurde),Berge-Graphen: nach De�nition enthalten sie �uberhaupt keinen induzierten Kreisder L�ange � 4, also insbesondere keine sehnenlosen C2k+1, k � 2; wegen C5 = C5 und weildas Komplement eines jeden Kreises der L�ange � 6 einen C4 als induzierten Subgraphenhat, enthalten chordale Graphen aber auch keinen induzierten C2k+1, k � 2.Graphen ohne induzierte Kreise der L�ange � 5 und deren Komplemente hei�en schwachchordal. Chordale Graphen sind also insbesondere schwach chordal. Schwach chordale Gra-phen sind perfekt und k�onnen in polynomieller Zeit erkannt werden [Hay85, SS95].Meyniel [Mey76] bewies, da� alle Graphen, in denen nur jeder ungerade Kreis derL�ange � 5 mindestens zwei Sehnen hat (solche Graphen hei�en ihm zu Ehren heuteMeyniel-Graphen), schon perfekt sind. (Einen eleganten Beweis hierzu gab Lov�asz[Lov83].) Ravindra [Rav82] zeigte, da� auch Meyniel-Graphen stark perfekt sind;tats�achlich sindMeyniel-Graphen genau die sehr stark perfekten Graphen, siehe [Hoa87].De�nition 7.6.5 Ein Graph G hei�t kritisch imperfekt oder minimal imperfekt, falls Gselbst zwar nicht perfekt ist, aber alle seine echten induzierten Subgraphen.Die SPGC l�a�t sich damit o�enbar �aquivalent auch so formulieren, da� die einzigen mini-mal imperfekten Graphen die ungeraden Kreise und ihre Komplemente sind. Ein Ansatzzum Beweis der SPGC besteht daher darin, soviele Eigenschaften minimal imperfekterGraphen herauszu�nden, da� schlie�lich nur noch die ungeraden Kreise und deren Kom-plemente �ubrigbleiben.Lov�asz konnte perfekte Graphen wie folgt charakterisieren.Satz 7.6.6 (Lov�asz 1972) Ein Graph G ist perfekt genau dann, wenn f�ur alle induziertenSubgraphen H von G gilt: !(H) � !( �H) � jH j:Da die Bedingung o�enbar symmetrisch in G und G ist, folgt aus dieser Charakterisierungperfekter Graphen insbesondere sofort der Perfekte-Graphen-Satz. Satz 7.6.6 l�a�t sichauch ganz analog wie der Perfekte-Graphen-Satz beweisen, siehe z.B. [Hal89]. Wir folgendeshalb Zaremba [Zar91] und zeigen, da� diese Charakterisierung perfekter Graphen�aquivalent zur klassischen Schwartz-Ungleichung f�ur bestimmte Vektoren des IRn untereiner passenden Norm ist.Beweis. 2De�nition 7.6.7 Ein Graph G = (V;E) der Ordnung jV j = �!+1 mit �; ! 2 IN�2 hei�t(�; !)-partitionierbar, wenn f�ur alle v 2 V der Subgraph G� v := G[V n fvg] mit � vielen!-Cliquen und genauso mit ! vielen �-stabilen Mengen (das seien stabile Mengen in Gder Kardinalit�at �) �uberdeckt werden kann:�(G� v) = �;�(G� v) = !:



246 KAPITEL 7. PERFEKTE GRAPHEND.h. die Parameter � und ! sind f�ur einen partitionierbaren Graphen eindeutig bestimmt.Lemma 7.6.8 F�ur einen (�; !)-partitionierbaren Graphen G gilt:(i) �(G) = �;(ii) !(G) = !;(iii) �(G) = �+ 1;(iv) �(G) = ! + 1:Beweis. 2Satz 7.6.9 (Padberg 1974) Ein (�; !)-partitionierbarer Graph G der Ordnung n hatfolgende Eigenschaften:(i) G hat genau n !-Cliquen.(ii) G hat genau n �-stabile Mengen.(iii) Jeder Knoten v 2 V ist in genau ! !-Cliquen enthalten.(iv) Jeder Knoten v 2 V ist in genau � �-stabilen Mengen enthalten.(v) Jede !-Clique schneidet genau eine �-stabile Menge nicht.(vi) Jede �-stabile Menge schneidet genau eine !-Clique nicht.Beweis. F�ur eine �-stabile Menge S0 = fs1; : : : ; s�g sei fSi1; : : : ; Si!g eine Partitionvon G � si in �-stabile Mengen und S die n � n Matrix mit den Inzidizenzvektoren derMengen S0; S11; : : : ; S�! bez�uglich V in den Spalten. Analog erhalte eine n� n Matrix Cmit Inzidenzvektoren von !-Cliquen in den Spalten. J bezeichne die 1-Matrix. Formuliere(i)� (vi) in der Sprache der Matrixalgebra. 2�Ubung 7.6.10 Die Bedingungen (i) - (vi) aus Satz 7.6.9 sind auch hinreichend f�ur die(�; !)-Partitionierbarkeit eines Graphen G.Proposition 7.6.11 (Lov�asz 1972b) F�ur einen minimal imperfekten Graphen G derOrdnung n gilt:� n = �(G)!(G) + 1;� G ist (�(G); !(G))-partitionierbar.Beweis. 2Aus Proposition 7.6.11 leitet sich immerhin ab, da� es f�ur nicht perfekte Graphen einZerti�kat gibt, das man in (in jGj) polynomieller Zeit �uberpr�ufen kann.Korollar 7.6.12 Perfect Graph Recognition 2 co-NP.Beweis. 2Beachte, da� dieses Korollar unmittelbar aus der Richtigkeit der SPGC folgen w�urde.Weitere Eigenschaften eines partitionierbaren Graphen G sind u.a.: G�v ist eindeutigf�arbbar f�ur alle v 2 V [BHT79], und G ist (2! � 2)�zusammenh�angend [Seb93].�Ubung 7.6.13 (Star-Cutset-Lemma) (Chv�atal 1985) Kein minimal imperfekterGraph besitzt ein Star-Cutset, d.h. eine trennende Knotenmenge S � V , die einen Knotens 2 S enth�alt, der zu allen anderen Knoten in S benachbart ist.



7.7. OPTIMIERUNG AUF PERFEKTEN GRAPHEN 2477.7 Optimierung auf perfekten Graphen



Kapitel 8Separatoren8.1 EinleitungDie \divide and conquer" Methode, klassisch auch \divide et impera" genannt, hat sichals n�utzlich zur L�osung zahlreicher Optimierungsprobleme erwiesen. Wie der Name esschon andeutet, besteht das Verfahren aus zwei Phasen. In der ersten Phase wird das Aus-gangsproblem in zwei oder mehrere kleinere Teilprobleme unterteilt, die dann rekursiv mitderselben Methode gel�ost werden. In der zweiten Phase werden die L�osungen der Unter-probleme zu einer L�osung des Ausgangsproblems zusammengef�ugt. Dieses Verfahren gehtalso eher "top down\ vor im Gegensatz zu dem verwandten Paradigma der dynamischenProgrammierung, das einen "bottom up\-Ansatz darstellt (vergleiche Abschnitte 1.3.2,1.5). Voraussetzung f�ur die Anwendbarkeit der \divide and conquer" Methode ist also,da� sich jede Probleminstanz entweder in (noch) kleinere Teilprobleme zerlegen l�a�t oderschlie�lich so klein ist, da� sie mit vertretbarem Aufwand (einfach) gel�ost werden kann.1F�ur Graphenprobleme stellen Separatoren einen geeigneten Teilungsbegri� dar. EinSeparator in einem Graphen ist eine Teilmenge der Knotenmenge des Graphen, nach derenEntfernung aus dem Graphen dieser in mehrere Komponenten m�oglichst kleiner Gr�o�ezerf�allt. Dabei sind wir insbesondere daran interessiert, Graphenklassen zu bestimmen,f�ur die es beispielsweise Separatoren der Gr�o�e o(n) gibt. In diesem Kapitel wird einSeparatorensatz f�ur planare Graphen vorgestellt, der im Jahre 1979 von Lipton undTarjan bewiesen wurde und die Forschung auf dem Gebiet der Separatoren initiierte.Aus dem Beweis werden wir die Existenz eines linearen Algorithmus zur Berechnung einessolchen Separators ableiten. Danach werden wir Separatoren f�ur andere Graphenklassenund insbesondere Cliquenseparatoren, d.h. Separatoren, deren Knoten eine Clique bilden,betrachten. Au�erdem zeigen wir, wie Separatoren bei der L�osung NP-schwerer Probleme,wie beispielsweise Independent Set weiterhelfen k�onnen.De�nition 8.1.1 Sei 0 < � < 1 eine Konstante und f(n) eine Funktion. Dann ist ein(f(n); �)-Separator in einem Graphen G = (V;E) auf n Knoten eine Menge C � V derGr�o�e jCj � f(n), so da� jede Komponente von G[V n C] h�ochstens �n Knoten enth�alt.Von einigen Autoren wird eine andere De�nition bevorzugt, die eine Aufteilung in zwei1Ein Gegenbeispiel w�are ein kleines gallisches Dorf, das einerseits intern eine verschworene Gemeinschaftbildet, die jede Teilung unm�oglich macht, und das andererseits hartn�ackig einer Eingliederung in dasImperium (Romanum) widerstrebt. 248



8.2. SEPARATOREN IN PLANAREN GRAPHEN 249Mengen vorsieht, die untereinander durch keine Kante verbunden sind. F�ur den Fall � = 23sind diese beiden De�nitionen �aquivalent:Proposition 8.1.2 Ein Graph G besitzt einen (f(n); 23)-Separator genau dann, wenn Vin drei Mengen A, B und C partitioniert werden kann, so da� jCj � f(n), jAj; jBj � 23n,und es keine Kanten zwischen A und B gibt.Beweis. "(\: Da jede Komponente von G[V n C] entweder in A oder in B enthalten ist,kann sie h�ochstens 23n Knoten besitzen.")\: Falls es eine Komponente von G[V nC] gibt, die mindestens 13n Knoten enth�alt, seiA diese Komponente und B die Vereinigung der �ubrigen Komponenten. Wenn alle Kom-ponenten G�C weniger als 13n Knoten enthalten, dann vereinige sukzessive Komponentenzu einer Menge A, bis deren Gr�o�e erstmalig 13n �uberschreitet. 2Diese Proposition gilt o�ensichtlich f�ur jedes � � 23 . F�ur kleinere � wird sie jedoch falsch,wie das folgende Beispiel es zeigt. Sei Tk der Baum, der durch Vereinigung dreier Pfade derL�ange k entsteht, die an einem ihrer Endknoten identi�ziert werden. Tk besitzt o�enbareinen (1; �)-Separator f�ur jedes � � 13 , aber es gibt kein � < 23 , so da� die B�aume Tk f�urk gro� genug durch Entfernen eines Knotens in zwei nichtadjazente Mengen A und B derGr�o�e h�ochstens �n(Tk) separiert werden k�onnten.Da es Graphen gibt, die o�ensichtlich keinen o(n)-Separator besitzen, erhebt sich dieFrage, ob es interessante Graphenklassen mit kleinen Separatoren gibt. Als ein einfachesBeispiel betrachten wir B�aume.Proposition 8.1.3 Jeder Baum besitzt einen (1; 12)-Separator.Beweis. Sei T = (V;E) ein Baum auf n Knoten. W�ahle einen beliebigen Knoten c 2 V .Falls jede Komponente von T � c h�ochstens 12n Knoten enth�alt, sind wir fertig. Ansonstensei T 0 die eindeutige Komponente von T � c mit mehr als 12n Knoten. Betrachte denNachbarn c0 von c in T 0. Da V (T ) n V (T 0) h�ochstens 12n viele Knoten enth�alt, enthaltenauch die zu T 0 disjunkten Komponenten von T � c0 h�ochstens 12n viele Knoten. Die Gr�o�eder gr�o�ten Komponente hat also beim �Ubergang von T � c zu T � c0 um mindestens 1abgenommen. Wenn man dieses Vorgehen iteriert, ist nach sp�atestens n� 1 Schritten ein(1; 12)-Separator c gefunden. 2Es l�a�t sich zeigen, da� die Bestimmung der Gr�o�e eines minimalen Separators C, nachdessen Entfernung zwei nichtadjazente Teile der Gr�o�e h�ochstens 12n verbleiben, sogar f�urregul�are Graphen mit festem Grad, NP-schwer ist, vgl. [Len90, Exercise 6.2]. F�ur planareGraphen ist die Komplexit�at dieses Problems nicht bekannt.�Ubung 8.1.4 (Leiserson 1980) Jeder zweifach zusammenh�angende, kreisf�ormig planareGraph besitzt einen (2; 12)-separator. 28.2 Separatoren in planaren GraphenDa ein planarer Graph G einen Knoten vom Grad h�ochstens 5 besitzt, enth�alt also jederplanare Graph auf mindestens 5 Knoten eine trennende Menge der Gr�o�e h�ochstens 5.Falls wir aber fordern, da� die Komponenten etwa gleich gro� sein sollen, dann wirddie Aufgabe, einen geeigneten Separator zu �nden, deutlich schwieriger. Wir werden denfolgenden Satz beweisen.



250 KAPITEL 8. SEPARATORENSatz 8.2.1 (Lipton, Tarjan 1979)Jeder planare Graph auf n Knoten besitzt einen (2p2n; 23)-Separator.Zun�achst zeigen wir, da� die Gr�o�e des Separators bis auf eine multiplikative Konstantebestm�oglich ist.Proposition 8.2.2 [LT79] Sei Gk�k = (V;E) der k � k-Gittergraph, dessen n = k2Knoten den Gitterpunkten eines k � k-Gitters entsprechen, wobei genau die benachbar-ten Gitterpunkte verbunden sind. Dann besitzt G f�ur kein 0 < � < 1 und f�ur kein� < minf12 ;p1� �� 12png einen (�pn; �)-Separator.Beweis. Sei C � V eine trennende Knotenmenge, so da� alle Komponenten von G[V nC]h�ochstens �n Knoten enthalten. Wir zeigen, da� dann jCj > �pn.Zun�achst bestimmen wir eine Menge A � V nC der Gr�o�e �2n < jAj � 12n mit derEigenschaft, da� alle Nachbarn von A in G in C[A enthalten sind. Falls eine KomponenteB von G[V nC] mindestens die Gr�o�e 12n hat, dann de�niere A := V n(B [ C). Nach derDe�nition von � gilt dann 12n � jAj � n � �n � �pn > �2n. Andernfalls de�niere A soals Vereinigung von Komponenten von G[V nC], da� 14n < jAj � 12n gilt.Sei z die Anzahl von Zeilen in G, die mindestens einen Knoten von A enthalten, und sdie entsprechende Anzahl von Spalten. Wir k�onnen annehmen, da� s � z. Sei ferner z� dieAnzahl der Zeilen in G, die nur Knoten aus A enthalten. O�enbar mu� C mindestens z�z�Knoten enthalten. Falls z� > 0, dann ist wegen s = k auch z = k. Aus k � z� � jAj � 12n,also z� � 12k, folgt daher jCj � z � z� � k � 12k > �pn. Im Fall z� = 0 folgt wegen�2n < jAj � sz � z2 ebenfalls jCj � z > �pn. 2Aus der Proposition folgt also beispielsweise, da� es in planaren Graphen im allgemeinenkeinen ((12 � o(1))pn; 23)-Separator gibt. Djidjev [Dji82] zeigte sogar die Nichtexistenzvon ((13 � �)q4�p3; 23)-Separatoren f�ur alle � > 0 in allgemeinen planaren Graphen. Diebeste bekannte obere Schranke stammt von Alon, Seymour und Thomas [AST94], diezeigten, da� jeder planare Graph einen (32p2n; 23)-Separator besitzt. In Dezimaldarstellunghaben diese Konstanten die Werte 13q4�p3 � 1; 555 und 32p2 � 2; 121.Das nun folgende Lemma spielt eine zentrale Rolle im Beweis von Satz 8.2.1.Lemma 8.2.3 Sei G ein planarer Graph und B = (V;E(B)) ein spannender Baum in Gvom Radius s. Dann besitzt G einen (2s+ 1; 23)-Separator C.Beweis. Sei G = (V;E) in der Ebene eingebettet und o.B.d.A. trianguliert. Sei e 2 EnE(B)eine Kante, die keine Baumkante ist. e bildet mit den Kanten aus E(B) einen eindeutigbestimmten Kreis, den wir mit C(e) bezeichnen. Die L�ange eines solchen Kreises betr�agto�enbar h�ochstens 2s+ 1. Wir bezeichnen f�ur einen Kreis C in G mit int(C) und ext(C)die Anzahl der Knoten im Inneren beziehungsweise im �Au�eren von C. Wir suchen nuneine Kante e, so da� sowohl int(C(e)) � 23n als auch ext(C(e)) � 23n gilt, denn dann istdie Knotenmenge von C(e) eine trennende Menge mit den gew�unschten Eigenschaften.W�ahle also eine beliebige Kante e = fx; yg 2 EnE(B). Wir k�onnen annehmen, da�int(C) � ext(C) gilt, wobei C = C(e). Wir zeigen nun, wie wir, solange int(C) > 23n ist,konstruktiv eine zu e adjazente Kante e0 w�ahlen k�onnen, so da� das folgende gilt.� Das Innere von C(e0) ist im Inneren von C(e) enthalten und umfa�t mindestens eineFl�ache weniger.



8.2. SEPARATOREN IN PLANAREN GRAPHEN 251� ext(C(e0)) � 23nBeim Ersetzen von C(e) durch C(e0) mu� zwar int(C) nicht notwendigerweise abnehmen,aber da int(C) nur O(n) viele Fl�achen enthalten kann, terminiert dieser Algorithmus nachlinear vielen Schritten und gibt C als den gesuchten Separator aus.Um e0 zu bestimmen, betrachte das Dreick im Inneren von C, das die Kante fx; ygenth�alt (vergleiche die untenstehende Abbildung). Sei z der dritte Knoten dieses Dreicks.Wegen int(C) > 0 k�onnen nicht sowohl fx; zg als auch fy; zg Kanten aus C sein.�Fall 1 �Fall 2a ��Fall 2b' �Fall 2b"Durchgezogene Kanten sind Baumkanten, gestrichelte Nicht-Baumkanten.Wir unterscheiden nun die folgenden F�alle:Fall 1. Genau eine der Kanten fx; zg und fy; zg ist in C enthalten. Sei fx; zg diese Kan-te. Dann liegt z auf C, und die Kante fy; zg ist keine Baumkante. Der Kreis C(fy; zg)enth�alt im Innern die gleichen Knoten wie C, aber er umfa�t eine Fl�ache weniger. Wegenint(C) > 23n gilt ext(C(fy; zg))� 23n, und daher setzen wir e0 := fy; zg.Fall 2. Weder fx; zg noch fy; zg ist in C enthalten. Dann k�onnen sie nicht beide Baum-kanten sein.Fall 2a. Genau eine der beiden Kanten ist Baumkante; sei dies fx; zg. Dann induziertfy; zg einen Kreis C(fy; zg), dessen Inneres alle Knoten aus dem Inneren von C(fx; yg)bis auf den Knoten z enh�alt, und wir k�onnen wieder e0 := fy; zg w�ahlen.Fall 2b. Weder fx; zg noch fy; zg ist Baumkante. Sei ohne Beschr�ankung der Allgemein-heit int(C(fx; zg)) � int(C(fy; zg)). Wir ersetzen e durch e0 := fx; zg. Dabei nimmt dieAnzahl der Fl�achen im Inneren von C mindestens um zwei ab. Ferner gilt23n < int(C) = int(C(fx; zg))+ int(C(fy; zg)) + jC(fx; zg)\ C(fy; zg)j � 1 (8.1)� 2int(C(fx; zg))+ jC(fx; zg)j:Daraus folgtext(C(fx; zg)) = n � jC(fx; zg)j� int(C(fx; zg)) < n � 13n = 23n: 2Beweis von Satz 8.2.1 (nach [Ven87]): Ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit sei G zusam-menh�angend. W�ahle einen beliebigen Knoten w 2 V als Wurzel und teile die Knoten vonG in Mengen Si f�ur i = 1; : : : ; ` auf, wobei Si alle Knoten vom Abstand i von w enthalteund ` der maximale Abstand eines Knotens aus G zu w ist. Falls 2`+1 � 2p2n garantiertschon das vorherige Lemma die Existenz des gesuchten Separators. F�ur eine sp�ater zubestimmende nat�urliche Zahl s gruppieren wir die Mengen Si nach ihrem Rest modulo s.Seien also Lj =[fSi j i � j mod sg (0 � j < s):



252 KAPITEL 8. SEPARATORENF�ur ein k mit 0 � k < s gilt dann jLkj � bn=sc. Angenommen, es gibt eine KomponenteH von G[V nLk], die mehr als 23n Knoten enth�alt. H ist in h�ochstens s � 1 aufeinander-folgenden Mengen Si enthalten. Wir zeigen nun, da� H in einen planaren Graphen mitRadius h�ochstens s�1 eingebettet werden kann. Sei dazu imin minimal mit Si\V (H) 6= ;.Falls imin = 0, dann enth�alt H den Knoten w, und wir sind bereits fertig. Wenn imin > 0,verbinden wir alle Knoten aus Simin \ V (H) mit einem neuen Knoten w0; d.h. wir kontra-hieren in G die Knoten aus Simin�1i=0 Si zu einem Knoten. Der dadurch entstehende Graphist o�enbar planar und hat einen Radius von h�ochstens s� 1. Nach dem vorhergehendenLemma enh�alt H also einen (2s� 1; 23)-Separator C0. Wenn wir dann C := C0 [Lk setzen,ist C ein Separator in G der Gr�o�ejCj � bn=sc + 2s � 1:Diese Summe wird f�ur s = lpn=2m minimal, und dann gilt jCj � p2n+p2n. 2Aus dem Beweis von Satz 8.2.1 k�onnen wir folgern, da� ein Separator sogar in linearerZeit gefunden kann, was wichtig f�ur Anwendungen des planaren Separatorensatzes ist.Korollar 8.2.4 (Lipton, Tarjan 1979) In einem planaren Graphen G l�a�t sich in O(n)Zeit ein (2p2n; 23)-Separator konstruieren.Beweis. Wir gehen wie folgt vor:1. Schritt: Berechne die Komponenten von G und die Mengen Si aus dem Beweis von Satz8.2.1 mit Hilfe von Breitensuche. Wir k�onnen nun annehmen, da� G einen spannendenBaum B der Tiefe s = lpn=2m besitzt.2. Schritt: Bestimme f�ur alle Knoten v ihren Vorg�anger p(v) in B und die Anzahl n(v)der Nachfahren in T (Kinder, Enkel, etc.).3. Schritt: Bette G in die Ebene ein.4. Schritt: Trianguliere G, und halte f�ur jeden Knoten die inzidenten Kanten im Uhrzei-gersinn geordnet fest; diese Ordnung h�angt nat�urlich von der gegebenen Einbettung ab.5. Schritt: W�ahle eine beliebige Nicht-Baumkante e = fx; yg. Bestimme C(e). Dazugen�ugt es, den ersten Schnittpunkt der beiden Pfade von x beziehungsweise y zur Wurzelvon B zu bestimmen. Gehe die Baumkanten auf beiden Seiten von C(e) durch, und be-nutze n(v), um int(C(e)) und ext(C(e) zu berechnen. Dabei k�onnen wir annehmen, da�int(C(e)) � ext(C(e).6. Schritt: Solange int(C(e)) > 23n, bestimme e0 wie im Beweis von Lemma 8.2.3, undsetze e := e0.Es ist leicht einzusehen, da� die Schritte 1,2,4 und 5 nur O(n) Rechenschritte ben�otigen.Der 3. Schritt ist ebenfalls in linearer Zeit durchf�uhrbar, da es einen linearen Einbettungs-algorithmus f�ur planare Graphen gibt (vgl. Abschnitt 6.2). Die Absch�atzung der Laufzeitf�ur den 6. Schritt erfordert genauere �Uberlegungen. Da G nach der Eulerschen Formel(Satz 6.1.9) nur linear viele Fl�achen besitzt und sich bei jedem Schleifendurchlauf die An-zahl der Fl�achen im Inneren von C(e) mindestens um eins erniedrigt, wird die Schleife nurlinear oft durchlaufen. Da die Kanten im Uhrzeigersinn geordnet sind, kann in konstanterZeit entschieden werden, welcher der drei F�alle 1, 2a oder 2b aus Lemma 8.2.3 vorliegt. Inden F�allen 1 und 2a k�onnen C(e0) und int(C(e0)) in konstanter Zeit berechnet werden.Jetzt m�ussen wir also nur noch die Rechenzeit f�ur alle Operationen zu Fall 2b betrach-ten. Die Rechenzeit f�ur ein einmalige Anwendung von Fall 2b kann recht gro� sein, denn ein



8.2. SEPARATOREN IN PLANAREN GRAPHEN 253Pfad in B von z zu C(e) kann beliebig lang sein. Wir werden nun zeigen, da� die Anzahl dergelesenen Kanten zu allen Schleifendurchl�aufen in Schritt 6, die in Fall 2b fallen, h�ochstensm+2n = O(n) betr�agt. Jede Kante kommt in h�ochstens einem B-Pfad von einem Knotenz zu C(e) vor, da die Pfadkanten im n�achsten Schritt nicht mehr im Inneren von C(e) lie-gen. Also werden zur Bestimmung von C(e0) mit Hilfe der p-Relation h�ochstens m Kantengelesen. Um zu entscheiden, ob int(C(fx; zg)) oder ext(C(fy; zg)) gr�o�er ist, gehen wir wiefolgt vor. Es ist klar, da� es gen�ugt, einen dieser Werte zu bestimmen, da wir den anderenWert dann mit (8.1) berechnen k�onnen, wobei jC(fx; zg) \ C(fy; zg)j gerade die Anzahlder Kanten eines B-Pfades von z zu C(e) ist. Nun lesen wir abwechselnd Baumkanten imInneren von C(fx; zg) und C(fy; zg) und summieren die Nachfolgerfunktionen n(v) auf.Wenn wir alle Baumkanten im Inneren eines der beiden Kreise gelesen haben, k�onnen wirmit (8.1) die gesuchten Werte bestimmen. Bei dieser Berechnung werden also h�ochstenszweimal so viele Knoten gelesen, wie der kleinere der beiden Kreise Kanten enth�alt. Dadieser Kreis daraufhin entfernt wird, werden diese Knoten sp�ater nicht mehr betrachtet.Insgesamt ben�otigen wir zur Bestimmung aller neuen ext- und int-Werte also h�ochstensO(n) Schritte. 2Nun wenden wir uns der naheliegenden Frage zu, wie gro� wir den Separator w�ahlenm�ussen, wenn wir in planaren Graphen Komponenten der Gr�o�e h�ochtens �n f�ur ein � > 0erhalten wollen.Satz 8.2.5 [Ven87, LT80] Sei G = (V;E) ein planarer Graph auf n Knoten und � � 1mit �n � 1. Dann enth�alt G einen ((2 +q 6�n)p6qn� ; �)-Separator, der in Zeit O(n log 1� )bestimmt werden kann.Beweis. De�niere s := lq�n6 m. Wir wenden das folgende Verfahren an, das eine wiederholteAnwendung des Algorithmus aus Korollar 8.2.4 darstellt.1. Schritt: Benutze wie im Beweis von Satz 8.2.1 Breitensuche von einem beliebigenKnoten aus, um eine Menge Lk der Gr�o�e h�ochstens bn=sc zu �nden, so da� alle Kompo-nenten von G[V nLk] in planare Graphen mit Radius h�ochstens s � 1 eingebettet werdenk�onnen. Setze C := Lk.2. Schritt: Solange es eine Komponente H in G[V nC] der Gr�o�e mindestens �n gibt,bestimme wie in Lemma 8.2.3 beziehungsweise Korollar 8.2.4 eine Menge C 0 � V (H) derGr�o�e h�ochstens 2s + 1, so da� H nach Entfernen von C 0 in Komponenten der Gr�o�eh�ochstens 32 jV (H)j zerf�allt, und setze C := C [ C 0.Um zu zeigen, da� C h�ochstens die angegebene Gr�o�e hat, und um die Laufzeit des Algo-rithmus abzusch�atzen, partitionieren wir alle Komponenten, die im Laufe des Algorithmusauftreten, folgenderma�en in Klassen Ni. SeiN0 die Menge aller Komponenten der Gr�o�e � �nund f�ur 1 � i � log3=2 1�Ni die Menge aller Komponenten der Gr�o�e > �32�i�1 �n und � �32�i �n.Falls im Laufe des Algorithmus eine Komponente H aus Ni in kleinere Komponentenaufgeteilt wird, so haben diese dann h�ochstens 23 jV (H)j Knoten und geh�oren daher nichtzu Ni. Also sind f�ur jedes i = 0; : : : ; log3=2 1� die Komponenten in Ni knotendisjunkt. Da



254 KAPITEL 8. SEPARATORENdie Zeit f�ur eine Teilung einer Komponente nach Korollar 8.2.4 linear in der Anzahl ihrerKnoten ist, betr�agt daher die Gesamtlaufzeit des Algorithmus h�ochstens log3=2 1� � O(n) =O(n log 1� ).Nun sch�atzen wir die Gr�o�e von C ab. De�niere � := s�q�n6 . DajNij � �32�i�1 �n � n;gibt es h�ochstens ��23�i�1 1�� Komponenten in der Klasse Ni. Daher istjCj � �ns �+ log3=2 n+1Xi=1 $�23�i�1 1�% (2s� 1)� �ns �+ 2s� 1Xi=0�23�i� nq �n6 + 6� �r�n6 + ��� p6rn� +p6rn� + 6�= p6rn� (1 + 1 +r 6�n ): 2AnmerkungenMiller [Mil86] zeigte (vgl. auch [GM90]) zeigte die Existenz von (2p2n; 23 )-Kreisseparatorenin triangulierten zweifach-zusammenh�angenden planaren Graphen; d.h. von Separatoren, derenKnoten alle auf einem Kreis liegen. Verschiedene Autoren besch�aftigten sich mit Kantenseparatoren[BP92, Rao87, DDSV93, GSV94, CY94]. Bei dieser Problemstellung werden nur Kanten, aber keineKnoten, aus dem Graphen entfernt.8.3 Independent Set auf planaren GraphenDieser Abschnitt widmet sich dem Problem der Bestimmung einer maximum unabh�angigenMenge in einem planaren Graphen. Zun�achst zeigen wir, da� das Problem NP-vollst�andigist. Mit Hilfe der Technik der Separatoren k�onnen wir dann aber einen immerhin nurschwach exponentiellen Algorithmus f�ur Independent Set auf planaren Graphen ent-werfen; er hat Laufzeit 2O(pn).Satz 8.3.1 [GJS76, Lich82] Planar Independent Set ist NP-vollst�andig.Beweis [Kuc90]. Wir reduzieren von Independent Set. Sei also ein Graph G = (V;E)gegeben. Zun�achst zeichnen wir G so in die Ebene, da� (vgl. Satz 6.5.9)� die Kanten (d.h. die zugeh�origen Jordankurven) nur ihre Endpunkte mit V gemein-sam haben,



8.3. INDEPENDENT SET AUF PLANAREN GRAPHEN 255� Kanten sich nicht selbst schneiden,� Kanten andere Kanten h�ochstens einmal schneiden,� sich in einem Punkt, der kein Knoten ist, h�ochstens zwei Kanten schneiden und� die Anzahl der �Uberkreuzungen h�ochstens �n4� betr�agt, vgl. Gleichung (6.6).Falls sich dabei Kanten fu; vg und fx; yg aus E kreuzen, so ersetzen wir sie durch denfolgenden planaren "Baustein-Graphen\:������Alle anderen Kanten, die in der urspr�unglichen Zeichnung die Kante fx; yg kreuzten,f�uhren wir nun in der neuen Zeichnung so, da� sie die Kante fx; x0g bzw. fy; y0g kreuzen;analog bei den von fx; yg verschiedenen Kanten vonG, die in der urspr�unglichen Zeichnungfu; vg kreuzten. Wie wir gleich sehen werden, gilt f�ur den entstandenen Graphen G0:�(G0) = �(G) + 6: (8.2)Wenn wir diese Ersetzungsoperation also sukzessive f�ur alle (sagen wir `) Paare sichkreuzender Kanten durchf�uhren, so erhalten wir einen planaren Graphen H mit �(H) =�(G) + 6`. Es gilt also �(G) � k , �(H) � k + 6`:Da die Transformation in polynomieller Zeit berechenbar ist, folgt die NP-Vollst�andigkeitvon Planar Independent Set.Beweis von Gleichung (8.2):Sei J := fa; b; c; d; e; f; g; h; i; j; k; l; u0; v0; x0; y0g = V (G0) n V (G).\�": Sei S eine unabh�angige Menge in G. Dann enth�alt S jeweils nur h�ochstens einenKnoten aus den Kanten fu; vg und fx; yg. Falls S \ fu; v; x; yg � fu; xg, so l�a�t sich dieKnotenmenge fa; l; v0; y0; g; ig zu S hinzuf�ugen. Falls S \ fu; v; x; yg � fu; yg, so l�a�t sichdie Knotenmenge fb; i; v0; x0; f; lg zu S hinzuf�ugen. Aus Symmetriegr�unden �ndet manauch in den F�allen S \ fu; v; x; yg enthalten in fv; xg bzw. fv; yg sechs Knoten aus J , umdie sich eine stabile Menge in G zu einer in G0 erweitern l�a�t.\�": Sei T eine unabh�angige Menge in G0. Wir zeigen im folgenden, wie wir aus T durchStreichen von h�ochstens sechs Knoten in T \ J eine stabile Menge in G erhalten. Wirunterscheiden vier F�alle:Fall 1: jT \ fu; vgj � 1 und jT \ fx; ygj � 1.Es gilt jT \ J j � 6, denn T kann aus den Kreisen fx0; a; e; l; dg und fy0; b; h; i; cg jeweilsnur h�ochstens zwei und aus den Kreisen fu0; f; gg und fv0; k; jg jeweils nur h�ochstens einenKnoten enthalten. Da in diesem Fall T n J in G stabil ist, gen�ugt es, alle Knoten aus Jaus T zu entfernen.Fall 2: u; v; x; y 2 T .



256 KAPITEL 8. SEPARATORENDa nun T \ fu0; v0; x0; y0g = ; gilt und T aus jedem der vier Dreiecke fa; e; fg,fb; g; hg; fl; k; dg und fi; j; cg nur h�ochstens einen Knoten enthalten kann, folgt jT\J j � 4.Wir setzen T := T n (J [ fx; ug).Fall 3: jT \ fu; vgj � 1 und jT \ fx; ygj = 2.Dann k�onnen x0 und y0 nicht in T enthalten sein. Wieder enth�alt T aus jedem der vieroben genannten Dreiecke nur h�ochstens einen Knoten. Falls also nur h�ochstens einer derKnoten u0 und v0 in T enthalten ist, so folgt unmittelbar jT \ J j � 5. Falls aber u0 und v0in T enthalten sind, so kann T an weiteren Knoten nur je h�ochstens einen aus den Cliquenfe; lg und fh; ig enthalten, es gilt also jT \ J j � 4. Wir setzen T := Tn(J [ fxg).Fall 4: jT \ fu; vgj = 2 und jT \ fx; ygj � 1.Die Knoten u0 und v0 k�onnen nun nicht in T enthalten sein. Wieder enth�alt T aus jedemder vier oben genannten Dreiecke nur h�ochstens einen Knoten. Falls also nur h�ochstenseiner der Knoten x0 und y0 in T enthalten ist, so folgt unmittelbar jT \ J j � 5. Falls aberx0 und y0 in T enthalten sind, so kann T an weiteren Knoten nur je h�ochstens einen ausden Cliquen fe; f; gg, fl; k; jg und fh; ig enthalten, und es folgt wieder jT \ J j � 5. Wirsetzen T := Tn(J [ fug). 2In Satz 1.4.13 haben wir gezeigt, da� das Problem Independent Set schon f�ur Graphenvom Maximalgrad 3 NP-vollst�andig ist. Die hierzu durchgef�uhrte Reduktion von Inde-pendent Set erh�alt die Planarit�at eines Graphen. Mithin hat Satz 8.3.1 das folgendeKorollar 8.3.2 Planar Independent Set mit � � 3 ist NP-vollst�andig. 2Nun wollen wir zeigen, wie das ProblemPlanar Independent Set in nur schwach ex-ponentieller Zeit exakt gel�ost werden kann. Die Idee des Verfahrens besteht darin, zun�achsteinen (p8n; 2=3)-Separator C zu bestimmen. F�ur alle unabh�angigen Teilmengen S vonG[C] wird dann in jeder Komponente von G n C rekursiv eine maximum unabh�angigeMenge bestimmt, die keinen Nachbarn in S hat. Diese unabh�angigen Mengen und S wer-den zu einer Menge I zusammengesetzt, und die gr�o�te der Mengen I stellt o�ensichtlicheine maximum stabile Menge in G dar. Die folgende Funktion Planar Ind Set (G) be-stimmt damit in einem planaren Graphen G eine maximum unabh�angige Menge.FUNCTION Planar Ind Set (G) : 2V ;BEGINIF jV (G)j � 1 THENI := V (G);ELSE BEGINI := ;;berechne einen (p8n; 2=3)-Separator C von G, so da� G[V n C] innichtadjazente Mengen A und B der Gr�o�e h�ochstens 23n zerf�allt;FOR fS � C : S stabil in G[C]g DO BEGINIA := Planar Ind Set (G[A n �(S)]);IB := Planar Ind Set (G[B n �(S)]);IF jSj+ jIAj+ jIBj > jI j THEN I := S [ IA [ IB;END; fforgEND; felsegPlanar Ind Set:= I; fR�uckgabewertgEND; fPlanar Ind Setg



8.3. INDEPENDENT SET AUF PLANAREN GRAPHEN 257Proposition 8.3.3 (Lipton, Tarjan 1980)In einem planaren Graphen G auf n Knoten berechnet Planar Ind Set (G) in 2O(pn)Schritten eine maximum stabile Menge in G.Beweis. Die Korrektheit des Algorithmus ist klar. Sei t(n) die Zeitkomplexit�at von Pla-nar Ind Set f�ur einen Graphen auf n Knoten. Die Berechnung von C erfordert nachKorollar 8.2.4 O(n) Rechenschritte. Die FOR-Schleife wird h�ochstens 2p8n-mal durchlau-fen. Folglich gen�ugt t(n) der Rekursiont(n) � O(n) + 2p8n O(n) t(23n): (8.3)Seien K1 bzw. K2 Konstanten, so da� die Funktionen, f�ur die die O-Terme in (8.3) stehen,durch K1n bzw. K2n beschr�ankt sind. Sei ferner n0 2 IIN derart, da�(K1 +K2) n � 2p8n f�ur alle n � n0; (8.4)und L eine Konstante, so da� t(n) � L f�ur alle n < n0. Wir zeigen nun durch Induktionnach n, da� t(n) � L � 2 2p8n1�p2=3 :F�ur alle n < n0 ist diese Ungleichung trivialerweise erf�ullt. F�ur n � n0 gilt hingegent(n) (8:3)� K1n + 2p8n K2n t(23n)(8:4)� 22p8n t(23n)(IA)� 22p8n L � 2 2p8 23n1�p2=3 = L � 2 2p8n1�p2=3 : 2AnmerkungenMit einem �ahnlichen Algorithmus l�a�t sich auch die chromatischen Zahl eines planaren Graphenin schwach exponentieller Rechenzeit bestimmen.�Ubung 8.3.4 (Lipton, Tarjan 1980) Man entwerfe einen Algorithmus, der in 2O(pn) Schrittendie chromatische Zahl eines planaren Graphen bestimmt.In Abschnitt 10.8 wird ein polynomiales Approximationsschema f�ur Planar Independent Setvorgestellt, das auf Satz 8.2.5 beruht. Ravi und Hunt [RH87] geben eine Erweiterung der Funk-tion Planar Ind Set an, die es erlaubt, in 2O(pn) Zeit verschiedene Z�ahlprobleme in planarenGraphen zu l�osen, wie die Anzahl von maximum unabh�angigen Mengen, die Anzahl von minima-len Knoten�uberdeckungen und die Anzahl von Dreif�arbungen. Weitere Anwendungen �ndet derplanare Separatorensatz im VLSI-Layout [Lei80], bei der L�osung von d�unnen linearen Gleichungs-systemen, die von Di�erentialgleichungen auf zweidimensionalen Gebieten herr�uhren [LRT79], beimk�urzesten-Pfad-Problem [Fre87] und bei Max Cut [Bar90a] in planaren Graphen, bei planarenNetzwerku�problemen [JV83, NC88] und verschiedenen anderen Problemen [LT80, Chu90].



258 KAPITEL 8. SEPARATOREN8.4 Separatoren f�ur andere GraphenklassenMiller, Teng und Vavasis [MTV91] konnten einen Separatorsatz f�ur die Klasse dersogenannten d dimensionalen overlap-Graphen zeigen, die sich geometrisch �uber Schnittevon Kugeln im IRd de�nieren. F�ur diese Klasse von Graphen existieren Separatoren derGr�o�e O(n d�1d ). Nach Satz 6.1.58 lassen sich planare Graphen �uber Schnitte von Kugelnim IR2, d.h. Kreisen, de�nieren, und es folgt erneut die Existenz eines Separators der Gr�o�eO(pn) in planaren Graphen.Der Satz 8.2.1 �uber planare Separatoren l�a�t sich auch auf Graphen h�oheren Ge-schlechts verallgemeinern.Satz 8.4.1 (Gilbert, Hutchinson, Tarjan 1984) Jeder Graph G auf n Knoten vomGeschlecht  � 0 besitzt einen (6pn+2p2n+1; 23)-Separator, der in O(n+) Schrittenbestimmt werden kann. 2Mit Hilfe von Expandergraphen konnten die Autoren ferner zeigen, da� die obere Schrankef�ur die Gr�o�e des Separators bis auf einen konstanten Faktor optimal ist. Djidjev [Dji85a,Dji85b] zeigte �ahnliche Resultate.Ein Separatorsatz gilt ferner f�ur jedwede Graphenklasse, die sich durch einen ausge-schlossenen Minor de�niert.Satz 8.4.2 (Alon, Seymour, Thomas 1990a, 1990b) Sei H ein Graph. Jeder GraphG auf n Knoten ohne H-Minor besitzt einen (jH j3=2pn; 23)-Separator. 2Man beachte, da� Satz 8.4.2 keine direkte Verallgemeinerung von Satz 8.4.1 ist. NachSatz 6.4.13 gilt n�amlich (K`) = �(`2). Wenn wir G also als den Graphen de�nieren, deraus dem K` durch n(2̀) malige Unterteilung aller Kanten entsteht, dann gilt immer noch(G) = �(`2). Satz 8.4.1 garantiert dann die Existenz eines (O(`pn); 23)-Separators, aberSatz 8.4.2 mit H = K` nur die eines (O(`3=2pn); 23)-Separators.Die beiden letzten S�atze k�onnten den Eindruck erwecken, da� alle Graphenklassen mitnur O(n) Kanten Separatoren der Gr�o�e o(n) besitzen. Der folgende Satz zeigt, da� diesnicht der Fall ist.Satz 8.4.3 (Erd}os, Graham, Szemer�edi 1975) F�ur jede Konstante c � 2 haben fastalle Graphen aus Gn;bcnc keinen ( 170n; 23)-Separator.Beweis. Sei also c � 2 eine fest gew�ahlte Konstante und Gn;bcnc = (Vn; E(Gn;bcnc)) einzuf�alliges Element aus Gn;bcnc, d.h.Prob (Gn;bcnc = G) = 1jGn;bcncj f�ur jedes G 2 Gn;bcnc:Sei S die Menge der m�oglichen Unterteilungen von Vn:S := f(A;B;C) j Vn = A [ B [ C; jCj = b 170nc; jAj � 23n und jBj � 23ng:F�ur jedes (A;B;C) 2 S sei XA;B;C die Indikatorvariable des Ereignisses, da� A [ B [ Cden Graphen Gn;bcnc separiert, d.h., da� es keine Kanten zwischen A und B in Gn;bcnc gibt.



8.4. SEPARATOREN F�UR ANDERE GRAPHENKLASSEN 259Dann m�ussen also alle Kanten von Gn;bcnc in den �n2�� jAjjBj Kanten aus Vn� VnnA�Bliegen. Wegen jAjjBj � 23n �13 � 170�n = 67315n2 gilt dannProb (XA;B;C = 1) = �(n2)�jAjjBjbcnc �� (n2)bcnc� = bcnc�1Yi=0 �n2� � jAjjBj � i�n2�� i�  1� jAjjBj�n2� !bcnc �  1� 67315n2�n2� !bcnc � ec�ln( 181315 )�n:Andererseits gibt es h�ochstens 3n M�oglichkeiten, um Vn in A [ B [ C zu partitionieren.Daher istProb (Gn;bcnc hat keinen ( 170n; 23)-Separator)� 1� X(A;B;C)2SProb (XA;B;C = 1) � 1� 3n � ec�ln( 181315 )�n = 1� o(1);da ln 3� c � ln(181315) < 0 wegen c � 2. 2Cliquenseparatoren in chordalen GraphenWir erinnern daran, da� ein Graph chordal (vgl. Abschnitt 7.2) hei�t, falls er keinen Ckmit k � 4 als induzierten Subgraph enth�alt, d.h. jeder Kreis auf mindestens vier Knoteneine Sehne besitzt.Da beispielsweise der Kn chordal ist, k�onnen chordale Graphen sicher nicht durch o(n)Knoten separiert werden. Das folgende Ergebnis ist eine Verallgemeinerung von Proposi-tion 8.1.3 �uber Separatoren in B�aumen.Satz 8.4.4 [GRE84] Sei G ein chordaler Graph mit Cliquenzahl !(G). Dann besitzt Geinen �!(G); 12�-Separator, der als Clique gew�ahlt werden kann.F�ur den Kn ist dieser Satz trivial. Ein (inklusions-)minimaler (!(G); 12)-Separator in einemchordalen Graphen G ist nicht notwendig eine Clique, wie es das Beispiel des Separatorsfv2; v4g im P5 = (v1; : : : ; v5) zeigt.Lemma 7.2.3 besagt, da� in einem chordalen Graphen jede minimal s-t-trennende Kno-tenmenge eine Clique ist, also insbesondere h�ochstens !(G) viele Knoten hat. Ein ��; 12�-Separator ist nicht notwendigerweise minimal trennend, vgl. das mittlere Dreieck des fol-genden Graphen: ����Dieses Beispiel zeigt insbesondere, da� Satz 8.4.4 bestm�oglich bez�uglich der Gr�o�e desSeparators ist.22In [GRE84] wird die Existenz eines �!(G) � 1; 12�-Separators behauptet.



260 KAPITEL 8. SEPARATORENBeweis von Satz 8.4.4.Sei G = (V;E) chordal mit jV j = n Knoten und jEj = m Kanten. Wir zeigen, da� dieAusgabe C des folgenden Algorithmus das Gew�unschte leistet:PROCEDURE Chordal Separator (G;C);BEGINC := ;;WHILE 9 Komponente A von G nC mit jAj > n=2 DO BEGINC := fc 2 C : �(c) \A 6= ;g;bestimme ein a 2 A mit C � �(a);C := C [ fag;END;END;O�enbar besitzt G nur h�ochstens eine Zusammenhangskomponente A mit jAj > n=2. Vondieser wird in jedem Durchlauf der WHILE-Schleife mindestens ein Knoten a entfernt. Dader gesamte �ubrige Graph dann h�ochstens jV nAj+ 1 � n=2 Knoten hat, mu� die gr�o�teKomponente A0 von Gn(C[fag), falls sie mehr als n=2 Knoten hat, im n�achsten Schleifen-durchlauf die gr�o�te Komponente von A� a sein, so da� der Algorithmus nach h�ochstensdn=2e Schleifendurchl�aufen terminiert. Es bleibt lediglich, die Existenz des Knotens a 2 Amit C � �(a) zu zeigen. Im ersten Durchlauf der Schleife ist a 2 A frei w�ahlbar. Der ersteSchritt der Schleife sorgt daf�ur, da� die Menge C stets minimal mit der Eigenschaft ist, Avon V n (C [A) zu trennen. Deshalb haben alle Knoten in C mindestens einen Nachbarnin A. Sei � = (a1; : : : ; ajAj; c1; : : : ; cjCj) ein perfektes Knoteneliminationsschema f�ur denchordalen Graphen G[A [ C], welches nach �Ubung 7.2.14 existieren mu�. Betrachte denKnoten a := ajAj 2 A. Jeder Knoten c 2 C ist �uber einen seiner Nachbarn in A durcheinen c� a-Pfad mit a verbunden, der als innere Knoten h�ochstens weitere Knoten aus Abenutzt. Diese sind in � vor a und c angeordnet, so da� nach Proposition 7.2.10 fc; ag 2 E.Der Knoten a ist also vollst�andig zu C verbunden, und es folgt, da� die Menge C eineClique in G induziert. 2Der Separator kann also ohne weiteres in Zeit O(nm) konstruiert werden. In [GRE84]�ndet man sogar einen linearen Algorithmus f�ur dieses Problem.Wegen jE(G[C])j= �jCj2 � � m ist jCj � p2m, so da� der Satz e�ziente divide-and-conquerAlgorithmen f�ur d�unne, chordale Graphen erm�oglicht. F�ur wichtige Graphenparameterwie �(G), !(G), �(G) und �(G) haben wir jedoch sogar lineare, direkte Algorithmen beichordalen Graphen kennengelernt.8.5 CliquenseparatorenNun wenden wir uns den Problemen Graph Coloring, Independent Set und Cliquezu. Wenn es uns gelingt in einem Graphen einen Separator zu �nden, der eine Clique ist,dann ist es besonders einfach, die L�osungen dieser Probleme f�ur die einzelnen Kompo-nenten zu einer Gesamtl�osung zusammenzusetzen, vorausgesetzt wir k�onnen die Problemef�ur die Komponenten l�osen. Die sukkzessive Zerlegung von Graphen durch Cliquensepa-ratoren, welche allerdings nicht eindeutig ist, l�a�t sich durch sogenannte Cliquenseparato-renb�aume darstellen, die wie folgt de�niert sind.



8.5. CLIQUENSEPARATOREN 261De�nition 8.5.1a) Ein Cliquenseparator in einem Graphen G = (V;E) ist eine Clique C � V , so da�G[V nC] unzusammenh�angend ist.b) Ein Cliquenseparatorbaum ist rekursiv wie folgt de�niert� Falls G keinen Cliquenseparator enth�alt, dann besteht ein Cliquenseparatorbaum f�urG nur aus einem Knoten, dem die Menge V zugeordnet ist und der gleichzeitig dieWurzel des Cliquenseparatorbaumes von G ist.� Falls G einen Cliquenseparator C besitzt, dann seien A1; : : : ; A` die Zusammen-hangskomponenten von G[V nC]. Ein Cliquenseparatorbaum f�ur G besteht dann auseinem Knoten w, der Wurzel des Baumes, dem die Menge C zugeordnet wird. Fer-ner ist w mit den Wurzeln der Cliquenseparatorb�aume f�ur G[Ai[C] f�ur i = 1; : : : ; `verbunden.c) Die den Bl�attern des Cliquenseparatorbaumes zugeordneten Mengen hei�en die Atomeder Zerlegung.Die folgende Abbildung zeigt einen Graphen G und einen Cliquenseparatorbaum f�ur G.��� ������Die Atome einer Zerlegung besitzen o�enbar keinen Cliquenseparator. Die folgende�Ubung gibt eine obere Schranke f�ur die Anzahl der Atome eines Cliquenseparatorbaumesan.�Ubung 8.5.2 Ein Cliquenseparatorbaum f�ur einen Graphen G kann h�ochstens �n2� � mAtome enthalten.Mit Hilfe von Lemma 7.2.3 l�a�t sich leicht die folgende Aussage �uber die Struktur vonCliquenseparatorb�aumen f�ur chordale Graphen zeigen.�Ubung 8.5.3 Jeder chordale Graph besitzt einen Cliquenseparatorbaum, dessen Atomealle Cliquen sind.Nun werden wir zeigen, wie man Cliquenseparatorb�aume e�zient bestimmen kann. Da-zu m�ussen wir zun�achst tiefer in die bereits im Abschnitt 7.2 behandelte Theorie derEliminationsschemata einsteigen.De�nition 8.5.4 Sei G = (V;E) ein Graph auf n Knoten. Eine Bijektion � : V !f1; : : : ; ng hei�t Ordnung (der Knoten von G). Der Fill-in zu einer Ordnung � ist folgen-derma�en de�niert.F� := ffv; wg : v 6= w; fv; wg 62 E; und es gibt einen Pfad v = x1 : : :xk = win G mit �(xi) < minf�(v); �(w)g 8i = 2; : : : ; k � 1g:



262 KAPITEL 8. SEPARATORENNach Proposition 7.2.10 ist F� = ; �aquivalent damit, da� � ein perfektes Eliminations-schema (PES) ist. Mit G� = (V;E [ F�) gilt ferner die folgende Aussage.�Ubung 8.5.5 Jede Ordnung � ist ein PES zu G�. Der Fill-in zu � in G� ist also die leereMenge. Insbesondere ist G� chordal.Sei nun G = (V;E) ein Graph und � eine Ordnung der Knoten vonG. Sei ferner F � V �Vund v ein Knoten in G. Dann ist die obere Nachbarschaft ��;F (v) von v in G0 = (V;E[F )wie folgt de�niert.��;F (v) := fw : fv; wg 2 E [ F und �(w) > �(v)gWir de�nieren ferner f�ur einen Knoten v den Knoten mF (v) als den Knoten u, f�ur den�(u) = minf�(w) : w 2 ��;F (v)g gilt. Der Fill-in zu einer Ordnung � l�a�t sich dannfolgenderma�en charakterisieren.Lemma 8.5.6 Sei G ein Graph und � eine Ordung. Dann ist der Fill-in F� die kleinsteMenge F � V � V , so da� f�ur alle v 2 V gilt��;F (v) � ��;F (mF (v))[ fmF (v)g: (8.5)Beweis. Wir zeigen zuerst, da� F = F� (8.5) erf�ullt. Sei also v ein Knoten, w 2 ��;F� (v)und w 6= mF (v). Dann ist mF (v); v; w ein Pfad in G� mit �(v) < minf�(mF (v)); �(w)g.Da der Fill-in in G� zu � nach �Ubung 8.5.5 gleich der leeren Menge ist, gilt fw;mF(v)g 2E [ F� und daher w 2 ��;F�(mF (v)).Sei nun F eine Menge, die (8.5) erf�ullt. Dann ist nachzuweisen, da� F� � F . Dazu zeigenwir per Induktion nach i, da� f�ur alle fv; wg 2 F� mit �(v) � i gilt fv; wg 2 F . Sei dieseAussage also f�ur alle i � i0 bewiesen und fv; wg 2 F� mit �(v) = i0+1 � �(w). Dann gibtes einen Pfad v = x1 : : :xk = w in G� = (V;E[F�) mit k � 3 und �(xj) < minf�(v); �(w)gf�ur j = 2; : : : ; k � 1. Sei ferner k minimal mit dieser Eigenschaft. Falls k > 3, so sei` 2 f2; : : : ; k � 1g mit �(x`) = maxf�(xj) : j = 2; : : : ; k � 1g, und ohne Einschr�ankunggelte ` > 2. Dann ist v = x1 : : :x` ein Pfad in G� mit �(xj) � minf�(v); �(x`)g f�ur j =2; : : : ; `�1. Nach der De�nition des Fill-in ist dann fv; x`g 2 F�, was bedeutet, da� wir denPfad abk�urzen k�onnen im Widerspruch zur Minimalit�at von k. Also ist k = 3, und es gibteinen Knoten u = x2 mit v; w 2 ��;F� (u). Wir w�ahlen u so, da� �(u) maximal mit dieserEigenschaft ist. Nach Induktionsannahme gilt wegen �(u) < �(v) auch v; w 2 ��;F (u).Wenn v 6= mF (u) w�are, dann w�aren nach (8.5) v; w 2 ��;F (mF (u)) im Widerspuch zurMaximalit�at von �(u). Also ist v = mF (u). Da (8.5) w 2 ��;F (mF (u)) impliziert, ist alsofv; wg = fmF (u); wg 2 F , und es folgt per Induktion, da� F� � F . 2Der folgende Algorithmus benutzt Lemma 8.5.6, um f�ur einen Graphen G und eine Ord-nung � den Fill-in F� zu berechnen.FUNCTION Fill in (G; �) : SET OF EDGES;BEGINFOR v 2 V DOA(v) := ��;;(v) = fw 2 �(V ) : �(w) > �(v)g;FOR i := 1 TO n� 1 DO BEGINv := ��1(i);m(v) := ��1(min f�(u) : u 2 A(v)g);



8.5. CLIQUENSEPARATOREN 263FOR fw 2 A(v) : w 6= m(v)g DOA(m(v)) := A(m(v))[ fwg;END; fforgF� := ;;FOR v 2 V DO FOR w 2 A(v)n�(v) DOF� := F� [ fv; wg;Fill in:= F�;END fFill ingProposition 8.5.7 Zu einem Graphen G und einer Ordnung � berechnet Fill in (G; �)den Fill-in F�. Die Prozedur kann mit einer Laufzeit von O(n + m + jF� j) = O(n2)implementiert werden.Beweis. Die Korrektheit des Verfahrens folgt direkt aus Lemma 8.5.6. Die Mengen A(v)werden als Listen implementiert. Dabei m�ussen wir darauf achten, da� ein Knoten w beimDurchlaufen der inneren FOR-Schleife nicht doppelt in der Liste vorkommt, da sonst die Li-sten zu lang werden. Die Berechnung vonm(v) kann in einer FOR-Schleife realisiert werden.Dabei k�onnen auch doppelte Elemente aus A(v) eliminiert werden, was beispielsweise unterVerwendung eines Hilfsfeldes test(u) realisiert werden kann, das beim ersten Auftreten vonu in A(v) TRUE gesetzt wird, woraufhin alle anderen Kopien von u aus A(v) entfernt wer-den. Die Mengen A(v) k�onnen, als Listen aufgefa�t, im Verlauf des Algorithmus insgesamtnurm+jF� j Elemente enthalten. Deshalb erfordert die Elimination der doppelten Elementeh�ochstens m+ jF� j zus�atzliche Operationen. Details �nden sich in [RTL76]. Die Gesamt-laufzeit des Algorithmus ist dann beschr�ankt durch O(n+Pv2V jA(v)j) = O(n+m+jF� j).2 Falls ein Graph G kein PES enth�alt, was nach Proposition 7.2.9 �aquivalent dazu ist,da� G nicht chordal ist, dann sind wir zumindest an minimalen Eliminationsschematainteressiert, die wie folgt de�niert sind.De�nition 8.5.8 Eine Ordnung � der Knoten eines Graphen G hei�t minimales Elimi-nationsschema (MES), falls der Fill-in F� minimal ist; d.h. es gibt kein Ordnung �, dieF� � F� erf�ullt.Die Bedeutung von MES liegt darin, da� ein Cliquenseparator f�ur G auch ein Cliquen-separator f�ur G� ist, falls � ein MES ist, was wir in Lemma 8.5.10 zeigen werden. DieBestimmung eines minimum Eliminationsschema, das also einen kardinalit�atsminimalenFill-in hat, ist NP-schwer (vgl. [Yan81b]). Nun wollen wir zeigen, wie ein MES in ei-nem Graphen G in polynomieller Zeit bestimmt werden kann. Der Algorithmus stammtvon Rose, Tarjan und Lueker und stellt eine Verallgemeinerung von Breitensuchedar. Die in Breitensuche verwendete Warteschlange wird hier durch eine sogenannteVorrangwarteschlange (engl. priority queue) ersetzt, bei der jeder in der Schlange enthal-tene Knoten eine bestimmte Priorit�at hat. Diese Piorit�aten sind durch Untermengen vonf1; : : : ; ng gegeben und werden in dem Feld pr festgehalten. Eine Menge A hat eine h�oherePriorit�at als eine Menge B, wenn die Elemente von A lexikographisch gesehen kleiner sindals die Elemente von B. So hat beispielsweise die Menge f2; 4; 5g eine h�ohere Priorit�at alsdie Menge f2; 5g. Jede nicht-leere Menge hat eine h�ohere Priorit�at als die leere Menge.FUNCTION Lex Breitensuche (G) : Ordnung;



264 KAPITEL 8. SEPARATORENBEGINFOR v 2 V DO BEGINpr(v) := ;;�(v) := 0;END;FOR i := n DOWNTO 1 DO BEGINSei v ein Knoten mit h�ochster Priorit�at pr(v) und �(v) = 0;�(v) := i;FOR w mit �(w) = 0 DOIF 9 einen Weg v = v1 : : :vk+1 = w mit �(vj) = 0und pr(vj) < pr(w) f�ur j = 2 : : :k THENpr(w) := pr(w) [ fig;END; fforgEND;Der Beweis daf�ur, da� die Ordnung � :=Lex Breitensuche (G) tats�achlich ein MES f�urG ist, ist recht aufwendig und sehr technisch. Wir wollen deshalb an dieser Stelle auf ihnverzichten. Er kann in [RTL76] nachgelesen werden. Dort ist auch eine Implementierungdes Verfahrens mit der Laufzeit O(n(m+ n)) angegeben, die wir nun beschreiben wollen.Zun�achst gilt es zu beachten, da� die durch die Mengen pr de�nierte Ordung im allge-meinen nicht linear ist, d.h. es kann verschieden Knoten gleicher Priorit�at geben. Seien ineinem Schleifendurchlauf k := jfpr(v) : v mit �(v) = 0gj verschiedene Priorit�aten vorhan-den. Dann erhalten alle unmarkierten Knoten ein Label aus f1; : : : ; kg, das ihrer Priorit�atentspricht. Als v wird dann ein Knoten mit Label k ausgew�ahlt. Die in der FOR-Schleifeeinzuf�ugenden Fill-in Kanten k�onnen mit einer Variante von Tiefensuche in O(n +m)Schritten bestimmt werden. Dabei wird das Label eines Knotens w um 12 erh�oht, fallsfv; wg Fill-in Kante ist, d.h. �(v) = i der Menge pr(w) zugef�ugt wird. Anschlie�endwerden die Label durch Umsortieren wieder ganzzahlig gemacht, was o�enbar in O(n)Schritten geschehen kann. Daher werden f�ur einen Durchlauf der FOR-Schleife h�ochstensO(n +m) Rechenschritte ben�otigt.Satz 8.5.9 [RTL76] Sei G ein Graph. Dann kann der Algorithmus Lex Breitensuchein O(n(n +m)) Schritten ein MES f�ur G bestimmen.Unabh�angig davon geben auch Ohtsuki, Cheung und Fujisawa [OCF76] einen Algo-rithmus f�ur das gleiche Problem an und diskutieren auch den Zusammenhang mit dere�zienten Implementierung des Gau�schen Verfahrens zur L�osung von (d�unnen) linea-ren Gleichungssystemen.Nun wenden wir uns wieder dem Problem der Bestimmung von Cliquenseparato-renb�aumen zu.Lemma 8.5.10 Sei � ein MES der Knoten eines Graphen G = (V;E). Dann ist einCliquenseparator C f�ur G auch ein Cliquenseparator f�ur G�.Beweis. Sein V1; : : : ; Vk die Knotenmengen der Zusammenhangskomponenten vonG[V nC].Wir entfernen aus F� alle Kanten mit Endknoten aus verschiedenen Mengen Vi und er-halten so eine Menge F � F� . Zun�achst zeigen wir, da� G0 = (V;E [ F ) chordal ist.Sei also K ein Kreis in G0 der L�ange mindestens 4. Falls K � G[C [ Vi] f�ur ein i, so hatK eine Sehne in F� , da G� nach �Ubung 8.5.5 chordal ist. Diese Sehne liegt dann auch in



8.5. CLIQUENSEPARATOREN 265E [ F . Falls K Knoten aus verschiedenen Vi enth�alt, dann besitzt K zwei nicht aufein-anderfolgende Knoten aus C. Da C eine Clique ist, sind diese beiden Knoten benachbart,und K besitzt auch in diesem Fall eine Sehne in G0. Also ist G0 chordal und hat nach Pro-position 7.2.9 ein PES �, das also F� = F erf�ullt. Da � ein MES ist, folgt F = F� = F� ,und F� enth�alt keine Kanten mit Endknoten aus verschiedenen Vi, was zu zeigen war. 2Der folgende Algorithmus zur Bestimmung eines Cliquenseparatorenbaumes eines GraphenG berechnet zuerst ein MES � und den dazugeh�orenden Fill-in F� . Dann werden f�ur alleKnoten v aus G Mengen C(v) = fw : �(w) > �(v) und fv; wg 2 E [ F�g de�niert,die Kanditaten f�ur Cliquenseparatoren sind. Ob dies der Fall ist, wird im zweiten Teildes Algorithmus getestet. Die Atome der Zerlegung werden im Feld Atom gespeichert.Zum Beweis der Korrektheit des Algorithmus werden wir die Aussage von Lemma 8.5.10verwenden.PROCEDURE CS Baum (G);BEGIN� := Lex Breitensuche (G);F� := Fill-in (G; �);FOR v 2 V DO BEGINC(v) := ;;FOR w 2 V DOIF (�(w) > �(v)) AND (fv; wg 2 E [ F�) THENC(v) := C(v) [ fwg;END; fforgk := 1;FOR i := 1 TO n� 1 DO BEGINIF v := ��1(i) 2 G THEN BEGINSei A die Knotenmenge der Zusammenhangskomponente vonG[V nC(v)], die v enth�alt.B := V n(C(v)[A);IF (C(v) ist Clique in G) AND (B 6= ;) THEN BEGINAtom(k) := A;k := k + 1;G := G[B [ C(v)];END; fifgEND; fifgEND; fforgAtom(k) := V (G);END;Nun zeigen wir, da� der Algorithmus einen Cliquenseparator �ndet, falls G einen solchenbesitzt.Lemma 8.5.11 Falls G einen Cliquenseparator enth�alt, dann ist eine der Mengen C(v)f�ur einen Knoten v aus G ein Cliquenseparator.Beweis. Sei � das im Algorithmus berechnete MES. Sei C ein inklusionsminimaler Cli-quenseparator in G und A und B zwei Zusammenhangskomponenten von G[V nC]. Da Cminimal ist, hat jeder Knoten aus C jeweils mindestens einen Nachbarn aus A und B. Seien



266 KAPITEL 8. SEPARATORENx und y die Knoten mit dem h�ochsten �-Wert in A beziehungsweise in B. Angenommen,es gibt einen Knoten z 2 C mit �(z) < minf�(x); �(y)g: (8.6)Sei x = x1x2 : : : xj�1xj = z ein k�urzester Pfad in G� von x nach z mit der Eigenschaft,da� x1; : : : ; xj�1 2 A. Ein solcher existiert, da z einen Nachbarn in A besitzt. Falls es eini � j � 1 mit �(xi) < �(xi+1) gibt, dann sei i minimal mit dieser Eigenschaft. Nach Wahlvon x gilt also i � 2. Dann ist aber fxi�1; xi+1g 2 F� wegen �(xi) < minf�(xi�1); �(xi+1)gund der De�nition des Fill-in. Dies ist ein Widerspruch zur Minimalit�at des Pfades. Alsok�onnen wir folgern, da� es Pfade x = x1x2 : : : xj�1xj = z und y = y1y2 : : : y`�1y` = z inG� gibt mit �(xi) > �(xi+1) f�ur i = 1; : : : ; j � 1 und �(yi) > �(yi+1) f�ur i = 1; : : : ; `� 1.Wenn wir die beiden Pfade zusammensetzen, erhalten wir fx; yg 2 F� im Widerspruch zuLemma 8.5.10. Also ist (8.6) falsch.Falls �(x) < �(y), gilt dannmaxf�(v) : v 2 Ag = �(x) < �(z) (8.7)f�ur alle z 2 C.Wir behaupten nun, da� C(x) = C. Dazu ist zu zeigen, da� f�ur alle Knoten z 2 Cgilt fx; zg 2 E [ F�. Sei x = x1x2 : : :xj�1xj = z ein k�urzester x � z-Pfad in G� mitder Eigenschaft, da� x1; : : : ; xj�1 2 A. Falls dieser Pfad die L�ange j � 3 h�atte, m�u�tenach obiger Argumentation �(xi) > �(xi+1) f�ur i = 1; : : : ; j � 1 sein. Das ist aber einWiderspruch zu �(z) > �(x). Also ist j = 2 und fx; zg 2 E [ F� . 2Satz 8.5.12 F�ur einen Graphen G bestimmt der Algorithmus CS Baum einen Cliquen-separatorbaum f�ur G in O(n(n+m)) Rechenschritten.Beweis. Sei v der Knoten mit dem niedrigsten �-Wert, f�ur den C(v) ein Cliquenseparatorist, A die Komponente von G[V nC(v)], die v enth�alt, und B := V n(A [ C(v)). Wie in(8.7) folgt, da� �(x) < �(z) f�ur alle x 2 A und z 2 C(v) gilt. Sei G1 := G[A [ C(v)] undG2 := G[B [ C(v)]. � induziert Ordnungen �1 und �2 auf G1 und G2. F�ur i = 1; 2 undalle Knoten x aus Gi de�nieren wirCi(x) := fw : �(w) > �(x) und fx; wg 2 E [ F�ig:Zun�achst zeigen wir, da� G1 keinen Cliquenseparator besitzt. Nach Lemma 8.5.10 gilt, da�der Fill-in F�1 des Graphen G1 zur Ordnung �1 gerade F�1 = F� \ (A[C(v))� (A[C(v))ist. F�ur alle x 2 A ist C1(x) = C(x). Es l�a�t sich nun leicht �uberpr�ufen, da� �(x) < �(v)f�ur alle x 2 Anfvg, denn wenn dies nicht der Fall w�are, l�age eines dieser x in C(v). Wegender Minimalit�at von �(v) kann dann C1(x) = C(x) f�ur x 2 A kein Cliquenseparatorin G1 sein, weil diese Menge sonst schon Cliquenseparator in G w�are. F�ur x 2 C(v)ist C1(x) = fw : w 2 C(v) und �(w) > �(x)g. Wegen der Minimalit�at von �(v) istC(v) ein inklusionsminimaler Cliquenseparator, und daher ist G1 ist nach Entfernen vonC1(x) f�ur x 2 C(v) immer noch zusammenh�angend. Insgesamt folgt, da� C1(x) f�ur keinenKnoten aus G1 Cliquenseparator ist, und deshalb besitzt G1 nach Lemma 8.5.11 keinenCliquenseparator.Da f�ur x 2 B[C(v) gilt C2(x) = C(x), mu� der Algorithmus die Mengen C(x) nicht mehr



8.5. CLIQUENSEPARATOREN 267neu berechnen, wenn G durch G2 ersetzt wird. Die Behauptung des Satzes folgt nun perInduktion nach der Anzahl der Atome im Cliquenseparatorenbaum von G.Die Berechnung eines MES � ben�otigt nach Satz 8.5.9 O(nm + n2) Schritte und die vonF� und der Mengen C(v) O(n2) Schritte. Die FOR-Schleife im zweiten Teil wird n � 1mal durchlaufen. Die Berechnung der Zusammenhangskomponenten erfordert O(n + m)Schritte, woraus die angegebene Schranke f�ur die Rechenzeit folgt. 2Wenn wir einen Cliquenseparatorenbaum f�ur einen Graphen G berechnet haben, dannk�onnen wir ihn verwenden, um die Probleme Clique, Independent Set und GraphColoring f�ur G exakt oder approximativ zu l�osen. Dazu gen�ugt es, exakte oder approxi-mative L�osungen f�ur die einzelnen Atome des Cliquenseparatorbaumes zu �nden. Da dieSeparatoren Cliquen sind, k�onnen die Teill�osungen recht einfach zu einer Gesamtl�osungzusammengesetzt werden, was wir im folgenden f�ur jedes der drei obengenannten Proble-me einzeln ausf�uhren.Clique. Eine maximum Clique in einem Graphen mu� vollst�andig in einem einzigen Atomenthalten sein, da Cliquen nicht separiert werden k�onnen. Also gen�ugt es, die Atome ein-zeln zu betrachten.Eine Clique in einem Graphen entspricht einer unabh�angigen Menge im Komplement desGraphen. Falls wir also das Problem Clique l�osen wollen, der Cliquenseparatorbaumdes betrachteten Graphen jedoch nur wenige Atome besitzt, d.h. das Finden von gro�enCliquen nicht deutlich vereinfacht wird, dann k�onnen wir versuchen, zum Komplement�uberzugehen und dort folgenderma�en eine unabh�angige Menge suchen.Independent Set. Die Berechnung einer maximum unabh�angigen Menge in einem Gra-phen G = (V;E) reduzieren wir folgenderma�en auf die Berechnung von maximum un-abh�angigen Mengen in den Atomen.1. Schritt: Sei A[ C eine Atom aus dem Cliquenseparatorbaum, wobei C der Cliquense-parator ist. Setze B := V n(A [ C).2. Schritt: Bestimme f�ur alle v 2 C eine maximum unabh�angige Menge IA(v) in G[A[C]mit v 2 IA(v).Bestimme eine maximum unabh�angige Menge IA in G[A]. Entferne A [ C aus dem Cli-quenseparatorbaum.3. Schritt: Bestimme rekursiv f�ur alle v 2 C eine maximum unabh�angige Menge IB(v) inG[B [ C] mit v 2 IB(v).Bestimme eine maximum unabh�angige Menge IB in G[B].4. Schritt: Sei w 2 C mit jIA(w) [ IB(w)j = maxfjIA(v) [ IB(v)j : v 2 Cg. FallsjIA [ IBj > jIA(w) [ IB(w)j, dann ist IA [ IB maximum stabile Menge in G und an-dernfalls IA(w) [ IB(w).Die Korrektheit des Verfahrens folgt leicht aus der Tatsache, da� eine unabh�angige Mengenur einen Knoten aus der Clique C enthalten kann. Pro Atom sind O(n) Mengen IA(v) be-ziehungsweise IA zu berechnen. Da ein Cliquenseparatorbaum nach �Ubung 8.5.2 h�ochstens�n2� Atome enthalten kann, folgt, da� der Algorithmus O(n3) Berechnungen von maximumunabh�angigen Mengen in den Atomen erfordert.Graph Coloring. Die F�arbungen der Knoten der einzelnen Atome k�onnen folgender-ma�en zusammengesetzt werden.1. Schritt: Sei A [ C ein Atom aus dem Cliquenseparatorbaum, wobei C der Cliquense-parator ist. Setze B := V n(A [ C).



268 KAPITEL 8. SEPARATOREN2. Schritt: Bestimme rekursiv eine F�arbung �B von G[B[C] mit einer minimalen Anzahlvon Farben.3. Schritt: Bestimme eine F�arbung �A von G[A [ C] mit einer minimalen Anzahl vonFarben mit �A(v) = �B(v) f�ur alle v 2 C.4. Schritt: Setze �(v) := �A(v) beziehungsweise �B(v) je nachdem, ob v 2 A oderc 2 B [ C.Nun stellen wir eine Klasse von Graphen vor, f�ur die sich die drei obengennantenProbleme besonders einfach l�osen lassen. Die folgende De�nition stammt von Gavril,der auch f�ur die Probleme Clique und Graph Coloring polynomielle Algorithmen aufdieser Graphenklasse vorstellte (vgl. [Gav77]).De�nition 8.5.13 Ein Graph G hei�t cliquenseparabel, falls die Atome eines Cliquense-paratorbaumes f�ur G zu einem der beiden folgenden Typen T1 und T2 von Graphen geh�oren.T1 := fG = (V;E) : Es gibt eine Partition V = V1 [ V2, so da� G[V1] bipartitund G[V2] Clique ist und fv; wg 2 E f�ur alle v 2 V1 und w 2 V2 gilt.gT2 := fG = (V;E) : Gist vollst�andig k-partit, d.h. 9 eine Partition V = V1 [ : : :[ Vk,so da� fv; wg 2 E genau dann, wenn es i 6= j gibt mit v 2 Vi und w 2 Vj :g�Ubung 8.5.14 Graphen vom Typ 1 und 2 k�onnen in O(n2) Zeit erkannt werden.Da ein Cliquenseparatorbaum h�ochstens �n2� Atome enth�alt, impliziert Satz 8.5.12 dasfolgende Korollar.Korollar 8.5.15 a) Cliquenseparable Graphen k�onnen in O(n4) Zeit erkannt werden.b) Die Probleme Clique, Independent Set und Graph Coloring besitzen polynomi-elle Algorithmen f�ur die Klasse der cliquenseparablen Graphen.Tarjan [Tar85] behandelt au�erdem die Graphenklasse der sogenannten EPT-Graphen, die zuerst in [GJ85] eingef�uhrt wurde und folgenderma�en de�niert werden kann.Sei B ein Baum. Dann ist die Knotenmenge eines EPT Graphen vonB eine Menge von Pfa-den in B, wobei zwei Knoten adjazent sind, wenn die beiden jeweiligen Pfade mindestenseine Kante gemeinsam haben. Einfache Beispiele von EPT-Graphen sind Linegraphen.�Ubung 8.5.16 Ein Graph ist ein Linegraph genau dann, wenn er der EPT-Graph einesSterns, K1;a ist.Auf EPT-Graphen k�onnen mit Hilfe von Cliquenseparatorb�aumen Clique und Inde-pendent Set exakt und Graph Coloring approximativ mit einer G�ute von 32 gel�ostwerden.Weiterhin sind Cliquenseparatorb�aume hilfreich bei der Erkennung vonK1;3-freien per-fekten Graphen. Dabei hei�t in diesem Zusammenhang ein Graph H-frei, wenn er keineinduzierte Kopies von H besitzt. Chv�atal und Sbihi [CS88] zeigten, wie in polynomiellerZeit �uberpr�uft werden kann, ob K1;3-freier Graph ohne Cliquenseparator Berge ist, d.h.C2`+1- und �C2`+1-frei f�ur alle ` � 2. Um zu testen, ob ein K1;3-freier Graph Berge ist,k�onnen wir also zun�achst einen Cliquenseparatorbaum f�ur G bestimmen und dann dieseEigenschaft f�ur jedes Atom �uberpr�ufen, denn ein induzierter C2`+1 oder �C2`+1 mu� o�en-bar vollst�andig in einem Atom enthalten sein. Parthasarathy und Ravindra [PR76]



8.5. CLIQUENSEPARATOREN 269zeigten, da� die starke Perfekte-Graphen-Vermutung (vgl. Abschnitt 7.6) f�ur K1;3-freieGraphen korrekt ist. Also ist ein K1;3-freier Graph genau dann perfekt, wenn er Bergeist, und daher gilt:Satz 8.5.17 [CS88] K1;3-freie Graphen k�onnen in polynomieller Zeit auf Perfektheit�uberpr�uft werden.



Kapitel 9BaumweiteViele NP-vollst�andige Probleme werden e�zient l�osbar oder sogar trivial, wenn man sichauf die Klasse der B�aume einschr�ankt. Das Problem Independent Set beispielsweisehaben wir in Abschnitt 1.5 auf B�aumen selbst in seiner gewichteten Form durch einendynamic-programming-Ansatz in linearer Zeit gel�ost. In diesem Abschnitt betrachten wireine Klasse von Graphen mit Baum-�ahnlicher Struktur.9.1 Baumweite und k-B�aumeDe�nition 9.1.1 (Rose 1974) F�ur k 2 IN ist die Menge der k-B�aume induktiv wie folgtde�niert:� Der Kk+1 ist ein k-Baum.� Ist G ein k-Baum und C eine k-Clique in G, so ist auch der Graph ein k-Baum,der aus G durch Hinzuf�ugen eines neuen Knotens entsteht, der vollst�andig mit Cverbunden wird.Ein Graph hei�t Sub-k-Baum,1 falls er Subgraph eines k-Baums f�ur ein k 2 IN ist.Die 0-B�aume sind o�enbar gerade die leeren Graphen. F�ur k � 1 sind k-B�aume jedochzusammenh�angend. 1-B�aume sind zudem kreisfrei, d.h. B�aume. Da umgekehrt jeder Baumein Blatt besitzt, entspricht die Klasse der 1-B�aume gerade der Menge der B�aume aufmindestens zwei Knoten, und die Sub-1-B�aume sind gerade die W�alder. Kreise sind Sub-2-B�aume, aber keine Sub-1-B�aume (�Ubung). O�enbar ist jeder Sub-k-Baum auch ein Sub-(k + 1)-Baum. Jeder Subgraph (auf mindestens k + 1 Knoten) eines Sub-k-Baums istein Sub-k-Baum. Jeder Graph auf n Knoten ist ein Sub-(n � 1)-Baum. Man �uberlegtsich ferner, da� ein Sub-k-Baum auf mindestens k + 1 Knoten schon Subgraph eines k-Baums auf derselben Knotenmenge ist, d.h. durch Einf�ugen von Kanten zu einem k-Baumerweitert werden kann.Proposition 9.1.2 (Rose 1974)Ein k-Baum ist ein zusammenh�angender, chordaler Graph mit !(G) = k + 1.1engl. partial k-tree. Beachte: in der Literatur wird der Kk zumeist als k-Baum de�niert270



9.1. BAUMWEITE UND K-B �AUME 271Beweis. Klar f�ur vollst�andige Graphen. Entsteht ein k-Baum G aus einem Kk+1 durch suk-zessives Anheften von Knoten vk+2; : : : ; vn (d.h. sie werden jeweils vollst�andig mit bereitsvorhandenen k-Cliquen verbunden), so bilden diese Knoten in umgekehrter Reihenfolgegelesen o�enbar ein perfektes Knoteneliminationsschema f�ur G. Also sind k-B�aume nachSatz 7.2.9 chordal. Betrachtet man den zuletzt eingef�ugten Knoten einer kardinalit�atsma-ximalen Clique in G, ersieht man auch !(G) � k + 1. 2Umgekehrt entnimmt man �Ubung 7.2.14 sofort, da� jeder chordale Graph mit !(G) = k+1ein Sub-k-Baum ist. Wir folgern daraus:Lemma 9.1.3 Ein k-Baum kann von jeder (k + 1)-Clique aus konstruiert werden.Beweis. Ein Knoteneliminationsschema, das eine Clique C 0 am Schlu� anordnet, stelltein Konstruktionsschema f�ur G dar, da ein k-Baum f�ur einen chordalen Graphen mit!(G) = k + 1 maximal viele Kanten hat. 2De�nition 9.1.4 Die Kontraktionscliquenzahl !c(G) eines Graphen G ist die gr�o�te Zahlk 2 IN , so da� G einen Kk-Minor besitzt:!c(G) := max fk 2 IN : G � Kkg:W�ahrend !c(G) i.a. die Cliquenzahl !(G) fast immer um einen Faktor 
 � n(logn)3=2 � �uber-steigt [BCE80], gilt f�ur k-B�aume:Proposition 9.1.5 Ein k-Baum G erf�ullt !c(G) = !(G).Beweis. Sei G = (V;E) ein knotenminimaler k-Baum mit !c(G) > !(G). S1; : : : ; Sk+2seien disjunkte Teilmengen von V , so da� durch elementare Kantenkontraktionen innerhalbder Si ein Kk+2 auf der Knotenmenge S := fSigk+2i=1 entsteht. Sei � = (v1; : : : ; vn) einperfektes Knoteneliminationsschema f�ur G und v der erste Knoten in �, der zu S geh�ort.v hat damit Grad h�ochstens k in G[S], und ist v 2 Sj , j 2 f1; : : : ; k+2g, so folgt jSj j � 2.Da G[Sj] zusammenh�angt, hat v noch mindestens einen Nachbarn in Sj . Daher ist f�ur allei 6= j der Schnitt hSi; Sji := ffx; yg 2 E : x 2 Si ^ y 2 Sjg nichtleer genau dann, wennder Schnitt hSi; Sj n fvgi nichtleer ist. Hieraus folgt G� v � Kk+2, Widerspruch. 2Wie sich in Satz 9.1.9 manifestieren wird, lassen sich Sub-k-B�aume auch ganz andersansehen. Robertson und Seymour f�uhrten im Zusammenhang mit dem "Graph MinorsProject\ den Begri� der Baumzerlegung und der Baumweite ein [RS83, RS86]. Er isteine Verallgemeinerung der Charakterisierung chordaler Graphen als Schnittgraphen vonFamilien von Teilb�aumen eines Baumes, vgl. Satz 7.2.19.De�nition 9.1.6 Eine Baumzerlegung eines Graphen G = (V;E) ist ein Paar hS;Bi,wobei S = fSi : i 2 Ig eine Familie von Teilmengen von V ist und B ein Baum auf I, soda� die folgenden Bedingungen erf�ullt sind:(1) Die Mengen Si, i 2 I, �uberdecken ganz V : Si2I Si = V ;(2) 8fu; vg 2 E 9i 2 I : fu; vg � Si;(3) f�ur jeden Knoten v 2 V induziert die Menge fi 2 I : Si 3 vg einen Teilbaum von B.Die Weite einer Baumzerlegung ist maxi2I jSij � 1. Die Baumweite eines Graphen G istdas minimale w � 0, so da� G eine Baumzerlegung der Weite w besitzt.



272 KAPITEL 9. BAUMWEITEDie ersten beiden Bedingungen besagen, da� die Teilgraphen G[Si] den Graphen G �uber-decken. Die dritte Bedingung wird oftmals �aquivalent auch so formuliert:(3') 8i; j 2 I : (k 2 I ist ein innerer Knoten des i� j�Wegs in B ) Sk � Si \ Sj).Bei chordalen Graphen kann S gerade als die Familie der maximalen Cliquen gew�ahltwerden, siehe Satz 7.2.19. Genau die leeren Graphen haben Baumweite 0.Lemma 9.1.7 Ein nicht-leerer Wald hat Baumweite 1.Beweis. Ist T = (V;E) ein Baum, so setze man I := E und Se := fx; yg, falls e = fx; yg 2E, und de�niere den Baum B auf E wie folgt: Man w�ahle ein Blatt b 2 V . fa; bg sei die mitb in T inzidierende Kante. Nun laufe man T gem�a� Breadth-First-Search mit Wurzel b ab.Wann immer man �uber eine Kante fu; vg 6= fa; bg auf einen neuen Knoten v 2 V n fa; bgst�o�t, verbinde man fu; vg in B mit der Kante, �uber die man u erreichte.F�ur einen Wald W aus B�aumen Tj, j = 1; ::; w, f�ugt man zwischen den B�aumen Bj derBaumzerlegungen der B�aume Tj , j > 1, und B1 beliebig je eine Kante ein und erh�alt einenBaum B f�ur W . 2Die St�arke der Bedingung (3) aus De�nition 9.1.6 macht die folgende Aussage klar.Lemma 9.1.8 F�ur einen Graphen G mit Baumweite h�ochstens k gilt: !(G) � k + 1.Beweis. Sei G = (V;E) ein Graph mit Baumweite h�ochstens k, hS;Bi eine Baumzerlegungder Weite h�ochstens k f�ur G und C � V eine Clique in G. Es gen�ugt o�enbar, zu zeigen,da� es eine Menge Si 2 S gibt, so da� C � Si. Dies gilt aber, da die Teilb�aume Tv :=B[fi 2 I : Si 3 vg], v 2 C, der Helly-Bedingung gen�ugen, so da� es ein i 2 I gibt miti 2 Tv2C V (Tv). 2Die Begri�e Baumweite und k-Baum h�angen nun wie folgt zusammen.Satz 9.1.9 (Scheffler 1987; Wimer 1987)Ein Graph hat Baumweite � k genau dann, wenn er ein Sub-k-Baum ist.Beweis. \(\: Da die Baumweite h�ochstens abnimmt, wenn wir zu einem Subgraphen�ubergehen, sei der Graph G = (V;E) ohne Einschr�ankung ein k-Baum. Wir beweisen durchInduktion nach jV j, da� G eine Baumzerlegung hfSigi2I ;Bi der Baumweite h�ochstens kbesitzt, in der jede k-Clique von G in einem Si enthalten ist [vergleiche den Beweis vonSatz 7.2.19, (i) ) (ii)]. Der Fall jV j = k + 1 ist trivial: man nehme B = K1. Andernfallssei v 2 V ein Simplizialknoten in G. Wegen d(v) � k folgt, da� �(v) eine k-Clique in G ist.Nach Induktionsvoraussetzung besitzt G � v eine Baumzerlegung hS;Bi der Baumweiteh�ochstens k mit �(v) � Sa f�ur ein a 2 I . H�ange in B an den Knoten a ein Blatt b anmit Sb := �(v) + v. Dann erf�ullt hS + Sb;B + bi die Bedingungen (1),(2) und (3) einerBaumzerlegung von G [zu (3): nach Induktionsvoraussetzung gen�ugt es, den Fall j = b zubetrachten. Hier wiederum ist der Fall k = a trivial; der Fall k 6= a folgt aufgrund derKonstruktion und der Induktionsvoraussetzung: Si \ Sb � Si \ (Sb � v) � Si \ Sa � Sk].")\: Ohne Einschr�ankung sei G = (V;E) ein Graph mit Baumweite = k und hfSigi2I ;Bieine entsprechende Baumzerlegung. Wir geben einen chordalen Graphen H mit !(H) =k + 1 an, der G als Subgraphen enth�alt. Wie oben gesehen, ist H dann ein Sub-k-Baum



9.1. BAUMWEITE UND K-B �AUME 273(vgl. �Ubung 7.2.14) und damit auch G.Betrachte den Graphen H = (V; F ) de�niert durchF := (fv; wg 2  V2! : 9i 2 I mit fv; wg � Si) :Dann folgt nach Bedingung (2) einer Baumzerlegung, da� E � F . Aus Lemma 9.1.8 folgt!(H) � k + 1; da G Baumweite = k hat, gilt mithin !(H) = k + 1 Die Chordalit�at vonH folgt unmittelbar aus Satz 7.2.19, da die B�aume Tv := B[fi 2 I : Si 3 vg], v 2 V , eineSchnittgraphdarstellung von G de�nieren. 2Aus Satz 9.1.9 leiten wir nun eine Reihe einfacher, aber aufschlu�reicher Folgerungen ab.Korollar 9.1.10 Die Graphen mit Baumweite 1 sind gerade die nicht-leeren W�alder.Kreise haben Baumweite 2.(Man beweise dies zur �Ubung ohne Zuhilfenahme von Satz 9.1.9 und damit Satz 7.2.19.)Korollar 9.1.11 Jeder Graph mit Baumweite � k besitzt eine Baumzerlegung hS;Bi, soda� B h�ochstens n � k Knoten hat. 2Da jeder k-Baum einen Knoten vom Grad h�ochstens k besitzt, gilt:Korollar 9.1.12 Jeder Graph mit Baumweite h�ochstens k ist (k+1)-choosable (d.h. ins-besondere (k + 1)-f�arbbar).Weiter erhalten wir in Verallgemeinerung der Aussage, da� Graphen mit Baumweite � 1keinen Kreis enthalten, aus Satz 9.1.9 zusammen mit Proposition 9.1.5 dasKorollar 9.1.13 Ein Graph mit Baumweite � k besitzt keinen Kk+2-Minor.2 2Wie im Fall k = 1 charakterisiert dies auch Graphen mit Baumweite � 2 bereits:Satz 9.1.14 (Dirac 1960; Wald, Colbourn 1983)Ein Graph hat Baumweite � 2 genau dann, wenn er keinen K4-Minor besitzt.Beweis. Es bleibt die R�uckrichtung zu zeigen. Sei G = (V;E) ein Graph ohne K4-Minor.Da der K4�e ein 2-Baum ist, ist die Aussage f�ur jV j � 4 sicherlich richtig. Sei also jV j � 5.Wir unterscheiden nach der Zusammenhangszahl �(G).Ist G unzusammenh�angend, so enthalten selbstverst�andlich auch seine Komponenten kei-nen K4-Minor und besitzen nach Induktionsannahme eine Baumzerlegung. Diese setztman wie in Lemma 9.1.7 zu einer solchen f�ur G zusammen.�(G) = 1: Sei v ein Artikulationsknoten in G. Seien Hi, i = 1::k, die Komponenten vonG� v jeweils vereinigt mit v. Jedes Hi ist K4-Minor-frei. Nach Induktionsannahme besit-zen sie also Baumzerlegungen Bi. Sei S(i)v ein beliebiger Knoten in Bi, der v enth�alt. F�ugewieder zwischen S(i)v , i > 1, und S(1)v sternf�ormig Kanten ein.�(G) = 2: Seien die Knoten x und y trennend in G. Sind Ci die Komponenten vonG[V n fx; yg], so enthalten auch die Graphen Hi := G[Ci [ fx; yg] keinen K4-Minor undbesitzen daher nach Induktionsvoraussetzung eine Baumzerlegung Bi. Verfahre wie obenmit Knoten S(i)xy in Bi, die x und y enthalten.2Hat ein Graph dagegen Baumweite � k3=2pn, so enth�alt er einen Kk-Minor [AST90b].



274 KAPITEL 9. BAUMWEITE�(G) � 3: Dieser Fall kann nicht auftreten. Seien u und v zwei nicht benachbarte Knoten.Nach den S�atzen 2.2.1 und 2.2.3 von Menger bzw. Whitney existieren drei knotendis-junkte u-v-Wege Pi, i = 1; 2; 3. Auf mindestens zwei Wegen gibt es innere Knoten. DaG[V n fu; vg] noch zusammenh�angt, gibt es zwei innere Knoten x und y auf verschiedenenPi, die durch einen Weg verbunden sind, der den dritten Weg nicht kreuzt. Also enth�altG eine Unterteilung des K4 auf den Knoten u; v; x und y. 2Anwendungen. (1) Sei G ein Graph ohne K4-Minor. Dann enth�alt G h�ochstens 2n� 3viele Kanten, und diese Schranke ist scharf f�ur 2-B�aume. Da sowohl der K5 als auch derK3;3 den K4 als Minor enthalten, sind Graphen mit Baumweite � 2 planar.(2) Ein Graph G mit �(G) � 3 enth�alt den K4 als Minor.(3) Da ein Graph mit �(G) � 4 einen kritisch 4-chromatischen, induzierten Subgraphenenth�alt (vgl. �Ubung 5.1.2), ergibt dies einen neuen Beweis der Hadwiger-Vermutung imFall n = 4 (vgl. Satz 6.3.21), der zudem verdeutlicht, da� { w�ahrend (H5) �aquivalent zum4-Farben-Satz ist { f�ur (H4) die F�arbbarkeit nicht die tragende Rolle spielt.Als vierte Anwendung dieses Satzes �nden wir:Korollar 9.1.15 Es gibt einen linearen Algorithmus, um Sub-2-B�aume zu erkennen undsie in einen 2-Baum einzubetten.Beweis. Nach Satz 9.1.14 kann man sich beim Erkennungsproblem auf 2-zusammenh�an-gende Graphen beschr�anken. Es gelte also �(G) � 2. Ein 2-Baum besitzt mindestens einenKnoten vom Grad 2 (den zuletzt angeh�angten). Gilt also �(G) � 3, so ist G kein Sub-2-Baum. Andernfalls enth�alt G mindestens einen Knoten x vom Grad genau 2. Falls diebeiden Nachbarn u und v von x keine Kante bilden, so f�uge diese Kante zu G hinzu. Dannenth�alt G�x+fu; vg genau dann einen K4-Minor, wenn G einen solchen enth�alt. Iterationdieses Verfahrens endet also genau dann in einem K3, wenn G ein Sub-2-Baum war.Der sich aus diesem Beweis ergebende Algorithmus, um einen G enthaltenden 2-Baum zukonstruieren, testet zun�achst, ob G h�ochstens 2n�3 viele Kanten enth�alt, berechnet dannaus der Adjazenzliste die Knotengrade von G und h�alt sich eine Queue aller Knoten vomGrad 2 (im Restgraphen). Der Update der Knotengrade und der Queue beim "Verges-sen\ des Knotens x ist mittels einer zus�atzlichen Zeigerliste sicherlich in konstanter Zeitdurchf�uhrbar, die Laufzeit des Algorithmus also linear.Falls G nicht 2-zusammenh�angend ist, so setzt man die gewonnenen 2-B�aume f�ur dieBl�ocke von G ohne Schwierigkeiten zu einem G-enthaltenden 2-Baum zusammen. 2Schon Graphen mit Baumweite � 3 lassen sich nicht mehr analog dadurch charak-terisieren, da� sie keinen K5-Minor enthalten. Der K2;2;2 beispielsweise besitzt keinenK5-Minor (da planar), ist aber auch kein Sub-3-Baum (wegen �(K2;2;2) = 4). Eine Minor-Charakterisierung von Sub-3-B�aumen �ndet sich in [APC90, ST90], ein Erkennungsal-gorithmus vermittels einer sicheren Reduktionsregel wie oben bei den Sub-2-B�aumen in[AP86].Leider kennt man keine gro�e Graphenklasse mit kleiner Baumweite, die nicht �uberden Begri� der Baumweite de�niert w�are. Wir wollen in diesem Zusammenhang nur diebeiden folgenden Resultate erw�ahnen.Wie die n�achste �Ubung zeigt, folgt aus Satz 8.4.4 unmittelbar, da� Graphen von kleinerBaumweite auch kleine Separatoren besitzen.�Ubung 9.1.16 Ein Graph mit Baumweite � k besitzt einen (k + 1; 12)-Separator.



9.2. OPTIMIERUNG AUF GRAPHEN BESCHR�ANKTER BAUMWEITE 275Aus Proposition 8.2.2 folgt mithin:Korollar 9.1.17 Es gibt planare Graphen beliebig hoher Baumweite. 2Planaren Graphen sind von besonderer Bedeutung f�ur die Baumweite, denn sie sind ge-wisserma�en sogar schon die einzige Ursache f�ur gro�e Baumweite, wie das folgende, tief-liegende Resultat zeigt (f�ur einen Beweis siehe auch [SW89]):Satz 9.1.18 (Robertson, Seymour 1984) Sei C eine bez�uglich Minorbildung abge-schlossene Graphenklasse. Wenn C nicht alle planaren Graphen enth�alt, dann ist C vonbeschr�ankter Baumweite. 2Anmerkung und �UbungenNach �Ubung 6.1.30 hat ein Graph keinen K4-Minor genau dann, wenn er keine Unterteilung des K4besitzt. Die Graphen mit Baumweite � 2 sind daher gerade die sogenannte reihe-parallel Graphennach Duffin [Duf65].�Ubung 9.1.19 Kreisartig planare Graphen haben Baumweite � 2 [vgl. �Ubung 6.1.35].�Ubung 9.1.20 [CLR87] Ein Graph G mit Baumweite � 2 hat Buchdicke bth(G) � 2.[vgl. Proposition 6.6.9]�Ubung 9.1.21 (Wimer 1987) Halin-Graphen (vgl. �Ubung 2.4.12) sind (planare) Sub-3-B�aume.9.2 Optimierung auf Graphen beschr�ankter BaumweiteAlle Optimierungsalgorithmen auf Graphen beschr�ankter Baumweite basieren darauf, da�eine Baumzerlegung des untersuchten Graphen gegeben ist. Das Problem, die Baumweiteeines Graphen zu bestimmen, ist jedoch NP-schwer [ACP87].3 Beachte: wir konnten zwarf�ur chordale Graphen in linearer Zeit einen Cliquenbaum konstruieren, doch ist das Pro-blem, zu einem nicht chordalen Graphen G = (V;E) eine kleinste Menge von Nicht-KantenF � �V2� nE zu �nden, so da� der Graph (V;E [ F ) chordal ist, ebenfalls NP-vollst�andig[Yan81b].F�ur festes k 2 IIN gibt es allerdings einen sogar linearen Algorithmus, der Graphen mitBaumweite � k erkennt und gegebenenfalls eine entsprechende Baumzerlegung konstru-iert [Bod93a] (leider ist dieser Algorithmus jedoch reichlich komplex und die Konstantesehr gro�). Mit Hilfe dieser Baumzerlegung lassen sich dann durch einen Dynamische-Programmierung-Ansatz viele NP-schwere Optimierungsprobleme e�zient (oft sogar in li-nearer Zeit) l�osen. Da jeder Graph auf n Knoten Baumweite � n�1 hat, mu� die Laufzeiteines solchen Algorithmus allerdings exponentiell in der Baumweite sein (falls P 6= NP). Zuden Problemen, die eingeschr�ankt auf Graphen mit beschr�ankter Baumweite polynomielll�osbar werden, geh�oren u.a. Chromatic Number, Clique Partition, Clique, Inde-pendent Set, Vertex Cover, Max Cut, Dominating Set, Hamiltonian Circuit,Chromatic Index, Steiner Tree, Disjoint Paths, siehe [AP89, Sch89a]. Tats�achlichkonnte man sehr allgemeine, z.B. aussagenlogisch de�nierte Problemklassen angeben, de-ren Probleme sich auf Graphen von beschr�ankter Baumweite durch einen generischen Algo-rithmus in linearer Zeit l�osen lassen, siehe [BLW87, Bod88, Sch89a, ALS91, CM93, Bor95].3Es gibt aber immerhin einen Approximationsalgorithmus mit G�uteratio O(log n) [BGHK95].



276 KAPITEL 9. BAUMWEITEUm die Technik der Dynamischen Optimierung auf Graphen mit beschr�ankter Baum-weite zu illustrieren, greifen wir nochmals das Problem Independent Set auf und ver-allgemeinern den Algorithmus f�ur B�aume aus Abschnitt 1.5.Satz 9.2.1 [AP89] Es gibt einen linearen Algorithmus, der f�ur Graphen mit beschr�ankterBaumweite die Stabilit�atszahl �(G) sowie eine maximum stabile Menge berechnet.Beweis. Wir skizzieren einen Algorithmus, der f�ur Graphen G mit Baumweite � k beigegebener Baumzerlegung hS;Bi in Zeit O(2kn) den Parameter �(G) berechnet und einemaximum-stabile Menge in G konstruiert.Dazu werden ein beliebiger Knoten w 2 I von B als Wurzel ausgezeichnet und die Kantenvon B zur Wurzel gerichtet. F�ur einen Knoten i 2 I n fwg sei der Nachfolger von i in Bmit �(i) bezeichnet. Ein Knoten i 2 I induziert einen Teilbaum Bi von B. F�ur i 6= w hei�tder Graph G[Sj2Bi Sj ] der Zweig Gi der Baumzerlegung. Beachte, da� er aufgrund derBedingung (3.) der De�nition einer Baumzerlegung nur �uber die Knoten Ci := S�(i)\Si mitdem �ubrigen Graphen kommuniziert. Wir bestimmen daher eine kardinalit�atsmaximalestabile Menge in G, indem wir zun�achst alle stabilen Mengen in G[Sw] auisten (dassind h�ochstens 2k+1 viele) und dann f�ur jeden Zweig Gi, i 2 ��(w), nachsehen, wie sichdie Einschr�ankungen der stabilen Mengen auf Ci = Sw \ Si gr�o�tm�oglich in dem Zweigfortsetzen lassen. In jedem Zweig Gi wiederum gehen wir genauso vor, au�er da� uns nunnicht mehr die Fortsetzungen aller stabilen Mengen von Si interessieren, sondern nur nochaller stabilen Mengen in Ci. Wir speichern uns daher in einer Tabelle T f�ur jeden ZweigGi und f�ur jede stabile Menge c in Ci = S�(i) \ Si die maximale stabile Fortsetzung (d.h.ohne c selbst!) von c in diesem Zweig im Eintrag T i[c]. Aufgebaut wird die Tabelle von denBl�attern her: in einem Blatt Si ist die maximale Fortsetzung s einer stabilen Menge c � Cilediglich in Si nCi zu suchen - in einem inneren Knoten i des Baumes B hingegen hat manjede Fortsetzung s von c in Si mit allen maximalen und konsistenten Fortsetzungen vons [ c in den darunter liegenden Zweigen Gj , j 2 ��(i), zu vereinen und dann die gr�o�teals die maximale Fortsetzung von c im Zweig Gi auszuw�ahlen:



9.2. OPTIMIERUNG AUF GRAPHEN BESCHR�ANKTER BAUMWEITE 277PROCEDURE Fill Table (i; C);BEGINfSchritt 1: Initialisierunggf! Tabelle IS der unabh�angigen Mengen von Si aufbauengFOR c � C : c stabil DOFOR s � Si n C : G[c [ s] stabil DO BEGINIS[c; s]:MaxIS := s;IS[c; s]:MaxSize := jsj;END;fSchritt 2: Informationen aus den Sub-Zweigen zusammentragengf! die maximalen Erweiterungen in jedem Sub-Zweig an IS anh�angengFOR j 2 ��(i) DO BEGINFill Table (j; Si \ Sj);FOR c � C : c stabil DOFOR s � Si n C : G[c [ s] stabil DO BEGINIS[c; s]:MaxIS := IS[c; s]:MaxIS [ T j [(c [ s) \ Sj ]:MaxIS;IS[c; s]:MaxSize := IS[c; s]:MaxSize + T j [(c [ s) \ Sj ]:MaxSize;END;END;fSchritt 3: Optimierunggf! die maximalen Erweiterungen im Zweig Gi berechnengFOR c � C : c stabil DO BEGINT i[c]:MaxIS := IS[c; ;]:MaxIS;T i[c]:MaxSize := IS[c; ;]:MaxSize;FOR ; 6= s � Si nC : G[c [ s] stabil DOIF IS[c; s]:MaxSize > T i[c]:MaxSize THEN BEGINT i[c]:MaxIS := IS[c; s]:MaxIS;T i[c]:MaxSize := IS[c; s]:MaxSize;END;END;END; fFill TablegDamit bestimmt sich nach einem Aufruf der Prozedur der Form Fill Table (w; Sw) derParameter �(G) durch�(G) := max f jcj+ Tw[c]:MaxSize : c � Sw stabil gund f�ur einen entsprechenden Eintrag c von Tw istc [ Tw[c]:MaxISeine maximum-stabile Menge in G.Bez�uglich der Laufzeit �uberlegt man sich, da� ein Aufruf der Prozedur im ersten unddritten Schritt jeweils nur h�ochstens O(2k+1), also konstant viele Operationen zur Folgehat. Da die Prozedur f�ur jedes i 2 I einmal aufgerufen wird und die Gr�o�e jI j des BaumesB als linear in der Eingabegr�o�e angenommen werden kann (vgl. Korollar 9.1.11), ergibt



278 KAPITEL 9. BAUMWEITEdies linear viele Operationen im ersten und letzten Schritt. Im zweiten Schritt werdendie Informationen eines Zweiges jeweils von der Wurzel des Zweiges an deren Nachfolgerweitergereicht. Da der Baum B gerade jI j � 1 Kanten hat, hat auch dieser Abschnitt nurinsgesamt linear viele Operationen zur Folge. 2�Ubung 9.2.2 Auf �ahnliche Art entwickle man einen polynomiellen Algorithmus, um diechromatische Zahl eines Graphen mit Baumweite � k zu bestimmen und eine �(G)-F�arbung zu konstruieren.9.3 Randomisierung I: Subgraph IsomorphismusRandomisierte Algorithmen. Randomisierte Algorithmen d�urfen quasi eine M�unzewerfen, um zwischen verschiedenen Alternativen zu entscheiden. Sie �nden zwar nicht im-mer eine L�osung oder versagen manchmal einfach, doch ist die Wahrscheinlichkeit einesVersagens (bez�uglich der M�unzw�urfe, d.h. unabh�angig von der Instanz) beschr�ankt, soda� sie sich durch Wiederholung des Algorithmus unter derselben Eingabe schnell unterdie Wahrscheinlichkeit beispielsweise eines Hardwarefehlers dr�ucken l�a�t. Beim Primzahl-problem [Rab76, SS77, AH87] (von dem man allerdings nicht wei�, ob es NP-schwer ist),bei parallelen Algorithmen f�ur maximum Matching [MVV87] (wobei man hier nicht wei�,ob das Problem P-vollst�andig ist) sowie bei (u.a. graphentheoretischen) Z�ahlproblemen[Sin93, Wel93] konnten hiermit gro�e Erfolge erzielt werden. Doch selbst in F�allen, woman e�ziente deterministische Algorithmen kennt, bestechen randomisierte Algorithmenoft durch ihre einfache Struktur. Wir wollen dies an dem folgenden Problem exempla-risch demonstrieren. Das Subgraph Isomorphism Problem lautet: gegeben Graphen Gund H { enth�alt G einen zu H isomorphen (schwachen) Subgraphen, d.h. gibt es eineInjektion f : V (H) ! V (G) mit fu; vg 2 E(H) ) ff(u); f(v)g 2 E(G)? Dieses Pro-blem verallgemeinert so unterschiedliche Probleme wie Clique, Hamiltonian Circuit,Hamiltonian Path und Matching; insbesondere ist es also NP-vollst�andig. F�ur festesH ist das Problem jedoch polynomiell l�osbar: vollst�andige Enumeration aller Injektionenf : V (H) ! V (G) liefert o�enbar einen O(�k2�nk)-Algorithmus, wobei k := jV (H)j (eineKonstante) und n = jV (G)j. Wir geben in diesem Abschnitt einen randomisierten Algo-rithmus f�ur Subgraph Isomorphism mit Laufzeit 2O(k)nt+1, wo t = t(H) die Baumweitevon H bezeichnet. Subgraph Isomorphism ist also polynomiell l�osbar f�ur alle GraphenH der Ordnung O(logn) von beschr�ankter Baumweite. Der Status des Problems Sub-graph Isomorphism eingeschr�ankt auf (beliebige) Graphen H der Ordnung O(logn) istallerdings unbekannt, ebenso wie der des Problems Log Clique: "gegeben ein Graph G,enth�alt G eine Clique der Gr�o�e log n?\.Satz 9.3.1 (Alon, Yuster, Zwick 1995) Das Problem Subgraph Isomorphism be-sitzt f�ur Graphen H von beschr�ankter Baumweite t(H) � t einen (deterministischen)2O(k)nt+1-Algorithmus. 2�Ubung und AnmerkungAls einen sehr speziellen Fall des Satzes 9.3.1 �ndet man:Korollar 9.3.2 Das Problem Log Path: "gegeben ein Graph G, besitzt G einen Pfad der L�angelogn?\ liegt in P.



9.3. RANDOMISIERUNG I: SUBGRAPH ISOMORPHISMUS 279Vergleiche dies mit �Ubung 1.4.18c. Den ersten polynomiellen Algorithmus f�ur Subgraph Isomor-phism bei Graphen mit Baumweite h�ochstens t gaben Plehn und Voigt [PV90]; er hat allerdingsLaufzeit kO(k)nt+1. Im Fall, da� G und H B�aume sind, gab schon Reyner [Rey77] einen polyno-miellen Algorithmus.



Kapitel 10Approximationsalgorithmen10.1 EinleitungUnter der Annahme P 6= NP gibt es keine polynomiellen Algorithmen, um NP-schwere(Such-) Probleme wie Node Cover, Independent Set oder Colorability exakt zul�osen. Da man in der Praxis solche Probleme trotzdem handhaben mu�, kann man sichfragen, wie nahe man denn mit polynomiellen Algorithmen an die optimale L�osung her-ankommen kann. Wir fragen also nach Approximationsalgorithmen. Wir haben implizitbereits etliche Approximationsalgorithmen kennengelernt.Kantenf�arbung. Aus dem Beweis von Satz 5.6.3 von Vizing ergibt sich unmittelbar einpolynomieller Algorithmus, der die Kanten eines jeden Graphen mit h�ochstens �(G) + 1vielen Farben f�arbt, also mit h�ochstens einer Farbe mehr als n�otig.F�arben planarer Graphen. Der Beweis zum 4-Farben-Satz lieferte, wie erw�ahnt, einenzwar polynomiellen, aber nicht praktikablen Algorithmus, um jeden planaren Graphenmit vier Farben zu f�arben. Wenn man zun�achst den planaren Graphen daraufhin testet,ob er bipartit ist, und gegebenenfalls 2-f�arbt, ergibt sich aber aus dem Heawoodschen5-Farben-Satz immerhin ein O(n)-Algorithmus (vgl. �Ubung 6.3.6b), der jeden planarenGraphen mit h�ochstens zwei Farben mehr als n�otig f�arbt.Man sagt, die Probleme Edge Coloring und Planar Graph Coloring haben absoluteApproximationsalgorithmen oder Approximationsalgorithmen mit Di�erenzgarantie (vgl.auch �Ubung 3.2.19c). Bei diesen beiden Problemen besteht die Schwierigkeit darin, denoptimalen Wert aus einer kleinen Menge von Werten herauszu�ltern. Man beachte, da� inbeiden F�allen jede genauere Bestimmung NP-schwer ist.Nur die wenigsten Optimierungsprobleme haben Approximationsalgorithmen mit Dif-ferenzgarantien. Betrachten wir beispielsweise die Probleme Clique (oder �aquivalent In-dependent Set).Proposition 10.1.1 Unter der Hypothese P 6= NP gibt keinen Approximationsalgorith-mus f�ur Clique mit endlicher Di�erenzgarantie.Beweis. Sei G ein Graph. F�ur k 2 IIN sei der Graph Gk wie folgt de�niert. Gk bestehtaus k disjunkten Kopien von G, die untereinander vollst�andig verbunden sind. Dann gilto�enbar !(G) = s , !(Gk) = k � s.280



10.1. EINLEITUNG 281Angenommen nun, es g�abe einen Approximationsalgorithmus A f�ur Clique mit Di�e-renzgarantie k f�ur ein k 2 IIN. Angewandt auf den Graphen Gk+1 gilt also f�ur die von Agelieferte Clique A(Gk+1):!(Gk+1) � jA(Gk+1)j � k, !(G) � jA(Gk+1)jk+1 � kk+1 < 1:In mindestens einer der k+1 Kopien von G in Gk+1 ist aber die Restriktion C der CliqueA(Gk+1) auf diese Kopie von der Gr�o�ejCj � jA(Gk+1)jk + 1 ;und es folgt jCj � !(G) < 1 oder jCj = !(G). Da diese Clique C in polynomieller Zeitgefunden werden kann, erg�abe sich insgesamt ein polynomieller Algorithmus, um !(G)zu bestimmen. Also l�age das NP-vollst�andige Entscheidungsproblem Clique in P, und esfolgte P = NP. 2Wir wollen daher unsere Erwartungen zur�uckschrauben, gegen unendlich strebendeabsolute Fehler zulassen und nach relativen Approximationsalgorithmen suchen, die eineoptimale L�osung immerhin noch bis auf einen bestimmten Faktor approximieren (soge-nannte relative Approximationsalgorithmen).Wir wiederholen: ein Optimierungsproblem � ist eine bin�are Relation � � D� � ��zusammen mit einer Zielfunktion c : �! Q. Wir interpretieren I 2 D� als Eingabe oderInstanz des Optimierungsproblems � und die MengeSol(I) := f� 2 �� : hI; �i 2 �gals die Menge der L�osungen zur Instanz I von �. Die Zahl c(I; �) := c(hI; �i) hei�t dannder Wert der L�osung � 2 Sol(I).OPT (I) := ( minfc(I; �) : � 2 Sol(I)g; falls � ein Minimierungsproblem,maxfc(I; �) : � 2 Sol(I)g; falls � ein Maximierungsproblem,bezeichnet den Optimalwert und ein �� 2 Sol(I) mit c(I; ��) = OPT (I) hei�t eine Opti-mall�osung der Instanz I 2 D�.De�nition 10.1.2 Sei � ein Optimierungsproblem mit De�nitionsbereich D� Zielfunkti-on c und Optimalwert OPT . Ein (relativer) Approximationsalgorithmus ist ein polynomi-eller Algorithmus A : D� ! ��, der f�ur jede Instanz I von � eine L�osung A(I) 2 Sol(I)ausgibt. Die FunktionRA(n) := 8<: maxn c(A(I))OPT (I) : jI j � no ; falls � ein Minimierungsproblem,maxnOPT (I)c(A(I)) : jI j � no ; falls � ein Maximierungsproblem, (10.1)hei�t Approximations- oder G�uteratio von A. A selbst hei�t dann ein RA(n)-Approxima-tionsalgorithmus.



282 KAPITEL 10. APPROXIMATIONSALGORITHMENManchmal gestattet man Approximationsalgorithmen auch eine schlechtere Approximati-onsg�ute auf kleinen Instanzen und interessiert sich lediglich f�ur die sogenannte asymptoti-sche Approximationsratio R1A (n). F�ur ein Suchproblem � mit OPT (I)!1 f�ur jI j ! 1liege ein Algorithmus A : D� ! �� vor. Dann ist im Falle, da� � ein Minimierungsproblemist, R1A (n) de�niert als dasmin fr : 9C 2 IR+ 8I 2 D� (z(A(I)) � r �OPT (I) + C)g;bzw. im Falle eines Maximierungsproblems analog als dasmin fr : 9C 2 IR+ 8I 2 D� (OPT (I) � r � z(A(I)) + C)g:Wir wollen im folgenden zun�achst ein paar einfache Beispiele f�ur Approximationsalgorith-men betrachten.10.2 Knoten�uberdeckungDie wohl naheliegendste Heuristik f�ur Node Cover ist der Greedy-Ansatz, stets einenKnoten maximalen Grades aus G zu entfernen und in die Knoten�uberdeckung CGreedyaufzunehmen. �Uberraschenderweise hat dieser Algorithmus aber selbst auf bipartiten Gra-phen, wo Node Cover 2 P (vgl. Korollar 4.2.17), keine endliche G�uteratio! Betrach-te dazu die folgende Graphenfamilie fUkgk2IIN [PS82]. Der Graph Uk hat KnotenmengeAk [Bk [Ck, wobei Uk[Ak [Bk] ein Matching mit k Kanten ist. Ck hat Lk :=Pki=2bk=icviele Knoten, die in Mengen Cik, i = 2; : : : ; k, der Gr�o�e bk=ic eingeteilt sind. Die Knotenc1; : : : ; cbk=2c sind mit je zwei (anderen) Knoten aus Bk verbunden, die n�achsten bk=3c mitje dreien u.s.w. und der letzte Knoten cLk schlie�lich mit allen k Knoten aus Bk. JederKnoten aus Cik ist also zu genau i Knoten in Bk adjazent, so da� kein Knoten in Bk zumehr als einem Knoten in Cik adjazent ist f�ur 2 � i � k. Die Knoten in Bk haben alsomaximalen Grad �(Uk) = k, ebenso wie der Knoten cLk in Ckk .���������	
���W�ahrend die Menge Bk o�ensichtlich eine minimum Knoten�uberdeckung Copt von Ukdarstellt, w�ahlt der Greedy-Algorithmus im schlechtesten Fall der Reihe nach die Knoten



10.2. KNOTEN�UBERDECKUNG 283cLk ; : : : ; c1 und dann noch weitere k Knoten f�ur die Menge CGreedy aus. F�ur seine G�uteratiogilt also RGreedy(n) � jCGreedy(Uk)jjCopt(Uk)j= 1k kXi=1 bk=ic� 1k  kXi=1 ki � (k � 2)!� kXi=1 1i � 1� Z k+11 dxx � 1� ln k � 1 = ln�(Uk) � 1Wesentlich schlechter als ln �(G) (wie im Fall der Graphenfamilie fUkgk2IIN) kann dasVerh�altnis jCGreedy(Uk)jjCopt(Uk)j f�ur den Greedy-Algorithmus f�ur Node Cover allerdings nichtwerden, wie in Satz 12.4.2 bewiesen werden wird.Wie irref�uhrend die Intuition beim Entwurf guter Heuristiken sein kann, zeigt die fol-gende, scheinbar ung�unstigere Strategie: Sei M ein maximales Matching, wie es beispiels-weise der Greedy-AlgorithmusMaximal Matching aus Kapitel 4 liefert, und CMaxMatchdie Knotenmenge gebildet aus den von M �uberdeckten Knoten. Dann ist CMaxMatch ei-ne Knoten�uberdeckung, denn g�abe es eine Kante, die mit keinem Knoten aus CMaxMatchinzidierte, so w�are diese Kante unabh�angig von M und daher M nicht maximal gewesen.Da wir den Wert einer Optimall�osung nicht kennen, k�onnen wir die G�ute der von diesemApproximationsalgorithmus konstruierten L�osung nicht direkt mit OPT vergleichen. Wiein vielen F�allen gelingt es aber, beide Gr�o�en mit einer dritten zu vergleichen. Hier folgtwegen jCMaxMatchj = 2jM j und �(G) � jM jjCMaxMatchj�(G) � 2jM jjM j = 2:Wie Matchings oder die vollst�andig bipartiten Graphen zeigen, ist die G�uteratio diesesAlgorithmus sogar gleich 2.Proposition 10.2.1 (Gavril 1974b) Der lineare Algorithmus, der die von einem ma-ximalen Matching in einem Graphen G �uberdeckten Knoten ausgibt, ist ein Approxima-tionsalgorithmus f�ur Node Cover mit G�uteratio 2.Beachte, da� f�ur diesen Algorithmus ein minimum maximales Matching die kleinste Kno-ten�uberdeckung liefern w�urde (ohne allerdings die G�uteratio zu beeinussen); ein solchesMatching zu �nden ist jedoch bereits wieder NP-schwer [YG80]. Auf zuf�alligen Graphenliefern beide Algorithmen Knoten�uberdeckungen, die bis zu etwa 5% vom Optimum ent-fernt sind.Approximation und polynomielle Transformationen. Die Probleme Independent Setund Node Cover lassen sich, wie in Satz 1.4.12 gesehen, durch polynomielle Trans-formationen ineinander �uberf�uhren. Sie sind polynomiell �aquivalent in dem Sinn, da� es



284 KAPITEL 10. APPROXIMATIONSALGORITHMENeinen polynomiellen Algorithmus f�ur eines dieser Probleme gibt genau dann, wenn esauch f�ur das andere einen solchen gibt. Per de�nitionem gibt sogar f�ur jedes beliebigeNP-vollst�andige Problem einen polynomiellen Algorithmus genau dann, wenn es einen po-lynomiellen Algorithmus f�ur Node Cover gibt. Dies ist allerdings keine Aussage �uberdie Approximierbarkeitseigenschaften der verschiedenen NP-vollst�andigen Probleme! Einepolynomielle Reduktion �ubertr�agt in der Regel nicht die G�uteratio eines Approximations-algorithmus. Tats�achlich k�onnen sich NP-vollst�andige Probleme drastisch hinsichtlich ihrerApproximierbarkeit unterscheiden. Independent Set und Node Cover stellen da einillustratives Beispiel dar. Denn obwohl beispielsweise eine Knotenmenge in G genau danneine Knoten�uberdeckung ist, wenn ihr Komplement eine unabh�angige Menge ist, erh�altman deshalb aus einer guten Approximation f�ur eine minimale Knoten�uberdeckung nochlange keine gute Approximation f�ur eine maximum stabile Menge. F�ur einen Graphen G,der ein Matching ist, beispielweise gilt �(G) = n=2 = �(G). Der Approximationsalgorith-mus MaxMatch f�ur Node Cover liefert die Knoten�uberdeckung CMaxMatch = V mitjCMaxMatchj = 2��(G), eine 2-Approximation. Das leere Komplement V �CMaxMatch = ;aber ist wohl eine denkbar schlechte Approximation f�ur eine maximum stabile Knoten-menge in G. Wir werden sp�ater sehen, da� es f�ur Independent Set keinen Approxima-tionsalgorithmus mit endlicher G�uteratio gibt, falls P 6= NP.�Ubungen und Anmerkungen�Ubung 10.2.2 (Savage 1982) Sei G = (V;E) ein zusammenh�angender Graph und T ein voneiner Tiefensuche in G konstruierter spannender Baum von G. Dann bildet die Menge NB derNicht-Bl�atter von T eine Knoten�uberdeckung von G mit jNBj � 2� (G). [Hinweis: konstruiere einMatching aus einer maximum stabilen Menge S � V in T .]Approximationsalgorithmen mit besserer G�uteratio als 2 f�ur das Problem Node Cover zu �ndenist ein schwieriges Unterfangen. Bis heute ist f�ur kein r < 2 ein r-Approximationsalgorithmus f�urNode Cover bekannt. Die bislang besten Ergebnisse sind Algorithmen mit Ratio 2 � log logn2 logn ,siehe [BE85, MS85].Auch f�ur das Knoten-gewichtete Node Cover Problem gibt es Approximationsalgorithmen mitG�uteratio 2, siehe Korollar 12.3.3. F�ur bipartite Graphen ist hingegen auch das gewichtete Pro-blem durch Reduktion auf ein Maximum-Flu�-Problem in polynomieller Zeit exakt l�osbar, siehe[Law76a].�Ubung 10.2.3 Durch "Nachbesserung\ der vom Algorithmus von Gavril konstruierten Kno-ten�uberdeckung zeige man, da� es einen linearen Approximationsalgorithmus A f�ur Node Covergibt, der zu einem Graphen G eine Knoten�uberdeckung A(G) mit jA(G)j < 2� (G) ausgibt und derbei Matchings und vollst�andig bipartiten Graphen eine Optimall�osung �ndet.Pfadzerlegung. Mit Hilfe der Reduktion aus Proposition 7.3.9 erh�alt man f�ur das ProblemWeighted Path Partition in allgemeinen Digraphen immerhin noch einen Approximations-algorithmus mit G�uteratio w(POPT )=w(PAPPROX ) � 3=2: Ein Subgraph S in D mit Au�en-und Innengrad h�ochstens 1 f�ur alle v 2 V kann nun auch gerichtete Kreise enthalten. Aus diesenentfernt man lediglich eine Kante kleinsten Gewichts und erh�alt eine Pfadzerlegung PS von D mitw(PS) � 2=3 � w(S). Eine minimale Pfadzerlegung P� induziert aber ein Matching M in H glei-chen Gewichts, so da� w(P�) = wH(M ) � wH(M�) = w(S), wobei M� ein Matching maximalenGewichts in H sei.Mit Hilfe eines Algorithmus f�ur maximales gewichtetes (allgemeines)Matching erh�alt man einenApproximationsalgorithmus mit G�uteratio 3=2 f�ur das Pfadzerlegungsproblem in ungerichtetenGraphen.



10.3. STEINER-B�AUME 285�Ubung 10.2.4 (Moran, Newman, Wolfstahl 1990) Der folgende Algorithmus ist ein 3=2-Approximationsalgorithmus f�ur das Weighted Path Partition Problem in ungerichteten Gra-phen: Berechne einen 2-beschr�ankten Subgraphen S von G maximalen Gewichts wie in Satz 4.3.9und entferne aus jedem Kreis in S eine Kante minimalen Gewichts.10.3 Steiner-B�aumeSei G ein durch eine Funktion c : E ! Q+ kantengewichteter Graph und S � V eine Mengevon ausgezeichneten Knoten in G, die sogenannten Terminale. Ein Steiner-Baum f�ur Sin G ist dann ein Subgraph von G, der ein Baum ist, die Knoten aus S enth�alt und dessenBl�atter Knoten aus S sind. Das Problem Steiner-Tree fragt nun nach einem Steiner-Baum T f�ur S in G minimalen Gewichts c(T ) :=Pe2T c(e). Das Problem l�a�t sich aus soformulieren, da� eine Knotenmenge � � V nS (die sogenannten Steiner-Punkte) gesuchtist, so da� das Gewicht eines minimal spannenden Baumes von G[S [ �] minimal wird.Dieses Problem tritt beispielsweise im VLSI-Chip-Design bei der Verdrahtung von Netzenzwischen verschiedenen Anschl�ussen (Pins) auf, siehe [Len90].W�ahrend wir in den Spezialf�allen S = V (Problem des minimal spannenden Baumes, vgl.Abschnitt 1.3.3) und jSj = 2 (k�urzeste-Wege-Problem, vgl. Abschnitt 1.3.2) polynomielleAlgorithmen kennengelernt haben, ist das allgemeine Problem NP-schwer:Satz 10.3.1 (Karp 1972) Das Problem Steiner Tree f�ur bipartite Graphen und kon-stante Gewichtsfunktion ist NP-�aquivalent.Beweis. Die Entscheidungsproblemversion zu Steiner Tree liegt o�ensichtlich in NP.Beim ungewichteten Problem reduziert sich �uberdies das Suchproblem auf das Optimal-wertproblem und dieses wiederum auf das Entscheidungsproblem (�Ubung). Wir reduzierendas NP-vollst�andige Entscheidungsproblem Node Cover auf die Entscheidungsproblem-version von Steiner Tree. Sei also G = (V;E) ein Graph (eine Instanz von NodeCover). Der Graph G0 = (V 0; E 0) gehe aus G hervor, indem zum einen ein zus�atzlicherKnoten z vollst�andig mit G verbunden wird und zum anderen auf jeder urspr�unglichenKante e 2 E ein neuer Knoten ve eingef�ugt wird (d.h. jede Kante e 2 E wird durch einenPfad P3 der L�ange 2 ersetzt). G0 hat mithin n + m + 1 viele Knoten und n + 2m vieleKanten (wobei n = jV j und m = jEj). G0 sei ungewichtet, d.h. c(e) := 1 f�ur alle e 2 E 0.O�enbar ist G0 bipartit mit Teilen V und S := fve : e 2 Eg + z. Bezeichne OPT dasminimale Gewicht eines Steiner-Baumes in G0 f�ur die Terminalmenge S. Dann gilt:OPT = �(G) +m."�\: Wir w�ahlen die Knoten einer minimum Knoten�uberdeckung C von G als Steiner-Knoten. Nach De�nition einer Knoten�uberdeckung ist dann jeder Knoten ve, e 2 E, inG0 zu einem Knoten v 2 C benachbart. Die Knoten v 2 C sind in G0 wiederum zu zbenachbart. Also ist G0[S [C] zusammenh�angend. Ein spannender Baum in G0[S [C] hatGewicht (= Anzahl Kanten) h�ochstens jC [ Sj � 1 = �(G) +m. Ein solcher enth�alt abereinen Steinerbaum f�ur S."�\: Sei T ein Steiner-Baum f�ur S in G0 mit Gewicht OPT . Die Menge der Steiner-Knoten in T sei mit C := V (T ) n S bezeichnet. Da jeder der Knoten ve, e 2 E, in Tzu mindestens einem Steiner-Knoten v 2 C benachbart ist, bildet C eine Knoten�uber-deckung von G. Da T ein Baum ist und c(�) � 1, gilt jV (T )j = OPT + 1. Also wird�(G) � jCj = (OPT + 1)� (m+ 1) = OPT �m. 2



286 KAPITEL 10. APPROXIMATIONSALGORITHMENBemerkung. Es ist nicht klar, ob auch das allgemeine Steinerbaum-Problem (mit ratio-naler Kostenfunktion c : E ! Q+) oder auch nur seine Optimalwert-Version NP-leicht ist.Nur wenn man eine untere Schranke f�ur die Di�erenz der Gewichte zweier L�osungen kennt(wie beispielsweise bei einer nat�urlichen Kostenfunktion c : E ! IIN) kann man mit Hilfeeines Algorithmus f�ur das Entscheidungsproblem den Optimalwert durch bin�are Suche inpolynomieller Zeit berechen.Der Distanzgraph DG eines zusammenh�angenden Graphen G ist der vollst�andigeGraph auf n = jV (G)j Knoten mit Kantengewichten c(fu; vg) := distG(u; v).Satz 10.3.2 (Kou, Markowsky, Berman 1981) Sei G ein zusammenh�angender Graphund S � V . Der folgende O(n3)-Algorithmus berechnet einen Steiner-Baum TKMB f�ur Sin G mit Approximationsratio h�ochstens 2:� Berechne den Distanzgraphen DG.� Berechne einen minimal spannenden Baum TD f�ur DG[S].� Transformiere TD in einen Subgraphen H von G durch Ersetzen der Kanten aus TDdurch Pfade in G: H := (V; [fs;tg2TDPst);wobei Pst die Kantenmenge eines k�urzesten s� t�Pfads in G bezeichne.� Berechne einen minimal spannenden Baum TS f�ur H.� Entferne sukzessiv Kanten aus TS, die mit Bl�attern inzidieren, die nicht zu Sgeh�oren, und erhalte einen Steiner-Baum TKMB.Das folgende Beispiel (mit konstanter Gewichtsfunktion c(�) � 1) demonstriert, da� diebeiden letzten Schritte wirklich notwendig sind.����G und S ����DG[S] ����TD����H ����TS ����TKMB



10.4. DAS TRAVELING SALESMAN PROBLEM 287Beweis von Satz 10.3.2:O�ensichtlich ist c(TKMB) � c(H) � c(TD). Sei nun T � ein minimaler Steiner-Baum f�urS in G. Versuchen wir also, c(T �) nach unten durch eine Funktion in c(TD) abzusch�atzen.Dazu betten wir den Baum T � in die Ebene ein und umfahren T � einmal au�en herum.Wir erhalten einen (geschlossenen) Zykel Z in G, der alle Knoten von S enth�alt. Da jedeKante von T � genau zweimal in Z auftritt, gilt c(Z) = 2c(T �). Z de�niert nun wie folgteinen spannenden Baum f�ur DG[S]: Beginnend in einem Blatt s1 2 S von T �, laufe manden Zykel Z einmal ab. Jedem Knoten aus S begegnet man dabei genau einmal zumersten Mal. Seien s1; : : : ; sjSj die Knoten von S in der Reihenfolge, in der man ihnen zumersten Mal begegnet. Dann stellt die Kantenmenge ffsi; si+1g : i = 1; : : : ; jSj � 1g einenspannenden Baum TZ f�ur DG[S] dar, es gilt also c(TD) � c(TZ). Da nun aber jede Kantefsi; si+1g, i = 1; : : : ; jSj� 1, des spannenden Baum TZ nur h�ochstens so schwer ist wie derzugeh�orige Abschnitt zwischen si und si+1 auf Z, folgtc(TZ) � c(Z) = 2c(T �); (10.2)und es gilt insgesamt f�ur die Qualit�at des Steiner-Baumes TKMB:c(TKMB) � c(TD) � c(TZ) � 2 � c(T �): 2�Ubung und Anmerkung�Ubung 10.3.3 [TM80, KMB81] Sei T � ein minimaler Steiner-Baum f�ur S in G mit b � jSjBl�attern und TD ein minimaler spannender Baum von DG[S]. Man verbessere die Absch�atzung(10.2) [und damit die G�ute von TKMB] zu c(TZ) � 2(1 � 1b )c(T �) und zeige anhand des RadesCjSj � 1, dessen Kreiskanten mit 2� �, die "Speichen\ mit 1 gewichtet sind, da� diese Absch�atzungbestm�oglich ist.W�ahrend bisher alle Approximationsalgorithmen f�ur das Steiner-Baum-Problem in Graphen aufder Absch�atzung (10.2) beruhten, hat Zelikovski [Zel93a] mit einer neuen Idee einen Approxi-mationsalgorithmus f�ur Steiner Tree mit G�uteratio 11=6 gefunden (siehe auch [BR94, Zel93b,KZ95]). Zur Approximation des gewichteten Steiner-Baum-Problems siehe [KR95]. Mehr �uberdas Steinerbaumproblem in [Win87, KPS90, HR92b, HRW92, IT94].10.4 Das Traveling Salesman ProblemMan stelle sich vor, ein Handelsreisender (rsp. ein Laserbohrer) mu� n Orte (rsp.Bohrl�ocher) anfahren. F�ur je zwei Orte ist die Entfernung zwischen ihnen gegeben. Gesuchtist eine k�urzeste Tour, die alle Orte abf�ahrt und wieder an den Ausgangspunkt zur�uck-kehrt. Oder: f�ur eine Maschine sind Umr�ustzeiten gegeben, d.h. die Zeiten, die n�otig sind,um die Maschine von der Produktion eines Produktes vi auf die Produktion eines Pro-duktes vj umzustellen. In der Sprache der Graphentheorie formuliert handelt es sich hierbeide Male um das Problem, den k�urzesten Hamiltonkreis im vollst�andigen Graphen Knbez�uglich einer Kantenbewertungsfunktion c : E ! Q+ zu �nden. Jede L�osung des Pro-blems TSP besteht mithin aus einer Permutation der n Knoten des Kn. Dieses sogenannteTraveling Salesman Problem oder kurz TSP:INSTANZ: ein vollst�andiger Graph Kn mit Kantengewichten c : E ! Q+ und ein B 2 Q+,FRAGE: gibt es eine TSP-Tour C in (Kn; c) der L�ange c(C) :=Pe2C c(e) � B?



288 KAPITEL 10. APPROXIMATIONSALGORITHMENist eines der meist studierten Probleme der Kombinatorischen Optimierung, siehe[LLRS85, Joh90c, Lap92a, Pot93, Rei94, JRR95]. In vielen praktischen Anwendungenerf�ullt die Gewichtsfunktion c (z.B. aus geometrischen Gr�unden) zus�atzlich die Dreiecks-ungleichung: c(u; w) � c(u; v) + c(v; w) 8fu; v; wg 2  V3!: (10.3)Man spricht in diesem Fall vom Problem �TSP.�Ubung 10.4.1 �TSP f�ur Instanzen mit Gewichtsfunktion c : E ! f1; 2g ist NP-�aquiva-lent. [Hinweis: Reduktion von Hamiltonian Circuit]. 2Die naheliegende Greedy-Heuristik f�ur �TSP, Nearest Neighbour genannt, startet ineiner beliebigen Knoten v1 und f�ugt im i-ten Schritt, i = 2; : : : ; n, einen Knoten vi =argminfdist(vi�1; u) : u 2 V n fv1; : : : ; vi�1gg an die Tour an [Gav65]. Die G�uteratiodieses Algorithmus ist jedoch �(logn) [RSL77]. Das folgende Lemma gibt einen Hinweis,wie man an einen Approximationsalgorithmus f�ur �TSPmit endlicher G�uteratio gelangenkann.Lemma 10.4.2 Sei Kn = (V;E; c) eine Instanz von �TSP. Wenn ein Eulerscher, zu-sammenh�angender (Multi-) Graph (V; Z) auf der Knotenmenge V bekannt ist, so l�a�t sicheine TSP-Tour C in Kn mit Gewicht c(C) � c(Z) in Zeit O(m+ n) konstruieren.Beweis. Mittels des Hierholzer-Algorithmus konstruiert man in linearer Zeit einen Eu-lerschen Kantenzug Z = (e1; : : : ; ejZj) in (V; Z). Setze C := (v) f�ur einen beliebigen Knotenv 2 V . Man laufe nun Z ab und f�uge jeden Knoten, dem man zum ersten Mal begegnet,hinten an C an. Da C dann alle Knoten von V genau einmal enth�alt, de�niert diese Kno-tenpermutation sicher eine TSP-Tour in (Kn; c). Die Konstruktionsvorschrift f�ur C kannman andererseits aber auch so verstehen, da� man Z abl�auft und, wann immer man aufeine Folge von bereits besuchten Knoten st�o�t, den Kantenzug Z verk�urzt, indem mansolche Knoten ausl�a�t und direkt mit dem n�achsten unbesuchten Knoten fortf�ahrt. Ausder Dreiecksungleichung folgt, da� die verk�urzte Kantenfolge h�ochstens so lang wie dieurspr�ungliche ist und somit c(C) � c(Z). 2Satz 10.4.3 (Rosenkrantz, Stearns, Lewis 1977) Der folgende O(n2)-AlgorithmusA ist ein Approximationsalgorithmus f�ur �TSP mit G�uteratio < 2. Sei (Kn; c) eine In-stanz von �TSP.� Berechne einen minimal spannenden Baum T in (Kn; c).� Erhalte durch Verdopplung aller Kanten in T einen Eulerschen Graphen T 0.� Konstruiere mit Hilfe von T 0 eine TSP-Tour C in (Kn; c) gem�a� Lemma 10.4.2.Beweis. Der Graph T 0 ist nach De�nition Eulersch und zusammenh�angend auf V . Alsogilt f�ur die nach Lemma 10.4.2 konstruierte TSP-Tour C: c(C) � c(Z) = 2c(T ). Seiandererseits C� eine k�urzeste TSP-Tour in (Kn; c). Dann ist C�� e ein spannender Baumvon (Kn; c) f�ur alle e 2 C�, es folgt c(T ) � c(C� � e) < c(C�). Schaltet man beideAbsch�atzungen hintereinander, so �ndet manRA(Kn; c) = c(C)c(C�) < 2c(C�)c(C�) = 2: 2



10.5. DAS ZENTRUMSPROBLEM 289Die sogenannte Christofides-Heuristik verfeinert diesen Ansatz, indem sie, um einenEulerschen, zusammenh�angenden Graphen auf V zu erhalten, statt die Kanten in T zu ver-doppeln, ein perfektes Matching minimalen Gewichts zwischen den (gerade vielen) Knotenungeraden Grades in T zu T hinzuf�ugt.�Ubung 10.4.4 (Christofides 1976) Die Christofides-Heuristik hat Approximati-onsg�ute < 3=2 [Hinweis: betrachte zwei durch eine optimale Tour C� de�nierte perfekteMatchings zwischen den ungeraden Knoten in T ]. 2In [PS82] �ndet man Beispiele, die zeigen, da� f�ur beide Approximationsalgorithmen diejeweilige G�uteabsch�atzung bestm�oglich ist.Nicht-Approximierbarkeit von TSP. Wieder k�onnen wir die Theorie der NP-Vollst�andigkeit auch dazu einsetzen, um die Existenz von Approximationsalgorithmenauszuschlie�en. Als Beispiel betrachten wir das allgemeine Traveling Salesperson Problem.Satz 10.4.5 (Sahni, Gonzales 1976) Das Problem Traveling Salesman besitzt f�urkein reelles r � 1 einen r-Approximationsalgorithmus (au�er P = NP).Beweis. Wir zeigen, da� sich aus einem r-Approximationsalgorithmus Ar , r � 1, f�ur TSPein polynomieller Algorithmus ableiten l�a�t, der Hamiltonian Circuit entscheidet. Dadas Problem Hamiltonian Circuit NP-vollst�andig ist, folgt daraus P = NP.Sei G eine Instanz vonHamiltonian Circuit. Wir konstruieren daraus eine TSP-Instanz(Kn; c), indem wir die Kanten e 2 �V2� des Kn wie folgt gewichten:c(e) := ( 1 falls e 2 E(G),r � n falls e 62 E(G).Wir wenden nun den Algorithmus Ar auf diese Instanz an. Wenn G Hamiltonsch ist,so gilt OPT = n, und es wird c(Ar(I)) � r � n. Ist G andernfalls nicht Hamiltonsch,so enth�alt jede TSP-Tour mindestens eine Kante der L�ange c(e) = r � n, und es wirdc(Ar(I)) � n�1+r �n > r �n. Es ist also G Hamiltonsch genau dann, wenn c(Ar(I)) � r �n,und man kann auf diese Weise das Hamiltonkreis-Problem entscheiden. Der Algorithmusist o�ensichtlich polyomiell. 210.5 Das ZentrumsproblemDas Zentrumsproblem ist eines der wenigen Optimierungsprobleme, f�ur das man einenoptimalen Approximationsalgorithmus kennt, d.h. wo man wei�t, da� jede genauere Ap-proximation NP-schwer ist. Es ist wie folgt de�niert: Gegeben sei ein zusammenh�angender,kantengewichteter Graph G = (V;E; c) mit c : E ! Q+ sowie ein k 2 IIN. Der Abstanddist(u; v) zweier Knoten u und v sei wie gewohnt die minimale L�ange eines u�v�Pfades inG, wobei die L�ange eines Pfades als die Summe der Kosten seiner Kanten de�niert ist. Eink-Zentrum f�ur G ist eine Knotenmenge Z 2 �Vk �. Der Wert dist(v; Z) := minz2Z dist(v; z)hei�t der Abstand eines Knotens v 2 V vom Zentrum Z. Der WertRad(Z) := maxv2V dist(v; Z)hei�t der Radius des Zentrums Z. Gesucht ist nun ein k-Zentrum f�ur hG; cimit minimalemRadius.



290 KAPITEL 10. APPROXIMATIONSALGORITHMENAnwendung. Betrachte eine Kaufhauskette, die in einer Menge V von St�adten Filialenbetreibt und nun in k St�adten Warenlager einrichten will, um die Filialen zu beliefern, oderdas Problem, in k von n Orten Feuerwehrwachen einzurichten, so da� jeder Ort m�oglichstschnell von einer der Feuerwachen aus erreichbar ist.Da das Zentrumsproblem f�ur k = n trivial ist, sei im folgenden o.B.d.A. stets k < n.O�enbar besitzt das Zentrumsproblem f�ur jedes feste k und f�ur jedes feste n � k einenpolynomiellen Algorithmus.Satz 10.5.1 (Hsu, Nemhauser 1979) Das Zentrumsproblem ist NP-vollst�andig. DieApproximation des Zentrumsproblems mit G�uteratio r ist NP-schwer f�ur alle r < 2.Beweis. Wir reduzieren das NP-vollst�andige ProblemDominating Set (vergleiche �Ubung1.4.22) auf die Entscheidungsproblemversion des Zentrumsproblems (die o�ensichtlich inNP liegt). Sei hG; ki eine Instanz des Dominating Set Problems. Gewichte alle Kantene 2 E(G) mit c(e) � 1. Dann besitzt o�enbar G eine dominierende Knotenmenge derGr�o�e h�ochstens k genau dann, wenn G ein k-Zentrum mit Radius h�ochstens 1 besitzt.Also ist das Zentren-Problem NP-schwer.Angenommen nun, wir h�atten einen Approximationsalgorithmus A f�ur das Zentren-Problem mit G�uteratio r < 2 zur Hand, d.h. zu einer Eingabe hG; c; ki konstruiert Aein k-Zentrum Z f�ur hG; ci mit Rad(Z) < 2R�, wobei R� den Radius eines optimalen k-Zentrums f�ur hG; ci bezeichnet. F�ur die Eingabe hG; 1; ki konstruiert A also ein k-ZentrumZ mit Radius Rad(Z) � 1 genau dann, wenn G eine dominierende Menge der Kardina-lit�at k besitzt. Also w�urde A das NP-vollst�andige Dominating Set Problem l�osen, undes folgte P = NP. 2Wir betrachten nun einen Approximationsalgorithmus f�ur das Zentrumsproblem mitG�uteratio 2. Er funktioniert selbst f�ur das knotengewichtete Zentrumsproblem. Beim kno-tengewichteten Zentrumsproblem ist f�ur den kantengewichteten Graphen hG; ci zudem eineKnotengewichtung w : V ! Q+ gegeben. Der Abstand eines Knotens v 2 V zu einemZentrum Z ist nach wie vor gegeben durch dist(v; Z) := minz2Z dist(v; z), doch gehendiese Abst�ande nun gewichtet in den Radius eines Zentrums ein:Rad(Z) := maxv2V w(v) � dist(v; Z):Gesucht ist wieder ein k-Zentrum mit minimalem Radius. Der folgende Algorithmus be-rechnet zu einer Eingabe (G; c; w;R) ein Zentrum Z f�ur hG; c; wimit Radius Rad(Z) � 2R.(Z darf allerdings beliebig viele Knoten enthalten.)FUNCTION Greedy Zentrum (G; c; w;R) : 2V ;BEGINZ := ;; U := V ;WHILE U 6= ; DO BEGINz := argmax fw(u) : u 2 Ug;Z := Z + z;U := U n fu 2 U : w(u) � dist(u; z) � 2Rg;END;Greedy Zentrum:= Z;END;



10.5. DAS ZENTRUMSPROBLEM 291F�ur R = 0 enth�alt das konstruierte Zentrum o�enbar n Knoten, f�ur R = maxv2V w(v) �Pe2E c(e), eine obere Schranke f�ur den Radius eines jeden Zentrums, nur einen einzigenKnoten. Wie man leicht sieht, ist die Funktionf(R) := jGreedy Zentrum (G; c; w;R)jallerdings nicht notwendig schwach monoton fallend in R. Es gilt jedoch:Lemma 10.5.2 Sei G ein Graph, Z� � V ein k-Zentrum mit minimalem Radius f�ur Gund R� = Rad(Z�). Dann gilt f(R) � k f�ur alle R � R�.Beweis. Sei Z� = fz�1; : : : ; z�kg. F�ur i = 1; : : : ; k de�niere das Einzugsgebiet Vi := fv 2V : w(v) � dist(v; z�i ) � R�g des Zentrums z�i . Nach De�nition des Radius eines Zentrums�uberdecken diese Einzugsgebiete die gesamte Knotenmenge, d.h. es gilt V � Ski=1 Vi.Betrachte die Wahl des Knotens z 2 U in der WHILE-Schleife. Sei Vi ein Einzugsgebiet,das z enth�alt (es existiert mindestens eines). F�ur alle Knoten v 2 Vi\U gilt nach De�nitioneines Einzugsgebiets also w(v) � dist(v; z�i ) � R� und somit nach Wahl von zw(v)dist(v; z) � w(v) [dist(v; z�i ) + dist(z�i ; z)]� w(v) � dist(v; z�i ) + w(z) � dist(z; z�i )� 2R� � 2R:Also enth�alt U am Ende eines Schleifendurchlaufs aus keinem Einzugsgebiet Vi, das dasin diesem Durchlauf gew�ahlte Zentrum z enth�alt, noch Knoten, und Greedy Zentrum(G; c; w;R) terminiert nach h�ochstens k = jZ�j Schleifendurchl�aufen mit U = ; und einemZentrum Z aus jZj � k Knoten (und Radius h�ochstens 2R). 2Die entscheidende Beobachtung ist nun, da� f�ur den Radius einer optimalen L�osungdes knotengewichteten Zentrum-Problems nuranz := jfw(u) � dist(u; v) : fu; vg 2  V2!gj � n(n � 1)viele Werte in Frage kommen; es seien dies die Werte R1 < R2 < � � � < Ranz .Satz 10.5.3 (Plesn�ik 1987) Der folgende Algorithmus ist ein 2-Approximationsalgo-rithmus f�ur das knotengewichtete Zentrumsproblem mit Laufzeit O(n4):FUNCTION Approx Zentrum (G; c; w; k) : 2V ;BEGINberechne die Distanzmatrix (dist(u; v))u;v2V f�ur hG; ci;sortiere die Werte fw(u) � dist(u; v) : fu; vg 2 �V2�g zu R1 < � � �< Ranz;i := 0;REPEATi := i+ 1;Z := Greedy Zentrum (G; c; w;Ri);UNTIL jZj � k;Approx Zentrum:= Z;END;



292 KAPITEL 10. APPROXIMATIONSALGORITHMENBeweis. Aus obigem Lemma folgt zun�achst, da� die REPEAT-Schleife terminiert. Sei i0gleich der Anzahl der Durchl�aufe durch die REPEAT-Schleife, d.h. derjenige Durchlauf, beidem ein Zentrum Z mit jZj � k gefunden wird, das sodann ausgegeben wird. Aus obigemLemma folgt R� � Ri0 . Das von Greedy Zentrum konstruierte Zentrum Z erf�ullt nachKonstruktion aber Rad(Z) � 2Ri0 , ist also eine 2-Approximation an Z�.Zur Laufzeit: Wenn man die Distanzmatrix mit Hilfe des Algorithmus von Dijkstra,angewandt auf jeden Knoten v 2 V , berechnet, hat dieser Schritt O(n3) Operationen. EinSortieralgorithmus mit Laufzeit O(N logN) f�ur N Gegenst�ande berechnet die AnordnungR1 < R2 < � � � < Ranz in Zeit O(n2 logn). Da nun die Distanzen vorausberechnet wur-den, kann Greedy Zentrum o�ensichtlich mit Laufzeit O(n2) implementiert werden. BeiO(n2) Durchl�aufen durch die REPEAT-Schleife ergibt sich mithin eine Gesamtlaufzeit vonO(n4). 2�Ubung und Anmerkungen�Ubung 10.5.4 a) Man konstruiere eine Instanz des Zentrumsproblems, f�ur die das von Ap-prox Zentrum konstruierte Zentrum tats�achlich den doppelten Radius einer Optimall�osung hat.b) Man zeige, da� der Algorithmus Approx Zentrum mit Hilfe einer Art von bin�arer Suche mitO(logn) Aufrufen von Greedy Zentrum auskommt.Es gibt unter Verwendung des K�urzeste-Wege-Algorithmus von Johnson (siehe [CLR90]) mithineine O(n(m + n logn))-Implementierung von Approx Zentrum.Einen 2-Approximationsalgorithmus f�ur das Zentrumsproblem ohne Knotengewichte gabenschon Hochbaum und Shmoys [HS85]. Ein 3-Approximationsalgorithmus f�ur den knotengewich-teten Fall stammt von Dyer und Frieze [DF85]. Auch das Zentrumsproblem f�ur n Punk-te in der Ebene, die durch k m�oglichst kleine Quadrate zu �uberdecken sind, besitzt einen 2-Approximationsalgorithmus, der optimal ist [KLC90].10.6 Randomisierung II: Max Cut und Max SatWir behandeln in diesem Abschnitt randomisierte Approximationsalgorithmen. Die Ran-domisierung ist jedoch von grunds�atzlich anderer Natur als bei dem randomisierten (RP-)Algorithmus aus Abschnitt 9.3. Die hier betrachteten Algorithmen liefern nicht in jedemLauf mit einer bestimmten Mindestwahrscheinlichkeit ein "gutes\ Ergebnis, sondern sieliefern Ergebnisse, die nur im Erwartungswert (d.h. gemittelt �uber alle M�unzw�urfe) "gut\sind.11.5.1 Zwei einfache derandomisierte AlgorithmenWir haben die probabilistische Methode benutzt, um die Existenz von Graphen hoher chro-matischer Zahl und hoher Taillenweite nachzuweisen (Abschnitt 5.3). In manchen F�allenl�a�t sich ein solcher Beweis de-randomisieren, d.h. in einen deterministischen Algorithmusumwandeln, der eine Struktur mit den gew�unschten Eigenschaften konstruiert. Wir wollendies an zwei einfachen Beispielen demonstrieren.Max Cut. Proposition 1.1.19 besagte, da� jeder Graph G einen bipartiten Subgraphenmit mindestensm=2 vielen Kanten enth�alt.Max Cut ist das Optimierungsproblem hierzu:Max Cut:



10.6. RANDOMISIERUNG II: MAX CUT UND MAX SAT 293INSTANZ: ein Graph G und ein k 2 IIN,FRAGE: gibt es eine Partition S _[V n S von V mit jhS; V n Sij � k?Neben seiner theoretischen Bedeutung hat das Optimierungsproblem Max Cut Anwen-dungen beim Schaltkreisentwurf und in der Statistischen Mechanik, siehe z.B. [BGJR88].W�ahrend es in den Spezialf�allen k = jEj (vgl. Abschnitt 1.3.1), G bipartit oder G pla-nar (vgl. �Ubung 10.6.12) (bzw. allgemeiner G nicht auf den K5 kontrahierbar [Bar83a])polynomiell l�osbar ist, gilt f�ur das allgemeine Problem:Satz 10.6.1 [GJS76] Max Cut ist NP-vollst�andig.Man beachte, da� wir das Problem, einen minimum Schnitt in einem Graphen zu �nden,in polynomieller Zeit l�osen konnten, siehe Korollar 2.4.7.Beweis von Satz 10.6.1 [PT95a]:Wir reduzieren von Independent Set. Zum besseren Verst�andnis zeigen wir zun�achstdie NP-Vollst�andigkeit des kantengewichtetenWeighted Max Cut Problems und zeigendann, wie man diese Reduktion im ungewichteten Fall simulieren kann. Sei also ein GraphG = (V;E) als Instanz von Independent Set gegeben. O.B.d.A. enthalte G keine iso-lierten Knoten, d.h. es gelte d(v)� 1 � 0 f�ur alle v 2 V . Sei H 0 = (V 0; F 0) der Graph, deraus G durch Hinzunahme eines neuen Knotens x ensteht, der vollst�andig zu G verbundenist, und de�niere Kantengewichte c : F 0 ! Q+0 durchc(u; v) := ( 1 falls fu; vg 2 E(G),dG(u)� 1 falls v = x.Ein maximum Schnitt hS + x; V n SiH 0, S � V , in (H 0; c) ist nun insbesondere lokalmaximal, d.h. er kann nicht vergr�o�ert werden, indem man einen Knoten s 2 S aus Sherausnimmt und der Partitionsklasse V 0 n (S + x) zuschl�agt. Es gilt also:dG(s)� dG[S](s) � dG[S](s) + (dG(s)� 1) f�ur alle s 2 S, dG[S](s) � 1=2 f�ur alle s 2 S;d.h. S ist stabil in G. Da andererseits f�ur jede beliebige stabile Menge S in Gc (hS + x; V n SiH 0) = Xv2S dG(v) + Xv2V nS(dG(v)� 1) = 2m� n + jSj;ist die Maximierung eines Schnittes in (H 0; c) �aquivalent mit der Maximierung der Kardi-nalit�at einer stabilen Menge in G.Wir simulieren diese Reduktion im ungewichteten Fall wie folgt. Den Graphen einer InstanzG = (V;E) von Independent Set erweitern wir wie folgt zu einem GraphenH = (V [X[Z; F ). Jeder Knoten v 2 V wird zu einer stabilen Menge Xv von dG(v)� 1 neuen Knotenverbunden, X = Sv2V Xv. Um sp�ater zu erzwingen, da� die Knoten von X in einemmaximum Schnitt stets in ein und derselben Partitionsklasse liegen, sind alle Knoten ausX zudem mit einer Menge Z von n = jV (G)j weiteren neuen Knoten verbunden. DieKantenmenge von H ist also formal wie folgt de�niert:F := E [ ffx; zg : x 2 X; z 2 Zg [ [v2V ffv; xg : x 2 Xvg:



294 KAPITEL 10. APPROXIMATIONSALGORITHMENZwei Knoten u und v eines (beliebigen) Graphen m�ogen �aquivalent hei�en, falls sie selbstnicht benachbart sind, aber dieselben Nachbarn haben. Eine einfache Beobachtung ist, da�dann ein solcher Graph einen maximum (ungewichteten) Schnitt besitzt, in dem alle Paare�aquivalenter Knoten zu derselben Partitionsklasse geh�oren. Im Graph H sind nun aber f�urjedes v 2 V alle Knoten in Xv �aquivalent, und ebenso sind alle Knoten in Z �aquivalent,liegen also o.B.d.A. in einem maximum Schnitt vonH jeweils ganz in einer Partitionsklasse.Da f�ur jedes v 2 V mit dG(v)�1 > 0 dar�uberhinaus jhXv; Zij � n > dG(v)�1 = jhXv; fvgijgilt, liegen alle nicht-leeren Xv in einem maximum Schnitt in derjenigen Partitionsklasse,die Z nicht enth�alt, d.h. insbesondere in ein und derselben. Also entsprechen sich maximumSchnitte in H und G0 bijektiv, und es gilt:Max Cut(H) = 2m� n+ jSj+ Xv2V (dG(v)� 1) � n = �(G) + (n+ 1)(2m� n): 2Betrachten wir nun zun�achst den folgenden probabilistischen Beweis von Proposition1.1.19. Sei V = fv1; : : : ; vng und zun�achst V1; V2 := ;. Wir setzenProb (vi 2 V1) = 1=2 = Prob (vi 2 V2):Unser Wahrscheinlichkeitsraum ist also die Menge der 2n vielen Partitionen von V inV1 _[V2 mit der uniformen Verteilung Prob(V1 _[V2) � 2�n. Eine Kante e = fu; vg 2 E istdann kreuzend (d.h. geh�ort zum Schnitt hV1; V2i: ein Endpunkt von e liegt in V1 und derandere in V2) mit Wahrscheinlichkeit 1=2, da zwei faire M�unzw�urfe mit Wahrscheinlichkeit1=2 �ubereinstimmen. Sei Xe die Indikatorzufallsvariable des Ereignisses "e ist kreuzend\(d.h. es ist Xe = 1, falls e kreuzt, und Xe = 0 sonst). Dann giltE(Xe) = Prob ("e ist kreuzend\) = 1=2;und die Zufallsvariable X := Pe2EXe gibt die Anzahl kreuzender Kanten an. Aufgrundder Linearit�at des Erwartungswertes wirdE(X) = Xe2EE(Xe) = m � 1=2: (10.4)Also gibt es insbesondere mindestens eine Partition (V1; V2) von V , die mindestens m=2viele kreuzende Kanten enth�alt und somit einen bipartiten Subgraphen von G de�niert,wie er gesucht war.Einen solchen bipartiten Subgraphen konstruieren wir nun, indem wir obigen proba-bilistischen Beweis "derandomisieren\. Sei V1; V2 := ;. Wir gehen die Knoten fv1; : : : ; vngvon G nun der Reihe nach durch und f�ugen im i-ten Schritt den Knoten vi der Menge Vji ,ji 2 f1; 2g, hinzu. Wir wissen, wenn wir die Knoten von G zuf�allig und gleichwahrschein-lich auf V1 und V2 verteilen, haben wir m=2 viele Kanten im Schnitt hV1; V2i zu erwarten.Den Knoten v1 k�onnen wir o�ensichtlich beliebig entweder V1 oder V2 zuteilen, es gilt also:E (X j v1 2 Vj1) = E(X) = m=2:Durch die Festlegung von j1 haben wir uns also nicht verschlechtert. Wir w�ahlen nun auchdie folgenden Indizes ji+1, i = 1; : : : ; n� 1, sukzessive so, da�E �X j v1 2 Vj1 ^ : : :^ vi 2 Vji ^ vi+1 2 Vji+1�� E (X j v1 2 Vj1 ^ : : :^ vi 2 Vji) : (10.5)



10.6. RANDOMISIERUNG II: MAX CUT UND MAX SAT 295Dann ist nach insgesamt n Schritten eine Partition (V1; V2) de�niert mitjhV1; V2ij = E (X j v1 2 Vj1 ^ : : :^ vn 2 Vjn) � E(X) = m=2:Wieso k�onnen wir (10.5) immer erf�ullen? Nach dem Satz �uber die vollst�andige Wahrschein-lichkeit (�) berechnen wirE (X j v1 2 Vj1 ^ : : :^ vi 2 Vji)= Xe2E E (Xej v1 2 Vj1 ^ : : : ^ vi 2 Vji)= Xe2E Prob ("e kreuzt\j v1 2 Vj1 ^ : : :^ vi 2 Vji)(�)= Xe2E Prob (vi+1 2 V1) � Prob ("e kreuzt\j v1 2 Vj1 ^ : : :^ vi 2 Vji ^ vi+1 2 V1)+ Prob (vi+1 2 V2) � Prob ("e kreuzt\j v1 2 Vj1 ^ : : :^ vi 2 Vji ^ vi+1 2 V2)(10.6)= 12 "Xe2EE (Xej v1 2 Vj1 ^ : : :^ vi+1 2 V1) +Xe2EE (Xej v1 2 Vj1 ^ : : :^ vi+1 2 V2)#= 12 [E (X j v1 2 Vj1 ^ : : :^ vi+1 2 V1) +E (X j v1 2 Vj1 ^ : : :^ vi+1 2 V2)] (10.7)Daher ist mindestens einer der beiden bedingten Erwartungswerte mindestens so gro� wieder Erwartungswert E(X), und entsprechend f�ugen wir vi+1 der Menge V1 bzw. V2 hinzu.Unser Vorgehen l�a�t sich anhand eines Bin�arbaums mit Wurzel v1 veranschaulichen,bei dem auf dem i-ten Niveau jeweils entschieden wird, ob vi der Menge V1 oder V2zugeteilt wird. Die Bl�atter des Baumes repr�asentieren dann die Elemente des Wahrschein-lichkeitsraumes (in unserem Fall die Partitionen V1 _[V2). Eine L�osung haben wir dadurchkonstruiert, da� wir den Bin�arbaum von der Wurzel bis in ein Blatt so abgelaufen sind, da�sich die in den Bl�attern unterhalb der aktuellen Position zu erwartende Anzahl kreuzenderKanten nicht verkleinert hat. In einem Blatt angelangt, gibt es aber keine "freien Varia-blen\ mehr und der Erwartungswert ist der Funktionswert des zugeh�origen Elements desWahrscheinlichkeitsraumes, d.h. die Anzahl kreuzender Kanten in der zum Blatt geh�ori-gen Partition. Da sich der Erwartungswert nach Wahl des Weges von der Wurzel bis insBlatt nie verkleinerte, erf�ullt auch der Funktionswert im Blatt die Absch�atzung �uber denErwartungswert E(X) an der Wurzel.Essentiell f�ur die E�zienz dieses Konstruktionsalgorithmus ist nun, da� die einzelnen(bedingten) Erwartungswerte e�zient berechenbar sind. Tats�achlich ist es nicht einmaln�otig, die bedingten Erwartungswerte aus (10.7) explizit zu berechnen. Es gen�ugt, einenvon beiden zu bestimmen, der mindestens so gro� wie der andere ist. Wie man jedochin (10.6) abliest, unterscheiden sich die beiden bedingten Wahrscheinlichkeiten daf�ur, da�e kreuzt, nur, wenn ein Endknoten von e der Knoten vi+1 ist und der andere einer derKnoten v1; : : : ; vi. Also gen�ugt es sogar, in jedem Schritt den Index ji+1 so zu w�ahlen,da� der neu zuzuordnende Knoten vi+1 h�ochstens so viele Nachbarn in Vji+1 wie in deranderen Menge hat (da� dieser simple lineare Greedy-Algorithmus G�uteratio 2 hat, kannman allerdings auch direkt einsehen). Da ein Schnitt in einem Graphen h�ochstens alleKanten des Graphen enthalten kann, ist dieser Greedy-Algorithmus automatisch ein 2-approximativer Algorithmus f�urMax Cut. Zudem l�a�t er sich in naheliegender Weise aufdas Problem Weighted Max Cut verallgemeinern, bei dem die Kanten des Graphen



296 KAPITEL 10. APPROXIMATIONSALGORITHMENdurch eine Funktion w : E ! Q+ gewichtet sind und ein Schnitt gesucht ist, f�ur den dieSumme seiner Kantengewichte maximal ist (�Ubung).Satz 10.6.2 (Sahni, Gonzalez 1976) Der obige Greedy-Algorithmus ist ein linearerApproximationsalgorithmus f�ur Weighted Max Cut mit G�uteratio h�ochstens 2. 2Wie der vollst�andige Graph Kn, n gerade, mit maximum Schnitt n24 � m=2 zeigt, l�a�tsich f�ur einen Approximationsalgorithmus f�ur Max Cut eine G�uteratio besser als 2 nurzeigen, wenn es gelingt, die Gr�o�e eines maximum Schnitts sch�arfer abzusch�atzen; diesgelingt durch Relaxierung des Problems, siehe unten.Max Sat. Das Problem Sat, zu entscheiden, ob eine gegebene Boolesche FormelF = Vmj=1 Cj in konjunktiver Normalform erf�ullbar ist, d.h. eine Belegung der BooleschenVariablen x1; : : : ; xn besitzt, die alle Klauseln Cj erf�ullt, war unser erstes NP-vollst�andi-ges Problem. Betrachten wir nun das Optimierungsproblem Max Sat, eine Belegung derVariablen zu �nden, die immerhin die meisten der Klauseln erf�ullt. Dieses Problem isto�ensichtlich NP-schwer. Es ist von Bedeutung bei Experten- und wissensbasierten Sy-stemen. Wir wollen wieder durch Derandomisierung einen Approximationsalgorithmus f�urMax Sat gewinnen.Zun�achst: wieviele wahre Klauseln sind zu erwarten, wenn man die Variablen un-abh�angig von einander mit Wahrscheinlichkeit 1/2 auf wahr bzw. falsch setzt? UnserWahrscheinlichkeitsraum ist also die Menge aller 2n verschiedenen Wahrheitswertebele-gungen w 2 f0; 1gn der Booleschen Variablen x1; : : : ; xn mit der uniformen VerteilungProb(w) � 2�n.Bezeichne `j die Anzahl Literale in der Klausel Cj , j = 1; : : : ; m, und Zj die Indi-katorzufallsvariable f�ur das Ereignis, da� die Klausel Cj von der zuf�alligen Belegung werf�ullt wird. Es ist also Prob(Zj = 0) = �12�`j . F�ur die Zufallsvariable Z := Pmj=1 Zj ,die die von w erf�ullten Klauseln z�ahlt, gilt daher unter Ausnutzung der Linearit�at desErwartungswertes E(Z) = Pmj=1E(Zj) = Pmj=1 Prob (Zj = 1)= Pmj=1 1� 2�`j � m(1� 2�`min);wobei `min := minjf`jg. Eine zuf�allig und unabh�angig gew�ahlte Belegung der BooleschenVariablen mit Wahrheitswerten erf�ullt also im Erwartungswert mindestens (1� 2�`min)mKlauseln. Also gibt es insbesondere mindestens eine Wertebelegung der Variable, die min-destens (1� 2�`min)m Klauseln erf�ullt.Eine solche Wertebelegung w : fx1; : : : ; xng ! f0; 1g, wi := w(xi), wollen wir durchDerandomisierung deterministisch konstruieren. Wenn w1; : : : ; wi bereits de�niert sind, sogilt mit den Bezeichnungenei := E(Zj x1 = w1 ^ : : :^ xi = wi)ei0 := E(Zj x1 = w1 ^ : : :^ xi = wi ^ xi+1 = 0)ei1 := E(Zj x1 = w1 ^ : : :^ xi = wi ^ xi+1 = 1)(e0 := E(Z)) wieder wie oben: ei = ei0+ei12 . Wir w�ahlen also im (i+ 1)-ten Schritt jeweilseinen Wahrheitswert wi+1 f�ur xi+1, der die (bedingte) Wahrscheinlichkeit nicht verkleinert:ei+1 = eiwi+1 � ei, und �nden nach n Schritten eine Belegung w mitE(Zj x1 = w1 ^ : : :^ xn = wn) � E(Z) � m(1� 2�`min)



10.6. RANDOMISIERUNG II: MAX CUT UND MAX SAT 297vielen erf�ullten Klauseln.Man beachte, da� die bedingten Erwartungswerte ei0 und ei1 nicht explizit berechnetwerden m�ussen. Wir setzen xi+1 auf 1 genau dann, wenn ei1 � ei � 0. Die Festsetzungvon wi+1 beeinu�t jedoch nur die Klauseln, die xi+1 oder xi+1 enthalten. Wird wi+1 =1 gesetzt, so wird jede Klausel Cj , die xi+1 enth�alt, wahr und vergr�o�ert ei um einenSummanden 1 � (1� 2�`j ) = 2�`j . F�ur jede Klausel Cj , die xi+1 enth�alt, verringert sichhingegen die Wahrscheinlichkeit, schlie�lich erf�ullt zu werden, von 1�2�`j auf 1�2�(`j�1){ also ebenfalls um 2�`j . Es gen�ugt also, diese beiden E�ekte gegeneinander abzuwiegen:ei1 � ei = XCj2C: Cj3xi 2�`j � XCj2C: Cj3xi 2�`j ;wobei C die Menge der bisher noch nicht erf�ullten Klauseln und `j die aktuelle L�ange derj-ten Klausel bedeutet (aus der gegebenenfalls bereits Literale mit dem Wahrheitswert0 entfernt wurden). Anschlie�end entfernen wir alle diejenigen Klauseln, die durch dieSetzung von wi+1 erf�ullt wurden, aus C und dekrementieren die L�ange `j all derjenigenKlauseln Cj, die den Literal enthalten, der durch die Setzung von wi+1 den Wahrheitswert0 erhalten hat.Satz 10.6.3 (Johnson 1974) Der folgende Algorithmus ist ein O(nm)-Approximations-algorithmus f�ur Max Sat mit G�uteratio � 11�2�`min � 2.PROCEDURE Greedy Sat;BEGINC := fC1; : : : ; Cmg;FOR i = 0 TO n� 1 DO BEGINIF PCj2C: Cj3xi 2�`j � PCj2C: Cj3xi 2�`j � 0THEN BEGINwi+1 := 1;C := C n fCj 2 C : Cj 3 xi+1g;FOR Cj 2 C : Cj 3 xi+1 DO `j := `j � 1;ENDELSE BEGINwi+1 := 0;C := C n fCj 2 C : Cj 3 xi+1g;FOR Cj 2 C : Cj 3 xi+1 DO `j := `j � 1;END;END; fforgEND;Beweis. Die G�uteratio sahen wir schon weiter oben. Zur Laufzeit: Die Menge C wirddurch einen Inzidenzvektor realisiert. Die Wahrscheinlichkeiten qj := Prob (Zj = 0) =2�`j werden eingangs berechnet und dann jeweils ggf. modi�ziert. Die Komplexit�at desAlgorithmus ist damit o�enbar O(nm), wenn Anfragen der Form "Cj 3 xi?\ in konstanterZeit durchf�uhrbar sind. Hierzu stellt man eingangs die n�mMatrix (cij) �uber f�1; 0;+1gbereit, deren Eintrag cij angibt, ob die Klausel Cj die Boolesche Variable xi in positiveroder negierter Form oder gar nicht enth�alt. 211.5.2 Relaxierung und randomisiertes Runden



298 KAPITEL 10. APPROXIMATIONSALGORITHMENMax Sat. Der randomisierte Algorithmus f�ur Max Sat aus dem letzten Abschnitterf�ullte im Erwartungswert E(Z) = (1� 2�`min)viele Klauseln einer Booleschen Formel F in CNF, wobei `min := minjf`jg die mini-male L�ange (d.h. Anzahl Literale) einer Klausel Cj von F angibt. Er liefert also um sobessere Approximationen, je l�anger die k�urzeste Klausel einer Formel ist. Wir werdennun einen (randomisierten) Approximationsalgorithmus kennenlernen, der um so besse-re Approximationen liefert, je k�urzer die Klauseln sind. Indem man dann die von denbeiden Algorithmen produzierten L�osungen miteinander vergleicht, erh�alt man einen 4=3-Approximationsalgorithmus f�ur Max Sat (f�ur alle Instanzen).Die Idee ist, das Max Sat-Problem als ein lineares Programm zu formulieren und aufMethoden zur polynomiellen L�osung von linearen Programmen zur�uckzugreifen, wie sieseit einigen Jahren bekannt sind.1Sei C+j (bzw. C�j ) die Menge der Indizes von Booleschen Variablen, die in Cj posi-tiv (bzw. negiert) auftreten; o.B.d.A. sei C+j \ C�j = ;. Betrachte das folgende lineareProgramm (IP) zu einer Instanz von Max Sat:max Pmj=1 zjs:t: Pi2C+j wi + Pi2C�j (1� wi) � zj 8j 2 f1; : : : ; mg (10.8)wi 2 f0; 1g 8i 2 f1; : : : ; ng (10.9)zj 2 f0; 1g 8j 2 f1; : : : ; mg (10.10)Die Zielfunktion Pmj=1 zj z�ahlt die Anzahl der erf�ullten Klauseln Cj , wobei die Bedingung(10.8) daf�ur sorgt, da� zj nur einen Beitrag von 1 zur Zielfunktion liefert, wenn die Bele-gung w : fx1; : : : ; xng ! f0; 1g der Booleschen Variablen die Klausel Cj erf�ullt. Aufgrundder Ganzzahligkeitsbedingungen (10.9,10.10) ist dieses lineare Programm ein sogenanntesganzzahliges lineares Programm. W�ahrend das Problem Integer Linear ProgrammingNP-schwer ist, gibt es f�ur Linear Programming polynomielle Algorithmen, vgl. [GLS88,Abschnitt 6.6]. Wir relaxieren daher obige Ganzzahligkeitsbedingungen zu0 � wi � 1 8i 2 f1; : : : ; ng0 � zj � 1 8j 2 f1; : : : ; mg:Sei ŵ; ẑ eine Optimall�osung des so de�nierten linearen Programms (LP) und w�; z� eineOptimall�osung des ganzzahligen linearen Programms (IP). Dann gilt o�ensichtlichOPT = mXj=1 z�j � mXj=1 ẑj ;d.h. wir haben eine polynomiell berechenbare obere Schranke f�ur den Optimalwert OPTunseresMax Sat-Problems gefunden (die i.a. kleiner ist als m, die Anzahl aller Klauseln).1Ein lineares Programm ist eine Menge von Variablen fx1; : : : ; xng zusammen mit einer Menge vonlinearen Ungleichungen der Form Pni=1 aijxi � bj , j = 1; : : : ;m, und einer Zielfunktion Pni=1 cixi, die eszu maximieren oder zu minimieren gilt (es sind aij ; bj; ci 2 Q). Geometrisch formuliert sucht man, falls sieexistiert, eine Ecke des durch die Ungleichungen de�nierten Polyeders im IRn, die am weitesten in Richtungc = (c1; : : : ; cn) liegt.



10.6. RANDOMISIERUNG II: MAX CUT UND MAX SAT 299Wir werden aus der L�osung ŵ; ẑ des relaxierten Problems jedoch noch ein weiteresMal Nutzen ziehen und mit ihrer Hilfe eine Wertebelegung x̂ der Booleschen Variablenx konstruieren. Die Idee ist hier, die rationalen Zahlen ŵi der LP-L�osung auf 0 oder 1zu runden, wobei die Werte ŵi als Wahrscheinlichkeiten dienen. D.h. wir setzen x̂i mitWahrscheinlichkeit ŵi auf 1 (wahr) und mit Wahrscheinlichkeit 1� ŵi auf 0 (falsch).Um die erwartete Anzahl der von x̂ erf�ullten Klauseln abzusch�atzen, ben�otigen wir dasfolgende Lemma.Lemma 10.6.4 Sei �k := 1 � (1� 1=k)k. Eine Klausel Cj mit k Literalen wird von derrandomisiert gerundeten Wertebelegung x̂ mit Wahrscheinlichkeit mindestens �kẑj erf�ullt.Beweis. O.B.d.A. k�onnen wir annehmen, da� Cj keine negierten Variablen als Literaleenth�alt und da� Cj die Form x1 _ : : :_ xk hat. Nach Bedingung (10.8) des LPs giltŵ1 + � � �+ ŵk � ẑj : (10.11)Klausel Cj wird von x̂ nur dann nicht erf�ullt, wenn alle Variablen x1; : : : ; xk auf 0 gerundetwurden. Da die Variablen unabh�angig voneinander gerundet werden, ist die Wahrschein-lichkeit hierf�ur Qki=1(1� ŵi). Es bleibt, zu zeigen, da�1� kYi=1(1� ŵi) � �kẑj : (10.12)Aufgrund der Beziehung kpa1 � � � � � ak � (a1 + � � �+ ak)=kzwischen geometrischem und arithmetischem Mittel von k nicht-negativen Zahlen gilt1� kYi=1(1� ŵi) � 1� Pki=1(1� ŵi)k !k = 1� 1� Pki=1 ŵi)k !k (10:11)� 1��1� zjk �k :Da die Funktion f(y) = 1 � (1 � y=k)k auf dem Intervall [0; 1] konkav ist, verl�auft sieoberhalb ihrer Sekante durch (0; 0) und (1; �k):f(y) � y1� 0(f(1)� f(0)) = �ky f�ur alle y 2 [0; 1],womit schlie�lich (10.12) folgt. 2Beachte, da� die Funktion f(n) = (1 + x=n)n f�ur x 2 IR streng monoton steigend ist,limn!1(1 + x=n)n = e(x) und daher die Funktion �k streng monoton fallend in k ist mitlimk!1 �k = 1� 1=e.Proposition 10.6.5 Sei F eine Instanz von Max Sat mit h�ochstens kmax Literalen proKlausel. Bezeichne OPT die maximale Anzahl erf�ullbarer Klauseln von F . Dann ist dieerwartete Anzahl erf�ullter Klauseln bei randomisiertem Runden der L�osung ŵ der LP-Relaxation auf f0; 1g mindestens �kmax � OPT , d.h. der so de�nierte Algorithmus ist einrandomisierter r-Approximationsalgorithmus f�ur Max Sat zu r � ��1kmax � ee�1 � 1:58.



300 KAPITEL 10. APPROXIMATIONSALGORITHMENBeweis. Sei Zj die Indikatorzufallsvariable f�ur das Ereignis, da� die Klausel Cj von dergerundeten Belegung x̂ erf�ullt wird. Wegen der Linearit�at des Erwartungswerts �nden wirf�ur die erwartete Anzahl erf�ullter KlauselnE(Pmj=1 Zj) = Pmj=1 E(Zj)= Pmj=1 Prob(x̂ erf�ullt Cj)� Pmj=1 �k(Cj)ẑj � �kmax �OPT: 2Satz 10.6.6 (Goemans, Williamson 1994a) Wenn man sowohl den trivialen randomi-sierten Algorithmus f�ur Max Sat (der alle Booleschen Variablen unabh�angig mit Wahr-scheinlichkeit 1/2 auf wahr bzw. falsch setzt) als auch den obigen mit randomisiertemRunden anwendet und die bessere der beiden Approximationen w�ahlt, so erh�alt man einenrandomisierten 4=3-Approximationsalgorithmus f�ur Max Sat.Beweis. Sei F eine Instanz von Max Sat und E1 (bzw. E2) der Erwartungswert f�ur dieAnzahl der erf�ullten Klauseln beim ersten, trivialen Algorithmus (bzw. beim zweiten mitrandomisiertem Runden). WegenmaxfE1; E2g � (E1 + E2)=2 (�)� 3=4 mXj=1 ẑj � 3=4 �OPTgen�ugt es, (�) zu zeigen. Bezeichne Sk die Menge der Klauseln von F mit genau k Literalen.Aus E1 = Xk XCj2Sk(1� 2�k) � Xk XCj2Sk �k ẑjmit �k := 1� 2�k und E2 � Xk XCj2Sk �kẑjfolgt E1 +E22 � Xk XCj2Sk �k + �k2 ẑj :Die ersten Werte von �k und �k sind in der folgenden Tabelle aufgelistet.k �k �k1 0.5 1.02 0.75 0.753 0.875 0.704F�ur k = 1; 2 gilt o�ensichtlich �k + �k � 3=2. Da �k als Funktion in k streng monotonsteigend ist, w�ahrend �k streng monoton fallend ist mit Grenzwert limk!1 �k = 1� 1=e,folgt f�ur k � 3: �k + �k � 0:875 + 1� 1=e � 1:51 > 3=2. 2Max Cut. Das Max Cut Problem l�a�t sich wie folgt als ein �aquivalentes ganzzahligesquadratisches Programm formulieren:max Pi<j aij(1� xixj)=2s:t: xi 2 f�1; 1g 8i 2 f1; : : : ; ng; (10.13)



10.6. RANDOMISIERUNG II: MAX CUT UND MAX SAT 301wobei A = (aij) die Adjazenzmatrix des betrachteten Graphen G bezeichnet. Die Zahlenx1; : : : ; xn 2 f�1; 1g codieren in naheliegender Weise einen Schnitt, und die Zielfunktionz�ahlt o�ensichtlich die Anzahl der geschnittenen Kanten. Die Bedingung (10.13) relaxierenwir nun wie folgt. Es bezeichne $n := fx 2 IRn : jjxjj2 = 1g die Einheitssph�are im IRn, d.h.die Menge der n-dimensionalen Vektoren mit Euklidischer Norm 1. Statt nun xi 2 $1 zuw�ahlen, lassen wir beliebige n-dimensionale Richtungsvektoren yi 2 $n zu und ersetzendas Produkt xixj in naheliegender Weise durch das Skalarprodukt der Vektoren yi und yj .max Pi<j aij(1� yi � yj)=2 (10.14)s:t: yi 2 $n 8i 2 f1; : : : ; ng:F�ur jede Kante fvi; vjg 2 E (d.h. es ist aij = 1) versuchen wir in dieser Formulierung also,das Skalarprodukt yi � yj = yTi yj = nXk=1 (yi)k(yj)k = cos�(yi; yj)zu minimieren, wobei �(yi; yj) den Winkel zwischen den beiden Vektoren yi und yj bezeich-net (gemessen in Radiant); das hei�t aber wiederum, da� zwei zu einer Kante geh�origeVektoren einen m�oglichst stumpfen Winkel bilden sollen. Der Optimalwert dieses Pro-gramms ist o�enbar h�ochstens gr�o�er als der Wert eines maximum Schnittes in G. Wiesich herausstellt, ist diese obere Schranke an den Optimalwert OPT = OPT (G) des MaxCut Problems erheblich besser als die triviale Schranke m = jE(G)j.Es stellen sich nun zwei Probleme. Erstens: wie kann man die Relaxierung (10.14)l�osen? Und zweitens: wie erh�alt man aus einer L�osung des relaxierten Problems eine L�osungdes urspr�unglichen Problems, d.h. einen Schnitt, zur�uck und wie gut ist dieser?Gehen wir zun�achst der Frage nach, wie man obiges Programm l�osen kann. Dazu einigeBegri�e aus der Linearen Algebra. Eine symmetrische Matrix S hei�t positiv semide�nit,falls xTSx � 0 f�ur alle x 2 IRn. Dies ist �aquivalent damit, da� S eine Darstellung S = Y TYbesitzt, wobei rg(Y ) = rg(S). Sei Y nun die n � n Matrix mit den Vektoren y1; : : : ; ynin den Spalten. Dann ist die sogenannte Gramsche Matrix S = (sij) = Y TY der Vek-toren y1; : : : ; yn positiv semide�nit, es gilt sij = yi � yj , und S hat lauter Einsen auf derHauptdiagonale. Wir k�onnen obiges Programm damit wie folgt umschreiben:max Pi<j aij(1� sij)=2 (10.15)s:t: S = (sij) positiv semide�nitsii = 1 8i 2 f1; : : : ; ng:Eine L�osung des Programms (10.14) liefert o�enbar unmittelbar auch eine L�osung von(10.15). Umgekehrt kann man mit Hilfe der (unvollst�andigen) Cholesky-Zerlegung (siehez.B. [GL89, Seite 90]) eine L�osung S des Programms (10.15) zerlegen in S = Y TY underh�alt somit eine L�osung von (10.14) mit demselben Zielfunktionswert. (10.15) hei�t einsemide�nites Programm. F�ur jedes vorgegebene � > 0 kann in Zeit polynomiell in derEingabe und log 1=� eine L�osung von (10.15)mit Wert mindestens Optimalwert von (10.15)weniger � berechnet werden [GLS88, NN94, Ali95] (siehe auch [VB95]).Kommen wir nun zum Rundungsteil. Wir "runden\ die gefundene, kontinuierlicheL�osung y1; : : : ; yn von (10.14) zu einer diskreten L�osung des Max Cut Problems, indem



302 KAPITEL 10. APPROXIMATIONSALGORITHMENwir gem�a� der n-dimensionalen Standardnormalverteilung zuf�allig einen Vektor h 2 IRnw�ahlen (vgl. hierzu [Knu81, Seite 130]); dieser Vektor ist Normalenvektor einer Hyper-ebene durch den Nullpunkt, die IRn in zwei H�alften teilt. Die entsprechende Einteilungder Vektoren y1; : : : ; yn in zwei Mengen de�niert einen Schnitt hSh; V n Shi von G gem�a�Sh := fvi 2 V : yi � h � 0g.Satz 10.6.7 (Goemans, Williamson 1994b) Obiger Algorithmus ist ein randomisierterApproximationsalgorithmus f�ur Max Cut mitOPT (G)Eh(jhSh; V n Shij) � 1:14f�ur alle Graphen G, wobei OPT (G) die Gr�o�e eines maximum Schnittes in G bezeichnet.Beweis. Seien yi und yj zwei zu einer Kante fvi; vjg 2 E geh�orige Vektoren. yi und yj de-�nieren eine Ebene, die wiederum einen Kreis aus $n ausschneidet. Die Vektoren h, so da�die durch h de�nierte Hyperebene yi und yj trennt, liegen in zwei Sektoren dieses Kreises,die sich jeweils um den Winkel �(yi; yj) �o�nen. Da die Projektion der n-dimensionalenStandardnormalverteilung auf die Hyperebene die 2-dimensionale Standardnormalvertei-lung ergibt, ist die Wahrscheinlichkeit, da� h die Knoten yi und yj trennt, 2�(yi;yj)2� . Wegender Linearit�at des Erwartungswerts folgtEh(jhSh; V n Shij) = Xi<j aij �(yi; yj)� : (10.16)De�niere r := max0�x�� �2 1� cos xx ;dann gilt also 1� cos x2 � rx� : (10.17)Bezeichne z�SDP den Wert einer Optimall�osung S� = (s�ij) des semide�niten Programms(10.15) und y�1 ; : : : ; y�n die aus S� berechenbare Optimall�osung des Programms (10.14).Dann gilt OPT (G) � z�SDP= Xi<j aij 1� s�ij2= Xi<j aij 1� y�i � y�j2= Xi<j aij 1� cos�(y�i ; y�j )2(10:17)� r �Xi<j aij �(y�i ; y�j )�(10:16)= r �Eh(jhSh; V n Shij)



10.6. RANDOMISIERUNG II: MAX CUT UND MAX SAT 303Wegen r < 1:14 ist nun ein aus einer ��Approximation an S� berechneter Schnitt hSh; V nShi f�ur � klein genug noch eine 1.14-Approximation an Max Cut. 2�Ubungen und AnmerkungenMax Cut ist selbst f�ur kubische Graphen NP-vollst�andig [Yan81a]. Die NP-Vollst�andigkeit desgewichteten Max Cut Problems zeigte schon Karp [Kar72].�Ubung 10.6.8 [PT95a] a) Max Cut ist NP-vollst�andig auf der Menge der 3-partiten Graphen.b) Sei 0 � r < 1 fest. Dann ist das Problem Max Cut, eingeschr�ankt auf die Menge allerGraphen G mit Taillenweite g(G) � nr, n = jV (G)j, NP-vollst�andig. [Hinweis: Reduktion vonMax Cut, vergleiche �Ubung 1.5.10]Satz 10.6.2 l�a�t sich wie folgt verbessern.�Ubung 10.6.9 a) Ein bipartiter Graph B = (V1; V2; E) auf n Knoten hei�t balanciert, fallsjV1j = �n+12 � und jV2j = �n�12 �. Jeder kantengewichtete Graph G = (V;E;w), w : E ! Q+, aufn = 2k [rsp. n = 2k+1] Knoten enth�alt einen balancierten, bipartiten Subgraphen B = (V1; V2; F ),F = hV1; V2iG, mit w(F ) � w(E)2 � (1 + 1n�1) [rsp. w(F ) � w(E)2 � (1 + 1n)] vielen Kanten [Erd67].[Hinweis: probabilistisches Argument { w�ahle einen passenden Wahrscheinlichkeitsraum, o.B.d.A.sei wieder V1 _[V2 = V . Der Fall n ungerade l�a�t sich durch Entfernen eines Knotens minimalenGrades auf den Fall n gerade reduzieren.]b) Man gebe einen linearen Algorithmus f�ur dieses Problem an [HL96b]. [Hinweis: konstruierezun�achst ein Matching M in G mit w(M ) � w(G)=(n� 1), vergleiche dazu �Ubung 4.1.1c]c) Man gebe einen linearen Algorithmus an, der in einem Graphen G = (V;E;w) einen bipar-titen Subgraphen B = (V1; V2; F ) mit w(F ) � w(E)2 � (1 + 1minf�(G)+1;dpmeg ) konstruiert [HL96b].[Hinweis: zun�achst knotenf�arbe G und kontrahiere die Farbklassen]W�ahrend sich in einem zusammenh�angenden Graphen noch ein bipartiter Subgraph mit m2 � (1 +n�12m ) [PT82, NT93] bzw. m=2 + pm=8 + 
( 4pm) [Alo96] vielen Kanten in polynomieller Zeitkonstruieren l�a�t, kann man zeigen, da� ein maximum bipartiter Subgraph in fast allen Graphendie Gr�o�e (1=2 + o(1)) �m hat [NT93]. Dar�uberhinaus gilt:�Ubung 10.6.10 [HV91, NT93] F�ur jedes 0 < � < 1=2 ist das Entscheidungsproblem, ob ein GraphG einen bipartiten Subgraphen mit mindestens (1=2+ �) �m vielen Kanten enth�alt, NP-vollst�andig.�Ubung 10.6.11 [JAMS91] Max Cut bleibt NP-vollst�andig, wenn man verlangt, da� eine derbeiden Partitionsklassen stabil sein soll.2Mahajan und Ramesh [MR95b] gelang es, den Approximationsalgorithmus f�urMax Cut vonGoemans und Williamson zu derandomisieren. Da� die semide�nite Relaxierung keine substan-ziell besseren Approximationsalgorithmen liefern kann, zeigten Delorme und Poljak [DP93a].Auf dichten Graphen (mit 
(n2) vielen Kanten) gibt es dagegen sogar ein polynomielles Appro-ximationsschema f�ur Max Cut [AKK95]. Zu oberen Schranken f�ur Max Cut �uber Eigenwerteder Adjazenzmatrix siehe [DP93a, DP93b]. Ein sehr sch�oner �Ubersichtsartikel zu Max Cut ist[PT95a].�Ubung 10.6.12 [OD72, Had75, AI77, Bar90a] Das Problem Max Cut ist f�ur planare Graphenin polynomieller Zeit l�osbar. [Hinweis: �Ubung 6.3.11 und Satz 4.3.8]2Dieses Problem trat als Teilproblem bei der F�arbungsheuristik Recursive Largest First auf.



304 KAPITEL 10. APPROXIMATIONSALGORITHMENDas Problem Minimum k-Cut: zu einem Graphen G und einer nat�urlichen Zahl k � 3eine Kantenmenge F minimalen Gewichts in G zu bestimmen, so da� G n F in (minde-stens) k Zusammenhangskomponenten zerf�allt, ist ebenfalls NP-vollst�andig [GH94]. Einen 2-Approximationsalgorithmus �ndet man in [SV95]. W�ahrend f�ur das Minimum k-Cut f�ur k festpolynomiell l�osbar wird [GH94], ist dieses Problem interessanterweise bei Spezi�zierung von kKnoten sogar f�ur festes k NP-schwer: das Problem Multiterminal Cut, zu einem GraphenG = (V;E) und einer k-elementigen Knotenmenge T � V , k � 3 fest, eine minimumKantenmengezu �nden ist, die die Knoten aus T paarweise voneinander trennt, ist NP-vollst�andig [DJPSY94].�Ubung 10.6.13 Die folgende Heuristik f�ur Multiterminal Cut hat G�uteratio h�ochstens 2k�1k[DJPSY94]: Man berechnet f�ur alle Knoten ti 2 T , 1 � i � k, einen minimum-Schnitt Ci � E,der ti von allen anderen Knoten aus T trennt, berechnet den gr�o�ten Schnitt Cimax unter diesenund gibt Si 6=imax Ci aus. Die angegebene G�uteratio ist bestm�oglich f�ur diese Heuristik.Den Begri� der k-F�arbbarkeit relaxierend, kann man sich fragen, wie man einen gegebenenGraphen G = (V;E) mit k Farben (Knoten-) f�arben kann, so da� die Endknoten m�oglichst vielerKanten verschiedene Farben tragen (das sogenannte Max k-Colorable Subgraph Problem).�Ubung 10.6.14 (Vit�anyi 1981) Sei k 2 IIN, k � 3 fest.a) Max k-Colorable Subgraph ist NP-vollst�andig.b) Man gebe einen randomisierten Algorithmus f�ur Max k-Colorable Subgraph an, der zueinem O(n +m)-Approximationsalgorithmus mit G�uteratio kk�1 derandomisiert werden kann.Den ersten 4=3-Approximationsalgorithmus f�ur Max Sat gab Yannakakis [Yan94]. In[BGLR93] wird gezeigt, da� die Approximation von Max 3-Sat mit Ratio � 113=112 NP-schwerist. Die Technik des randomisierten Rundens wurde von Raghavan und Thompson [RT87, Rag88]eingef�uhrt. Einen 4=3-Approximationsalgorithmus f�urMax Sat erh�alt man auch, wenn man nichtmit Wahrscheinlichkeit ŵi auf 1 rundet, sondern mit Wahrscheinlichkeit f(ŵi), wobei f eine reelleFunktion mit 1� 4�y � f(y) � 4y�1 f�ur alle y 2 [0; 1]ist (wie z.B. f(y) = 1=4 + y=2); man mu� also nur noch einen Algorithmus anwenden [GW94a].�Ubung 10.6.15 (Hochbaum 1982) Betrachte die folgende LP-Relaxation f�ur eine Instanz G =(V;E) von Node Cover: min Pv2V xvs:t: xu + xv � 1 8fu; vg 2 E;0 � xv � 1 8v 2 V:Sei x̂ eine Optimall�osung dieses LPs und LP (G) :=Pv2V x̂v.a) Die Menge CLP := fv 2 V : x̂v � 0:5g ist eine Knoten�uberdeckung von G der Kardinalit�ath�ochstens 2� (G).b) Man gebe eine Familie (Gk)k�3 von Graphen an, f�ur die OPT (Gk)=LP (Gk)% 2 f�ur k !1.(D.h. der Faktor 2 geht schon bei der Relaxation verloren.)c) Man gebe eine Familie (Gk)k�1 von Graphen an mit OPT (Gk)=LP (Gk)& 1,aber jCLP j = 2 �LP (Gk).d) Man verallgemeinere auf das knotengewichtete Knoten�uberdeckungsproblem, bei dem eine Kno-ten�uberdeckung C � V minimalen Gewichts Pc2C w(c) gesucht ist.In Korollar 12.3.3 wird ein einfacher, linearer 2-Approximationsalgorithmus f�ur das gewichteteKnoten�uberdeckungsproblem vorgestellt, der ohne Lineare Programmierung auskommt.



10.7. LOKALE VERBESSERUNG 30510.7 Lokale VerbesserungWir haben nun einige (primale oder Er�o�nungs-) Heuristiken kennengelernt, mittels derersich L�osungen verschiedener Optimierungsprobleme konstruieren lie�en. Meist waren sierecht einfach strukturiert. Der Greedy-Algorithmus f�urMax Cut beispielsweise erfordertgerade mal einen einzigen Durchgang durch die Knotenmenge des Graphen. Da wir auf derSuche nach einer m�oglichst guten L�osung des Optimierungsproblems sind, ist es nahelie-gend, zu versuchen, die erhaltene L�osung noch weiter zu verbessern. Die Idee von lokalenVerbesserungsheuristiken ist, die L�osung sukzessive durch kleine lokale Ver�anderungenweiter zu verbessern. Eine Verbesserungsheuristik zu einem kombinatorischen Optimie-rungsproblem � besteht demnach aus� einem Nachbarschaftsgraph N (I) auf der Menge der zul�assigen L�osungen Sol(I) f�urjede Instanz I 2 D� und� einem polynomiellen Algorithmus, der zur einer Eingabe hI; �i 2 D� � Sol(I) ent-scheidet, ob die L�osung � hinsichtlich der Zielfunktion c : Sol(I)! Q mindestens sogut ist wie die L�osungen �0 2 �N (�), oder aber eine L�osung �0 2 �N (�) zur�uckliefertmit Zielfunktionswert c(�0) besser als c(�).Anhand des Problems Max Cut l�a�t sich das gut illustrieren. Betrachte den GraphenG, der aus einem Dreieck v2; v3; v4 durch Anheften eines Blattes v1 an v3 hervorgeht.Wenn der Algorithmus die Knoten von G wie durch die Indizes angedeutet verarbeitet,konstruiert er ggf. die Partition V1 = fv1; v3; v4g und V2 = fv2g mit jhV1; V2ij = m=2.Der Knoten v3 2 V1 hat nun aber mehr Nachbarn in V1 als in V2. Es w�are also kl�uger,ihn aus der Menge V1 herauszunehmen und V2 zuzuordnen { wodurch sich der Schnittum (mindestens) eine Kante vergr�o�ern w�urde. In diesem Beispiel w�are der gewonneneSchnitt sogar optimal. Da sich die Anzahl der Kanten im Schnitt hV1; V2i bei jedem solchenSchritt vergr�o�ert, terminiert dieses sogenannte 1-Opt-Verbesserungsverfahren ausgehendvon einem beliebigen Schnitt in G nach h�ochstens m Schritten in einer sogenannten lokaloptimalen L�osung, die von diesem Verfahren nicht weiter verbessert werden kann. Wieallerdings der Graph Kr;r, r 2 IIN gerade, zeigt, dessen Bipartitionsklassen gleichm�a�ig aufV1 und V2 verteilt seien, mu� eine lokal optimale L�osung nicht notwendig global optimalsein. Nach Proposition 1.1.19 hat dieser O(m2)-Approximationsalgorithmus aber immerhinebenfalls G�uteratio 2. Beachte, da� die Greedy-Heuristik nach Sahni und Gonzalez u.U.genau diese Partition des Kr;r konstruiert, so da� sogar das Hintereinanderschalten derGreedy-Heuristik und des 1-Opt-Verbesserungsverfahrens f�ur Max Cut keine bessereG�uteratio erreicht.Proposition 10.7.1 Die G�uteratio der Greedy-Heuristik f�ur Max Cut ist, selbst aufbipartiten Graphen und selbst wenn man die 1-Opt-Verbesserungsheuristik aufsetzt, min-destens 2. 2In obigem Beispiel des Kr;r f�uhren jedoch sukzessive Austausche zweier Knoten aus ver-schiedenen Vi zum Ziel (die sogenannte Swap-Heuristik).Im Fall der kantengewichteten Version von Max Cut kann man zeigen, da� das 1-Opt-Verbesserungsverfahren i.a. erst nach exponentiell vielen Schritten terminiert [HL88].Das gleiche gilt f�ur die naheliegende Heuristik Flip beim Klausel-gewichteten Max Sat



306 KAPITEL 10. APPROXIMATIONSALGORITHMEN{ Problem, eine erhaltene L�osung sukzessive durch Flippen (Umsetzen) des Wahrheits-wertes einer Variable zu verbessern zu versuchen [Kre90]. In beiden F�allen kann manzudem zeigen, da� es NP-schwer ist, eine lokal optimale L�osung anzugeben, die eine dieserHeuristiken konstruieren w�urde [SY91, Kre90].Eines der wichtigsten kombinatorischen Optimierungsprobleme �uberhaupt ist Mini-mum Bisection (auch Graph Partitioning genannt). Hierbei m�ochte man einen Gra-phen in m�oglichst "unabh�angige\, gleich gro�e Teile zerlegen, wobei die Kanten des Gra-phen Abh�angigkeiten modellieren. Wichtige Anwendungen gibt es u.a. im VLSI-Design,siehe z.B. [Len90].Minimum Bisection:INSTANZ: ein Graph G der Ordnung n = 2`, ` 2 IIN, und ein k 2 IIN,FRAGE: gibt es eine Partition U _[V n U von V mit jU j = jV n U j und jhU; V n Uij � k?�Ubung 10.7.2 a)[GJS76] Die Probleme Minimum Bisection und Maximum Bisec-tion sind NP-vollst�andig.b) Die Swap-Verbesserungsheuristik f�ur Minimum Bisection, die in jedem Schritt zweiKnoten aus den beiden (gleich gro�en) Partitionsklassen gegeneinander austauscht, bissich keine Verbesserung mehr einstellt, liefert i.a. beliebig schlechte L�osungen: Man kon-struiere eine Folge von Graphen (Gk)k=6;8;:::, die jeweils eine Bisektion mit null Kantenund eine bez�uglich Swap lokal optimale Bisektion mit k Kanten besitzen. 2Mehr zum Graph Partitioning in [BCLS87, JPY88, JAMS89, JS93, FJ95, DLMS96].Johnson, Papadimitriou und Yannakakis [JPY88] studierten die Komplexit�at desProblems, lokal optimale L�osungen f�ur kombinatorische Optimierungsprobleme zu kon-struieren, indem sie die folgende Komplexit�atsklasse PLS de�nierten.De�nition 10.7.3 Ein kombinatorischen Optimierungsproblem � zusammen mit einerNachbarschaft N (I) auf der Menge der zul�assigen L�osungen Sol(I) f�ur jede Instanz I 2 D�geh�ort zur Klasse PLS (f�ur polynomial-time local search), wenn es einen primale Heuristik(die zu einer Instanz I 2 D� in polynomieller Zeit eine zul�assige L�osung � 2 Sol(I)produziert) und eine Verbesserungsheuristik zum Nachbarschaftsgraph N (I) gibt.Unter dem in diesem Zusammenhang nat�urlichen Reduzierbarkeitsbegri� konnten bemer-kenswert einfache lokale Suchprobleme als PLS-vollst�andig klassi�ziert werden.Satz 10.7.4(i) [SY91] Lokal optimale L�osungen von Max Cut hinsichtlich der 1-Opt-Nachbarschaftzu �nden, ist PLS-vollst�andig.(ii)[SY91] Lokal optimale L�osungen von Minimum Bisection hinsichtlich der Swap-Nachbarschaft zu �nden, ist PLS-vollst�andig.(iii)[Kre90] Lokal optimale L�osungen von Sat hinsichtlich der Flip-Nachbarschaft zu�nden, ist PLS-vollst�andig. 2Es verwundert nun nicht mehr, da� auch die beiden wohl erfolgreichsten lokalen Ver-besserungsheuristiken �uberhaupt: die sogenannte Lin-Kernighan-Heuristik [LK73] f�urdas Traveling Salesman Problem, siehe [Pap92], und die Kernighan-Lin-Heuristik[KL70] f�ur Minimum Bisection, siehe [JPY88], PLS-vollst�andig sind.



10.7. LOKALE VERBESSERUNG 307Die Klassi�kation eines Problems als PLS-vollst�andig bedeutet, da� eine lokale Ver-besserungsheuristik f�ur dieses Problem durch Wahl entsprechender Gewichte f�ur ihre In-stanzen jedes andere Problem in PLS simulieren kann. Dies mutet unwahrscheinlich an, istdoch Linear Programming 2 PLS. D.h. jeder polynomielle Algorithmus f�ur ein PLS-vollst�andiges Problem mu� "mindestens so intelligent\ sein wie die Ellipsoid-Methode, dieLin-Kernighan- oder die Kernighan-Lin-Heuristik. Andererseits gilt:Satz 10.7.5 (Johnson, Papadimitriou, Yannakakis 1988)Wenn ein lokales Suchproblem � 2 PLS NP-schwer ist, so ist NP = co-NP. 2W�ahrend man einerseits mit lokalen Verbesserungsalgorithmen wie beispielsweise derLin-Kernighan-Heuristik f�ur das Traveling Salesman Problem in der Praxis sehrgute Resultate erzielt, kennt man auf der anderen Seite keine rigorosen G�uteschrankenf�ur diese Heuristiken. Ein h�ubsches Ergebnis von Papadimitriou und Steiglitz [PS77]besagt allerdings, da� im Fall des Traveling Salesman Problems von keiner Verbesse-rungsheuristik exakte L�osungen zu erwarten sind. Hierzu beweisen wir zun�achst die folgen-de Versch�arfung von Hamiltonian Circuit: Beim Problem Restricted HamiltonianCircuit ist nach der Existenz eines Hamiltonkreises in einem Graphen G gefragt, wobeidem Graphen noch die Codierung eines Hamiltonpfades in G beiliegt. Wie die n�achsteProposition zeigt, hilft die Kenntnis eines Hamiltonpfades in G jedoch nicht bei der Suchenach einem Hamiltonkreis.Proposition 10.7.6 Restricted Hamiltonian Circuit ist NP-vollst�andig.Beweis. Wir transformieren eine Instanz G = (V;E) von Hamiltonian Circuit zu einerInstanz R(G) von Restricted Hamiltonian Circuit. Sei V = fv1; : : : ; vng. Der GraphR(G) enth�alt f�ur jeden Knoten vi 2 V eine Kopie des folgenden Graphen B:����Die Eckknoten in der i-ten Kopie Bi von B seien mit fNi; Si;Wi; Oig bezeichnet. DieGraphen Bi sind nun wie folgt untereinander verbunden. F�ur i = 1; : : : ; n�1 enth�alt R(G)die Kante fSi; Ni+1g, und f�ur alle fvi; vjg 2 E die Kanten fWi; Ojg und fWj ; Oig. Beachte,da� jeder Hamiltonpfad in R(G) die Knoten einer Kopie von B vollst�andig abl�auft, bevorer die n�achste betritt. Ferner kann er die Knoten einer Kopie von B nur in West-Ost-,Ost-West-, Nord-S�ud- oder S�ud-Nord-Richtung durchlaufen. O�enbar enth�alt R(G) einenHamiltonpfad (der in N1 beginnt und Sn endet). Ein Hamiltonkreis in G induzierteinen in R(G). Umgekehrt durchl�auft aber jeder Hamiltonkreis in R(G) entweder jedeKopie von B in Ost-West- oder jede Kopie in Nord-S�ud-Richtung. Da R(G) die KantefSn; N1g nicht enth�alt, durchl�auft also jeder Hamiltonkreis in R(G) jede Kopie von B inOst-West-Richtung und induziert somit einen Hamiltonkreis in G. 2Sei (Kn; c) eine Instanz des Traveling Salesman Problems mit Dreiecksungleichungund C � E(G) eine TSP-Tour in G. Das Problem, zu entscheiden, ob C eine optimaleTSP-Tour in (Kn; c) ist, nennen wir �TSP Optimality.



308 KAPITEL 10. APPROXIMATIONSALGORITHMENSatz 10.7.7 (Papadimitriou, Steiglitz 1977)�TSP Optimality ist co-NP-vollst�andig.Beweis. �TSP Optimality ist o�ensichtlich in co-NP, denn jede Tour C0 in (Kn; c),die (hinsichtlich der Gewichtsfunktion c) k�urzer ist als C, beweist, da� hKn; c; Ci eineNEIN-Instanz von �TSP Optimality ist. Ein solches Zerti�kat kann o�ensichtlich inpolynomieller Zeit �uberpr�uft werden. Um die co-NP-Vollst�andigkeit zu zeigen, reduzierenwir von Restricted Hamiltonian Circuit. Sei also hG;P i eine Instanz von Restric-ted Hamiltonian Circuit, d.h. insbesondere P ist ein Hamiltonpfad in G. De�niereeine Gewichtsfunktion c auf den Kanten des Kn, n = jV (G)j, wie folgt:c(e) := ( 1; falls e 2 E(G),2; falls e 62 E(G).O�ensichtlich gen�ugt c der Dreiecksungleichung, und der Hamiltonpfad P induziert einenHamiltonkreis C in (Kn; c) vom Gewicht h�ochstens n + 1. Falls c(C) = n, so stellt Co�enbar einen Hamiltonkreis in G dar, andernfalls besitzt G einen Hamiltonkreis genaudann, wenn hKn; c; Ci nicht optimal ist. 2Korollar 10.7.8 Falls P 6= NP, ist keine lokale Verbesserungsheuristik f�ur �TSP, diepolynomielle Laufzeit pro Iterationsschritt hat, exakt.Beweis. Insbesondere k�onnte eine solche Verbesserungsheuristik TSP Optimality ent-scheiden. 210.8 Ein PAS f�ur Planar Independent SetDas Problem Independent Set bleibt, wie in Abschnitt 8.3 gesehen, auch auf der Klas-se der planaren Graphen NP-vollst�andig. Es zeigt sich nun, da� Independent Set hierimmerhin approximierbar ist; f�ur allgemeine Graphen ist dagegen selbst das Approxima-tionsproblem f�ur Independent Set NP-schwer (vgl. Abschnitt 11.2).�Ubung 10.8.1 Auf (dreiecksfreien) planaren Graphen G hat Greedy Min IS G�uteratioh�ochstens 5 (3).Ein O(n logn) Algorithmus f�ur Independent Set mit G�uteratio 2 f�ur alle planarenGraphen �ndet sich in [CNS82]. Unter Benutzung der Separatoren-Technik wird in diesemAbschnitt sich nun zeigen, da� Planar Independent Set in polynomieller Zeit beliebiggut approximierbar ist.De�nition 10.8.2 Ein polynomielles Approximationsschema (kurz PAS) f�ur ein kombi-natorisches Optimierungsproblem � ist eine Menge von Algorithmen fA� : � > 0g, soda� A� ein (1 + �)-Approximationsalgorithmus f�ur � ist f�ur alle � > 0. Ein Approxima-tionsschema fA� : � > 0g hei�t vollpolynomial (kurz FPAS), falls seine Laufzeit zudempolynomiell in 1=� ist.Ein FPAS zeigt also im Gegensatz zu einem PAS einen verhaltenen Trade-O� zwischenApproximationsg�ute und Laufzeit. Ein FPAS ist hinsichtlich der Laufzeit bez�uglich � dasbeste, was man f�ur ein NP-schweres Optimierungsproblem in polynomieller Zeit erwartenkann:



10.8. EIN PAS F�UR PLANAR INDEPENDENT SET 309Proposition 10.8.3 Sei � ein NP-schweres kombinatorisches Optimierungsproblem mitOptimalwerten aus IIN. Dann gibt es kein Approximationsschema fA� : � > 0g f�ur �, soda� die Laufzeit von A� polynomiell in der Codierungsl�ange h�i � log 1=� von � ist.Beweis. Sei � o.B.d.A. ein Minimierungsproblem. Der Algorithmus A� mitOPT (I) � A�(I) � (1 + �) OPT (I)l�ost o�enbar das Entscheidungsproblem zu �, falls(1 + �) OPT (I) < (1 + 1OPT (I)) OPT (I) = OPT (I) + 1:Wenn man also zur Eingabe I zun�achst A2(I) berechnet und dann �0 := (A2(I) + 1)�1setzt, so wird wegen OPT (I) � A2(I)�0 = 1A2(I) + 1 < 1A2(I) � 1OPT (I) ;d.h. der dadurch de�nierte Algorithmus A�0 arbeitet exakt. Zudem ist o�enbar die Codie-rungsl�ange h�0i � log 1=�0 von �0 polynomiell in hIi, denn A2(I) ist die Ausgabe eines inI polynomiellen Algorithmus, und somit A�0 ein polynomieller Algorithmus. 2Leider k�onnen wir f�ur das Problem Planar Independent Set wie f�ur viele andere NP-schwere Optimierungsprobleme nicht einmal die Existenz eines FPAS erwarten.Proposition 10.8.4 (Garey, Johnson 1978) Sei � ein NP-schweres kombinatorischesOptimierungsproblem mit� OPT (I) 2 IIN f�ur alle I 2 D�;� es gibt ein Polynom q, so da� OPT (I) < q(hIi) f�ur alle I 2 D�.Dann gibt es kein FPAS f�ur �, au�er es ist P= NP.Beweis. Sei fA� : � > 0g ein FPAS f�ur �, und � o.B.d.A. ein Maximierungsproblem. DerAlgorithmus A�0 zu �0 := �0(I) := q(hIi)�1 ist dann polynomiell in hIi und 1=�0 = q(hIi),also ein polynomieller Algorithmus. Dar�uberhinaus gilt:OPT (I) � (1 + �0) A�0(I)) OPT (I)� A�0(I) � �0 �A�0(I) � �0 �OPT (I) < 1) OPT (I) = A�0(I): 2Das PAS f�ur Planar Independent Set, das wir im folgenden entwickeln, benutztSatz 8.2.5, um den gegebenen Graphen in kleine Teilgraphen zu separieren { dies istder "divide\-Teil {, auf denen das Problem exakt gel�ost wird { was den "conquer\-Teildarstellt. Die Approximationsl�osung besteht dann aus der Vereinigung der Teill�osungen.Satz 10.8.5 (Lipton, Tarjan 1980) F�ur jede Funktion k = k(n) � n gibt es einenAlgorithmus Ak, der zu jedem planaren Graphen G = (V;E) auf n Knoten mit maximumstabiler Knotenmenge S� in O(n2k+n log n) Schritten eine stabile Menge S bestimmt mitjS�jjSj � 1 + 40pk :



310 KAPITEL 10. APPROXIMATIONSALGORITHMENBeweis. F�ur ein gegebenes k sei ~k := maxf412; kg und Ak der folgende Algorithmus.1. Schritt: Wende den Algorithmus von Satz 8.2.5 mit � = ~k=n auf den Graphen G an.liefert dieser einen Separator C, so da� alle Komponenten von G[V nC] h�ochstens ~k Knotenenthalten.2. Schritt: Bestimme durch vollst�andige Enumeration in jeder Komponente von G[V nC]eine maximum stabile Menge. Sei S die Vereinigung dieser unabh�angigen Mengen.(Korrektheit) O�enbar ist S unabh�angig.(Approximationsg�ute) Da G als planarer Graph vierf�arbbar ist, gilt jS�j � n=4. NachSatz 8.2.5 und wegen �n � ~k � 412 hat C also die Gr�o�ejCj � �2 + 6412�p6 np~k � 4�2 + 6412�p6 jS�jp~k :Mit der Setzung d := 4 �2 + 6412�p6 folgt, da S maximum stabil in G[V nC] ist,jS�j � jSj+ jCj � jSj+ d jS�jp~kwomit jS�jjSj � 11� dp~k :Nach Wahl von ~k � 412 gilt nun aber wie gew�unscht11� dp~k � 1 + 40pk :(Laufzeit) Der erste Schritt ben�otigt nach Satz 8.2.5 O(n log n~k ) = O(n logn) Schritte. Ineiner Komponente der Gr�o�e ni (bzw. � 412) k�onnen wir nach Proposition 1.5.2 beispiels-weise in O(1:39ni) Schritten (bzw. in konstanter Zeit) eine maximum unabh�angige Mengebestimmen. Daher ist die gesamte Rechenzeit f�ur den 2. Schritt beschr�ankt durchO �maxfP2ni j 0 � ni � ~k undPni � ng� = O(n2~k) = O(n2k): 2Korollar 10.8.6 Das Problem Planar Independent Set besitzt ein PAS.Beweis. Sei ein � > 0 (fest) gegeben und k(�) := 1600�2 . Falls nun der Eingabegraph Gweniger als k(�) viele Knoten hat, so bestimmen wir eine maximum stabile Menge in Gdurch Enumeration in konstanter Laufzeit. Ansonsten benutzen wir den Approximations-algorithmus Ak(�) mit G�uteratio 1 + 40pk(�) � 1 + �. 2Da die Laufzeit des Algorithmus Ak(�) jedoch, wie gesehen, exponentiell in k(�) ist, istdieses Resultat lediglich von theoretischer Bedeutung. Wenn man auf der anderen Seite inSatz 10.8.5 k(n) := log logn setzt, so erh�alt man zwar einen Approximationsalgorithmusmit Laufzeit O(n logn) und G�uteratio 1+ 40plog logn ; dieser Algorithmus hat allerdings erstf�ur Graphen mit mehr als 221600 Knoten G�utegarantie 2.�Ubung und Anmerkung



10.9. GRAPH COLORING UND INDEPENDENT SET 311�Ubung 10.8.7 [CNS82] In einem planaren Graphen kann in O(n logn) Schrittena) ein induzierter bipartiter Subgraph,b) ein induzierter Wald,c) ein induzierter kreisartig planarer Subgraphbestimmt werden, dessen Gr�o�e nur um einen Faktor von 1� O(1=plog logn) von der eines ma-ximum induzierten bipartiten (kreisfreien, kreisartig planaren) Subgraphen abweicht.Baker [Bak94] gibt ein e�zienteres Approximationsschema an, das in O(8kkn) Laufzeit eine Ap-proximationsg�ute von 1 + 1k erreicht. Dabei unterteilt sie einen gegebenen planaren Graphen insogenannte k-kreisartig planare Graphen und benutzt die Methode der dynamischen Programmie-rung. Diese Idee ist ebenso auf die Probleme Vertex Cover, Dominating Set und Partitioninto Triangles anwendbar.10.9 Graph Coloring und Independent SetDas erste Ziel dieses Abschnitts ist der Approximationsalgorithmus MIS Color vonJohnson f�ur Graph Coloring; dieser war der erste Approximationsalgorithmus f�urGraph Coloring mit sublinearer G�uteratio. Sodann werden wir sehen, wie sich durcheine gleichzeitige Approximation von Independent Set und Graph Coloring Approxi-mationsalgorithmen f�ur beide Probleme mit G�uteratio O( n(logn)2 ) ergeben. Dar�uberhinauszeigen wir einfache Nicht-Approximierbarkeitsresultate f�ur diese Probleme.Graph Coloring. Zum F�arben allgemeiner Graphen haben wir den Greedy-F�arbungs-algorithmus in diversen Variationen kennengelernt. Die Anzahl A(G) von Farben, die ervergibt, konnten wir a priori durch �(G)+1 absch�atzen. 2-f�arbbare Graphen konnten wirdurch Breitensuche in linearer Zeit erkennen und f�arben, o.B.d.A. haben also die betrachte-ten Graphen chromatische Zahl �(G) � 3. Wir erhalten somit einen F�arbungsalgorithmusmit G�uteratio A(G)�(G) � �(G) + 13 :�Andert man die bipartiten Graphenfamilien fKk;k�Mkgk2IIN (Mk sei jeweils ein perfektesMatching in Kk;k) leicht ab, so sieht man, da� diese Schranke auch bestm�oglich ist. DieApproximationsg�ute des Greedy-F�arbungsalgorithmus ist also �(�(G)) und dasselbe giltf�ur verschiedene Varianten, siehe [Joh74b, Mit76].Durch Enumeration erh�alt man:Proposition 10.9.1 F�ur jede Konstante 0 < c � 1 gibt es einen linearen Approxima-tionsalgorithmus A f�ur Graph Coloring mit G�uteratio RA(n) � max f1; c � ng.Beweis. O.B.d.A. enthalte G mehr als 2=c viele Knoten - sonst f�arbt beispielsweise derGreedy-Algorithmus angewandt auf alle Permutationen von V den Graphen in h�ochstens(2=c)!�(2=c)2 � = const vielen Schritten optimal, d.h. mit G�uteratio 1.Partitioniere V (G) in bcnc m�oglichst gleich gro�e Teile, d.h. Teile der Gr�o�e bn=bcnccoder dn=bcnce. Dann enth�alt jeder Teil M � V (wegen n > 2=c) h�ochstens ncn�1 + 1 �2c + 1 = const viele Knoten, und der jeweils induzierte Graph G[M ] kann daher wiederin konstanter Zeit optimal, und das hei�t mit h�ochstens �(G) vielen Farben, gef�arbt wer-den. Verwendet man dabei f�ur jeden Teil einen neuen Satz Farben, so berechnet dieser



312 KAPITEL 10. APPROXIMATIONSALGORITHMENAlgorithmus in insgesamt linearer Zeit eine zul�assige F�arbung von G mit G�uteratio# Farben�(G) � bcnc � �(G)�(G) � cn:Im Gegensatz zu Proposition 10.9.9 schlagen sich hier also die Kosten f�ur die Enumerationin der Proportionalit�atskonstante nieder. 2Es erhebt sich die Frage, ob es �uberhaupt Approximationsalgorithmen f�ur GraphColoring mit sublinearer G�uteratio gibt bzw. geben kann.Proposition 10.9.2 Unter der Voraussetzung P 6= NP gibt es keinen polynomiellen Ap-proximationsalgorithmus A f�ur Graph Coloring mit G�uteratio RA(n) < 4=3.Beweis. Angenommen, es g�abe einen Approximationsalgorithmus A f�ur Graph Colo-ring und also f�ur Chromatic Number, der f�ur jeden Graphen G eine zul�assige Kno-tenf�arbung mit A(G) Farben konstruiert, so da�A(G) < (1 + 1=3)�(G), A(G)� �(G) < �(G)=3:Dann ergibt sich daraus wie folgt ein polynomieller Algorithmus f�ur das Entscheidungs-problem 3-Colorability.Fall 1: Der Eingabegraph ist 3-f�arbbar.Aus �(G) � 3 folgt A(G)� �(G) < 1, d.h. A(G) = �(G) � 3.Fall 2: Der Eingabegraph ist nicht 3-f�arbbar.Aus �(G) > 3 folgt A(G) � �(G) � 4.Je nach dem, ob der Algorithmus A h�ochstens 3 oder mindestens 4 Farben verwen-det, ist der Eingabegraph also 3-f�arbbar oder nicht. Aus der NP-Vollst�andigkeit von 3-Colorability folgt mithin P = NP. 2Bis vor kurzem war die folgende Verbesserung dieses Ergebnisses der Stand der Dinge:Satz 10.9.3 (Garey, Johnson 1976) F�ur jeden F�arbungsalgorithmus A gilt R1A (n) � 2.2Ein Beweis �ndet sich auch in [GJ79]. In Abschnitt 11.3 werden wir dagegen den folgenden,viel st�arkeren Satz kennenlernen:Satz 10.9.4 (Lund, Yannakakis 1993) Unter der Voraussetzung P 6= NP gibt es ein� > 0, so da� kein Approximationsalgorithmus f�ur �(G) existiert mit G�uteratio � n�. 2Insbesondere m�ussen wir uns also mit Approximationsalgorithmen f�ur Graph Coloringzufrieden geben, deren G�uteratio gegen Unendlich strebt bei wachsender Eingabel�ange.Nach einer Reihe von Arbeiten verschiedener Autoren konnten Feige und Kilian sogardas folgende negative Resultat zeigen.Satz 10.9.5 (Feige, Kilian 1996) Falls nicht NP � ZPP, gibt es f�ur kein � > 0 einenApproximationsalgorithmus f�ur �(G) mit G�uteratio n1��.



10.9. GRAPH COLORING UND INDEPENDENT SET 313Es stellt sich die Frage, ob es �uberhaupt F�arbungsalgorithmen mit G�uteratio o(n) gibt.Betrachten wir zun�achst den Algorithmus Maximum IS Color, der sukzessive eine ma-ximum stabile Menge aus dem durch die ungef�arbten Knoten induzierten Subgraphenentfernt und mit einer neuen Farbe f�arbt.FUNCTION Maximum IS Color (G) : INTEGER;BEGINU := V ; fungef�arbte Knotengk := 0;WHILE U 6= ; DO BEGINk := k + 1;finde eine maximum stabile Knotenmenge S in G[U ];FOR u 2 S DO Farbe[u] := k;U := U � S;END;Maximum IS Color:= k;END;Da wir das Problem, eine �(G)-F�arbung zu �nden, als Set Covering Problem au�assenk�onnen, wenn wir wir die Menge der Hyperkanten F als die Menge der (i.a. exponentiellvielen) stabilen Knotenmengen in G de�nieren, ist der AlgorithmusMaximum IS Color,also nichts anderes als der Greedy-Algorithmus f�ur dieses spezielle Mengen�uberdeckungs-problem, vgl. Abschnitt 12.4. Nach Satz 12.4.2 hat er G�uteratio � 1 + ln n. Nur { leiderist schon der Schritt, eine maximum stabile Menge im Restgraphen zu �nden, NP-schwer,so da� dieser Algorithmus nicht weiterhilft. Wenn man jedoch auch dieses Teilproblemapproximiert und sich mit einer nur jeweils maximalen stabilen Menge zufrieden gibt, wiesie beispielsweise der Algorithmus Greedy Min IS f�ur Independent Set liefert, �ndetman f�ur den so de�nierten Approximationsalgorithmus MIS Color (vgl. Abschnitt 5.5):Satz 10.9.6 (Johnson 1974b) Der Algorithmus MIS Color ist ein O(nm)-Approximationsalgorithmus f�ur Graph Coloring mit G�uteratio O(n= logn).Beweis. Sei G = (V;E) ein Graph mit chromatischer Zahl �(G) = k. O.B.d.A. seilog n� 2 logk � 12 logn, �(G) � n1=4; (10.18)da ansonsten f�ur die G�uteratio von MIS Color sofort folgt:MIS Color(G)�(G) � nn1=4 = O(n= logn):In einer optimalen F�arbung von G hat mindestens eine Farbklasse Kardinalit�at � n=k,und somit gilt �(G) � n�n=k. Untersuchen wir, wie MIS Color die erste Farbklasse S1konstruiert. Zun�achst erh�alt ein Knoten x1 vom Grad �(G) die Farbe 1, und x1 sowie alleseine Nachbarn werden aus G entfernt. Es verbleiben mindestens n=k�1 Knoten, und derRestgraph ist nat�urlich ebenfalls k-f�arbbar. Sodann wird ein Knoten x2 minimalen Gradesin diesem Restgraphen bestimmt, mit 1 gef�arbt und x2 sowie seine Nachbarn aus demRestgraphen entfernt. Es verbleiben analog zu oben � (n=k � 1)=k � 1 = n=k2 � 1=k � 1



314 KAPITEL 10. APPROXIMATIONSALGORITHMENviele Knoten. Es werden mithin solange Knoten mit Farbe 1 gef�arbt, wienkt � 1kt�1 � � � � � 1k � 1 > 0:Insbesondere folgt, da� solange eine weiterer Knoten mit Farbe 1 gef�arbt werden kann,wie n � kt+1 gilt, denn es ist k � 2 undt�1Xi=0 1ki = 1� 1=kt1� 1=k < 2:Es folgt n < kjS1j+1 oder jS1j � blog n= log kc. MIS Color konstruiert auf diese WeiseFarbklassen S1; S2; : : : ; SMIS Color(G). Seien n1 = n = jV (G)j, ni, i � 2, die AnzahlKnoten in G � S1 � � � � � Si�1, und j, 1 � j � MIS Color(G) derjenige Index, so da�n1 > n2 > : : : > nj � pn und nj+1 < pn. Dann gilt f�ur i = 1; : : : ; j:jSij � blogni= logkc � �12 logn= log k� ;woraus n � jXi=1 jSij � j � �12 logn= log k� > j � ( log n2 logk � 1)folgt, so da� j � 2n log klogn� 2 logk (10:18)� 4n logklog n :MIS Color verwendet o�enbar weniger als j+pn Farben; F�ur seine G�uteratio gilt also:MIS Color(G)�(G) � jk + pnk = O(n= logn): 2Johnson gibt auch eine Graphenfamilie an, f�ur die die G�uteratio von MIS Colortats�achlich 
(n= logn) betr�agt.Independent Set. In Abschnitt 1.5 haben wir den Greedy-Algorithmus f�ur Indepen-dent Set untersucht und festgestellt, da� die G�uteratio von Greedy Min IS 
(n) be-tr�agt. Obwohl Independent Set auf Graphen von beschr�anktem Grad noch immer NP-vollst�andig ist (vgl. Satz 1.4.13), hat Greedy Min IS hier jedoch beschr�ankte G�uteratio:Da (mit den Bezeichnungen aus dem Beweis zu Proposition 1.5.6) die Mengen ui+�Hi(ui),ui 2 SGreedy , eine Partition von V bilden und jede der Knotenmengen ui + �Hi(ui),ui 2 SGreedy , nur jeweils h�ochstens d(ui) � �(G) viele, paarweise unabh�angige Knotenenthalten kann, gilt f�ur eine maximum stabile Knotenmenge S von G�(G) = jSj = Xui2SGreedy jS \ (ui + �Hi(ui))j � jSGreedy j � �(G):Die G�uteratio vonGreedy Min ist also h�ochstens �(G). (Tats�achlich ist dieses Argumentf�ur jeden Algorithmus g�ultig, der eine maximale stabile Knotenmenge konstruiert.) Wieschon die Graphenfamilie aus Abschnitt 1.5 zeigt, ist die G�uteratio auch 
(�(G)).Mit Algorithmen, die gleichzeitig eine sch�arfere obere Schranke an �(G) als �(G) � nliefern, l�a�t sich die G�uteratio bez�uglich �(G) verbessern.



10.9. GRAPH COLORING UND INDEPENDENT SET 315Proposition 10.9.7 (Halld�orsson, Lau 1996a) Es gibt einen O(�(G)m)-Approxima-tionsalgorithmus A f�ur Independent Set mit G�uteratioRA(G) � ��(G)3 + 1� :Beweis. Sei G = (V;E) ein Graph. Auf Graphen vom Maximalgrad 2 kann IndependentSet in linearer Zeit optimal gel�ost werden, vergleiche �Ubung 1.4.14. Die Idee des Approxi-mationsalgorithmus ist daher, die Knotenmenge V in k := j�(G)3 + 1k Mengen V1; : : : ; Vkzu partitionieren, so da� f�ur die induzierten Subgraphen Gi := G[Vi], i = 1; : : : ; k, gilt:�(Gi) � 2. Dies l�a�t sich durch die folgende lokale Verbesserungsheuristik erreichen:Sei v 2 Vi ein Knoten, der nicht in einer Partitionsklasse liegt, in der er am wenigstenNachbarn hat. Sei i0 = argmin1�j�k j�(v) \ Vj j. Wenn man also v aus Vi entfernt undstattdessen Vi0 zuschl�agt, so hat v o�enbar im neuen Subgraphen Gi0 kleineren Grad alsvorher in Gi. Dieser Verbesserungsschritt wird solange iteriert, wie es solche Knoten gibt.Da sich in jedem Schritt die Anzahl der Kanten, die zwischen verschiedenen Partitions-klassen verlaufen, um mindestens 1 erh�oht, terminiert das Verfahren nach h�ochstens mSchritten. F�ur v 2 V sei nun i(v) derjenige Index, so da� v 2 Vi(v). WegendGi(v)(v) � �(G)k < 3gilt �(Gi) � 2 f�ur i = 1; : : : ; k. Der Algorithmus berechnet nun in den Graphen Gi jeweilseine maximum stabile Menge Si, i = 1; : : : ; k, und gibt eine Menge Si0 , i0 := argmaxfjSij :i = 1; : : : ; kg aus. Sei S� eine maximum stabile Menge in G. Dann giltjSij � jS� \ Vij f�ur i = 1; : : : ; k) Pki=1 jSij � jS�j = �(G)und mithin jSi0 j � Pki=1 jSijk � �(G)k : 2�Ubung 10.9.8 a) Man gebe einen linearen Algorithmus mit derselben G�ute an. [Hinweis:�Ubung 10.6.14] b) Man verallgemeinere auf das knotengewichtete Independent SetProblem. [Hinweis: Kapitel 9]Tats�achlich hat schon Greedy Min IS eine G�uteratio von � �+23 [HR94]; die Analysehierzu ist jedoch erheblich aufwendiger.Wenn man einem Approximationsalgorithmus mehr Laufzeit spendiert, so kann manschon durch einen trivialen Enumerationsalgorithmus jede lineare G�uteratio erreichen:Proposition 10.9.9 F�ur jede Konstante 0 < c � 1 gibt es einen Approximationsalgorith-mus A f�ur Independent Set mit G�uteratio RA(n) � max f1; c � ng.Beweis. Sei k = d1=ce. Dann l�a�t sich in jedem Graphen auf h�ochstens k Knotendurch vollst�andige Enumeration aller Teilmengen von V eine maximum stabile Mengein h�ochstens 2k � �k2� = const vielen Schritten berechnen. Bei einem Graphen G mitn > k vielen Knoten berechnen wir f�ur s�amtliche k-elementige Knotenmengen M 2 �Vk �



316 KAPITEL 10. APPROXIMATIONSALGORITHMENeine maximum stabile Menge in G[M ] und merken uns die gr�o�te aufgetretene stabileMenge S. Ist nun �(G) � k, so ist S sogar eine maximum stabile Menge: jSj = �(G). ImFall �(G) > k ist immerhin jSj = k, woraus noch �(G)jSj � nk � cn folgt. Die Laufzeit diesesAlgorithmus ist o�ensichtlich O(nk), also polynomiell. 2Es stellt sich die Frage nach der Existenz von Approximationsalgorithmen f�ur Indepen-dent Setmit sublinearer G�utefunktion. Das folgende fr�uhe Ergebnis schlie�t die Existenzeines Approximationsalgorithmus mit endlicher G�uteratio zwar nicht aus, es macht sie aberimmerhin unwahrscheinlich.Satz 10.9.10 (Garey, Johnson 1979) Das Problem Independent Set hat entwederf�ur jedes konstante r > 1 einen r-Approximationsalgorithmus oder f�ur keines.Beweis. Der Beweis benutzt wesentlich die Operation "Graphenprodukt\ G1[G2] = (V;E)f�ur zwei Graphen G1 = (V1; E1) und G2 = (V2; E2). Der Graph G1[G2] = (V;E) ist wiefolgt de�niert. Ausgehend vom Graphen G1, dessen Kanten rot gef�arbt seien, wird jederKnoten v 2 V1 durch einen Graphen G2 mit blau gef�arbten Kanten ersetzt. Anschlie�endwerden je zwei Kopien von G2, zwischen denen eine rote Kante verl�auft, (d.h. zwischenurspr�unglich in G1 benachbarten Knoten) vollst�andig verbunden. Die formale De�nitionlautet wie folgt. G1[G2] = (V;E) hat Knotenmenge V = V1� V2 und zwei Knoten (v1; v2)und (w1; w2) in V sind durch eine Kante verbunden genau dann, wenn entweder fv1; w1g 2E1 gilt oder wenn v1 = w1 und fv2; w2g 2 E2.Sei G ein Graph. Angenommen nun, A sei ein (polynomieller) Approximationsalgo-rithmus f�ur Independent Set mit G�uteratio RA(n) � R < 1. Zu zeigen ist, da� dannauch ein Approximationsalgorithmus Ar f�ur Independent Set mit G�uteratio r f�ur jedes1 < r < R existiert. Setze G1 := G und Gk := Gk�1[G] f�ur k � 2. Diese Operationpotenziert die Gr�o�e einer gr�o�ten stabilen Menge, denn o�enbar gilt f�ur jedes k 2 IIN�(Gk) = �(G)k:Der Algorithmus A wird daher auf Gk angewandt f�ur ein noch zu bestimmendes (konstan-tes) k := k(r) 2 IIN. Der Graph Gk hat wegen jGkj = jGk�1j � jGj gerade jGjk Knoten undkann daher sicherlich in (polynomieller) Zeit O(n2k) konstruiert werden. Nach Vorausset-zung liefert A eine stabile Menge A(k) in Gk mit�(Gk)jA(k)j � R:Nun soll sozusagen die k-te Wurzel gezogen werden, d.h. es wird eine stabile Menge S inG konstruiert mit jSjk � jA(k)j. Indem wir die Konstruktion von Gk zur�uckverfolgen,k�onnen wir f�ur i = k � 1; : : : ; 1 stabile Mengen A(i) in Gi konstruieren, die wie folgtde�niert sind: A(i) besteht aus all den Knoten v in Gi, so da� die Kopie von G, durchdie v bei der Konstruktion von Gi+1 ersetzt wurde, mindestens einen Knoten aus A(i+1)enth�alt; A(i) ist also sozusagen die Projektion von A(i+1) auf Gi. Nun wird f�ur i = k; : : : ; 1die Gr�o�e �(i) einer gr�o�ten stabilen Menge in Gi berechnet, die aus A(i) durch Restriktionauf eine der (jG(i�1)j vielen zur Konstruktion von Gi verwendeten) Kopien von G in Gientsteht. Sei S eine stabile Menge in G mit jSj = maxi=1;:::;k �(i). Dann enth�alt Gk (manvollziehe die Konstruktion von Gk nach) ein stabile Menge Sk der Gr�o�e jSjk = jSkj �jA(k)j. Beachte: die stabilen Mengen A(k�1); : : : ; A(1) und S k�onnen in (polynomieller) Zeit



10.9. GRAPH COLORING UND INDEPENDENT SET 317O(P1i=k jGij) = O(jGjk+1) konstruiert werden.Wir erhalten somit: �(G)kjSjk � �(Gk)jA(k)j � R;woraus sich die Forderung �(G)jSj � R1=k !� r;an k ergibt. Mithin stellt der obige Algorithmus f�urk(r) := � logRlog r � = consteinen r-Approximationsalgorithmus dar. 2Im n�achsten Kapitel werden wir dagegen das folgende, viel st�arker Ergebnis kennenlernen:Satz 10.9.11 (Arora, Lund, Motwani, Sudan, Szegedy 1992) Unter der Vorausset-zung P 6= NP gibt es ein � > 0, so da� kein Approximationsalgorithmus f�ur !(G) existiertmit G�uteratio � n�. 2Insbesondere mu� man sich also mit Approximationsalgorithmen f�ur Clique zufriedengeben, deren G�uteratio gegen Unendlich strebt bei wachsender Eingabel�ange. Nach einerlangen Kette von Arbeiten verschiedener Forscher gelang es k�urzlich sogar, das folgendeSchwere-Resulat zu zeigen.Satz 10.9.12 (Hastad 1996) Falls nicht NP = co-RP, gibt es f�ur kein � > 0 einenApproximationsalgorithmus f�ur !(G) mit G�uteratio n1��.Der erste Approximationsalgorithmus �uberhaupt f�ur Clique mit sublinearer G�uteratio istnoch recht jung. Er wird im folgenden entwickelt.Ein Problem mit der Greedy-Heuristik f�ur Independent Set ist, da� sie, wenn sieeinen beliebigen Knoten v 2 V f�ur die stabile Menge SGreedy ausgew�ahlt hat, die gesamteNachbarschaft �(v) in G unber�ucksichtigt l�a�t, obwohl diese eine sehr gro�e stabile Mengeenthalten k�onnte. Der folgende rekursive Algorithmus behebt diesen Mangel und berechnetin einem Graphen H ein Tupel (C; I), so da� C eine Clique und I eine stabile Menge inH ist.FUNCTION Ramsey (H);BEGINIF H = ; THENRamsey:= (;; ;)ELSE BEGINw�ahle einen Knoten v 2 V (H);(C1; I1) := Ramsey (H [�(v)]);(C2; I2) := Ramsey (H [V (H) n (�(v) + v)]);Ramsey:= (maxfC1 + v; C2g; maxfI1; I2 + vg);END:END;(Das Maximum �uber Mengen soll hier jeweils die gr�o�ere der beiden Mengen bezeichnen.)



318 KAPITEL 10. APPROXIMATIONSALGORITHMEN�Ubung 10.9.13 Ramsey (G) kann mit Laufzeit O(n +m) implementiert werden.Jede Rechnung von Ramsey(G) f�ur einen Graphen G l�a�t sich an einem Bin�arbaum T =T (G) veranschaulichen, dessen Knoten Aufrufen der Funktion Ramsey(H) entsprechen.In jedem dieser Aufrufe, in dem H nicht der leere Graph war, wurde ein Knoten v 2V (G) ausgew�ahlt und zu Aufrufen Ramsey(H [�(v)]) bzw. Ramsey(H [V (H)n(�(v)+v)])verzweigt, die dem linken bzw. rechten Nachbarn in T (G) (wir stellen uns vor: unterhalb)des zu Ramsey(H) geh�origen Knotens entsprechen. Die Kanten von T unterteilen sichentsprechend in linke und rechte Kanten. Der zu Ramsey(G) geh�orige Knoten von Thei�t die Wurzel von T . Die Bl�atter von T entsprechen Aufrufen von Ramsey(H) mitleerem Graphen H ; wir nennen diese Knoten auch die �au�eren, alle anderen die innernenKnoten von T . Die n Knoten v 2 V (H), die in Aufrufen Ramsey(H), H 6= ;, gew�ahltwerden, de�nieren eine Bijektion zwischen der Menge der inneren Knoten von T und V (G).Wie man leicht einsieht (�Ubung), ist die Anzahl der �au�eren Knoten von T gerade n+ 1.Dar�uberhinaus ersieht man, da� der Clique C (bzw. der stabilen Menge I), dieRamsey(G) zur�uckgibt, ein Pfad in T mit genau jCj linken (bzw. jI j rechten) Kantenentspricht, von denen Ramsey jeweils den oberen Endknoten (d.h. denjenigen, der n�aheran der Wurzel liegt) in C (bzw. I) aufnahm; und es gibt keinen Pfad mit mehr als jCjlinken (bzw. mehr als jI j rechten) Kanten in T . Mit der De�nitionr(s; t) := minfn : alle gewurzelten Bin�arb�aume mit n inneren Knotenenthalten einen Pfad mit mindestens s linken Kanten odereinen Pfad mit mindestens t rechten Kanten (oder beides)ghaben wir also:Lemma 10.9.14 Sei G ein Graph der Ordnung n und Ramsey (G) = (C; I). Dann giltr(jCj+ 1; jI j+ 1) � n+ 1. 2Weiterhin ist uns nach De�nition von r(s; t) garantiert, da� der Algorithmus Ramsey inGraphen der Ordnung n � r(s; t) eine Clique der Gr�o�e mindestens s oder eine stabileMenge der Gr�o�e mindestens t (oder beides) liefert. Die kleinste Zahl k, so da� jederGraph auf mindestens k Knoten eine Clique der Gr�o�e s oder eine stabile Menge derGr�o�e t enth�alt, hei�t die Ramseyzahl R(s; t). Somit gilt:R(s; t) � r(s; t):Wir bestimmen nun r(s; t). r(s; t) ist o�enbar um genau 1 gr�o�er als das maximale n 2 IIN,so da� es einen Bin�arbaum T mit n inneren Knoten gibt, der weder einen Pfad mit slinken noch einen Pfad mit t rechten Kanten enth�alt. Nach obigen �Uberlegungen ist r(s; t)somit gleich dem maximalen a 2 IIN, so da� es einen Bin�arbaum T mit a �au�eren Knotengibt, der weder einen Pfad mit s linken noch einen Pfad mit t rechten Kanten enth�alt. Zujedem �au�eren Knoten von T geh�ort ein eindeutiger Pfad von der Wurzel von T zu diesem�au�eren Knoten, der sich durch die Folge der benutzten Kanten (z.B. �uber dem AlphabetfL;Rg) codieren l�a�t. Nach dem Schubfachprinzip enth�alt in einem Bin�arbaum, der wedereinen Pfad mit s linken noch einen Pfad mit t rechten Kanten enth�alt, ein solcher Pfadh�ochstens s � 1 + t � 1 Kanten. Also gibt es h�ochstens �(s�1)+(t�1)t�1 � viele solcher Pfadezu �au�eren Knoten und damit �au�ere Knoten. O�ensichtlich gibt es zudem auch einenBin�arbaum, der genau so viele �au�ere Knoten besitzt, womit folgt



10.9. GRAPH COLORING UND INDEPENDENT SET 319Lemma 10.9.15 (Erd�os, Szekeres 1935)R(s; t) � r(s; t) =  (s� 1) + (t� 1)t� 1 !:Mit diesem Satz und Lemma 10.9.14 wollen wir nun eine untere Schranke f�ur das Pro-dukt der Kardinalit�aten der von Ramsey gefundenen Clique und unabh�angigen Mengebeweisen.Lemma 10.9.16 Sei G ein Graph der Ordnung n und Ramsey(G) = (C; I). Dann giltjCj � jI j � 14(logn)2:Beweis. Es gilt nach Lemma 10.9.14 und Lemma 10.9.15jCj � jI j � min fst : s; t 2 IIN und r(s+ 1; t+ 1) � n+ 1g= min fst : s; t 2 IIN und  s+ tt ! � n+ 1g (10.19)Der Binomialkoe�zient �s+tt � l�a�t sich mit Hilfe der sogenannten �-Funktion f�ur alle (s; t) 2IR2+ de�nieren. Sei also f : IR2+ ! IR mit f(s; t) = �s+tt � f�ur s; t 2 IIN eine Fortsetzung desBinomialkoe�zienten. Dann ist (10.19) gr�o�er oder gleichmin fst : s; t 2 IR+ und  s + tt ! = n+ 1g: (10.20)Dies ist eine Extremwertaufgabe mit einer Nebenbedingung. Eine L�osung (s0; t0) von(10.20), die also s0t0 minimiert, mu� nach einem Satz aus der Analysis (vgl. z.B. [For84,Satz 4, Seite 78]) @f@s (s0; t0)t0 = @f@t (s0; t0)s0erf�ullen. Eine etwas l�angere Rechnung zeigt, da� dies s0 = t0 impliziert. Wegen � lognlogn=2� �2logn = n kann daher (10.20) durchmin fs2 : s 2 IR+ und  2ss ! = n+ 1g � 14(logn)2abgesch�atzt werden. 2Falls G keine gro�en unabh�angigen Mengen hat, falls also beispielsweise �(G) =O(logn) wie in zuf�alligen Graphen (vgl. Satz 13.1.5) gilt, dann �ndet Ramsey eine Cliqueder Gr�o�e 
(logn). Der folgende Algorithmus Ind Set Removal zeigt, wie wir in allge-meinen Graphen eine Approximationsg�ute von O( n(logn)2 ) f�ur Clique erreichen k�onnen.Ind Set Removal entfernt sukzessive die von Ramsey gefundenen unabh�angigen Men-gen aus dem Graphen. Bei jedem Schritt entfernen wir nach Lemma 10.9.16 entweder einegro�e unabh�angige Menge Ii, oder wir �nden eine gro�e Clique. Falls wir also in keinemSchritt eine gro�e Clique �nden konnten, so m�ussen alle stabilen Mengen gro� gewesensein und damit die Partition I = fI1; : : : ; Ikg der Knotenmenge in unabh�angigen Mengen



320 KAPITEL 10. APPROXIMATIONSALGORITHMENklein. Wegen !(G) � �(G) ist daher in diesem Fall auch die Cliquenzahl des Graphenklein. FUNCTION Ind Set Removal (G);BEGINk := 0;G1 := G;REPEATk := k + 1;(Ck; Ik) := Ramsey (Gk);Gk+1 := Gk � Ik;UNTIL Gk+1 = ;;Ind Set Removal:= (maxki=1 Ci; fI1; : : : ; Ikg);END;Der Algorithmus hat die folgende G�uteratio.Satz 10.9.17 (Boppana, Halld�orsson 1992) Ind Set Removal ist ein Approxima-tionsalgorithmus f�ur Clique und Graph Coloring mit G�uteratio RA(n) = O( n(logn)2 ).Beweis. Seien also C = maxfCi : i = 1; : : : ; kg bzw. I = fI1; : : : ; Ikg die vonInd Set Removal(G) konstruierte Clique bzw. F�arbung von G. Nach Lemma 10.9.16gilt f�ur i = 1; : : : ; k: jCj � jIij � jCij � jIij � (12 log jV (Gi)j)2: (10.21)Sei Gi wie im Algorithmus und V (Gi) = fv1; : : : ; vjig mit 1 � jk < : : : < j1 = n undjk+1 = 0. Es ist also Ii = fvji+1+1; : : : ; vjig. Der Einfachheit halber sei in der folgendenRechnung log 1 := 1 gesetzt. Damit giltk = kXi=1 jIijjIij (10:21)� 4jCj kXi=1 jIij(log ji)2� 4jCj nXj=1 1(log j)2 (beachte Pki=1 jIij = n)= 4jCj0@pnXj=1 1(log j)2 + nXj=pn+1 1(log j)21A� 4jCj�pn+ n(logpn)2� = O � jCjn(logn)2� :Also ist !(G)jCj jIj�(G) � O� n(logn)2� !(G)�(G) = O� n(logn)2� ; (10.22)woraus man die gew�unschten Absch�atzungen f�ur die beiden G�uteratios abliest. 2Wenn wir Ind Set Removal auf G anwenden, erhalten wir mit Satz 10.9.17 auch eineApproximation von Independent Set und Clique Partitionmit G�uteratio O( n(logn)2 ).



10.9. GRAPH COLORING UND INDEPENDENT SET 321Anmerkungen und �UbungenEinen anderen Approximationsalgorithmus f�ur Graph Coloring mit G�uteratio O(n= logn) fandHalld�orsson [Hal96a]; dieser ist zudem parallelisierbar und f�uhrt zu einem "on-line\ Approxi-mationsalgorithmus mit derselben G�utegarantie. Der bisher beste Approximationsalgorithmus f�urGraph Coloring hat G�uteratio RA = O( (log logn)2(logn)3 n) [Hal93a]. Beinahe trivial ist dagegen dieApproximation der Anzahl der "nicht benutzten Farben\:�Ubung 10.9.18 [DGP94, HL94] a) Es gibt einen linearen (!) F�arbungsalgorithmus A, so da�n� �(G) � 2(n� A(G)) f�ur alle Graphen G. [Hinweis: betrachte ein maximales Matching in G]b) Es gibt einen O(nminfm+n1:5;mg)-F�arbungsalgorithmus A, so da� n��(G) � 3=2(n�A(G))f�ur alle Graphen G, wobei m := m(G). [Hinweis: packe Dreiecke in G und f�arbe den Restgraphenoptimal]Einen Approximationsalgorithmus mit G�uteratio 4=3 gibt [Hal96b].�Ubung 10.9.19 Man zeige Proposition 10.9.2 auch f�ur die asymptotische G�uteratio.Auf zuf�alligen Graphen hat Ind Set Removal wegen !(G)�(G) � 4(logn)2n sogar konstante G�ute-ratio. Doch haben hier schon die simplen Greedy-Algorithmen eine bessere G�uteratio, vergleicheKapitel 13.Halld�orsson und Radhakrishnan [HR95] konnten sogar einen Approximationsalgorithmusf�ur Independent Set mit G�uteratio o(�(G)) angeben.F�ur alle � > 0 ist auch die Approximation einer (kardinalit�ats-) minimalen (inklusions-) maxi-malen unabh�angigen Knotenmenge mit Faktor n1�� NP-schwer [Hal93b].�Ubung 10.9.20 (Tur�an 1941) Umso weniger Kanten ein Graph hat, umso gr�o�er wird dieGr�o�e einer maximum stabilen Menge. Seien n; a nat�urliche Zahlen. O�ensichtlich existiert einMinimum e(n; a) von Kanten, die ein Graph auf n Knoten mit Stabilit�atszahl � a haben mu�. Ausm(G) < e(n; a) folgt dann also �(G) > a. Der Graph S(n; a) bestehe aus a m�oglichst gleich gro�en,disjunkten Cliquen. Man bestimme e(n; a) und zeige, da� die Graphen S(n; a) die eindeutigenextremalen Graphen sind. [Hinweis zur Eindeutigkeit: Im Fall, da� G dieselbe Gradsequenz hatwie S(n; a), zeige, da� G keinen K1;2 enth�alt.] 2�Ubung 10.9.21 Die S�atze 10.9.10 und 11.2.1 gelten auch f�ur asymptotische Approximationsalgo-rithmen: Sei A ein Approximationsalgorithmus f�ur Independent Set mit asymptotischer G�ute-ratio r, d.h. es gebe eine Konstante c 2 IR+, so da� �(G) � rA(G) + c f�ur alle Graphen G. Dannist der Algorithmus, der max f1;A(G)g ausgibt, ein Approximationsalgorithmus mit G�uteratior0 := r + c.�Ubung 10.9.22 [BK77, Cat78] Sei r � 3 fest. Dann gibt es einen linearen Algorithmus, der alleGraphen G mit !(G) � r (insbesondere also alle r-f�arbbaren Graphen) mit h�ochstens rr+1�(G)+ rvielen Farben f�arbt. [Hinweis: Proposition 10.9.7]



Kapitel 11Nicht-ApproximierbarkeitDieser Abschnitt geht auf neueste Resultate aus der Komplexit�atstheorie ein, die dieNichtapproximierbarkeit in z.T. sehr strengen Sinne von kombinatorischen Optimierungs-problemen zur Folge haben. Grundlage ist eine neue Charakterisierung der Klasse NP.Die Ergebnisse des letzten Kapitels suggerieren, da� sich kombinatorische Optimierungs-probleme hinsichtlich des Schwierigkeitsgrades ihrer Approximationsprobleme in drei Klas-sen einordnen lassen.I. Beliebig gut approximierbare Optimierungsprobleme. Diese Klasse enth�altdiejenigen Optimierungsprobleme, die ein polynomielles Approximationsschema(PAS) besitzen. In diese Klasse f�allt beispielsweise, wie in Abschnitt 10.8 gesehen,das Problem Planar Independent Set. Andere graphentheoretische Beispiele sindMax Cut auf dichten Graphen [AKK95] und zwei Spezialf�alle von Metric TSP,n�amlich Planar Graph TSP, wo die Gewichte durch die Distanzmetrik eines zu-sammenh�angenden, planaren Graphen gegeben sind [GKP95], und Euclidean TSP,wo eine Tour f�ur n Punkte in der Ebene gesucht ist [Aro96].Die ber�uhmtesten Vertreter dieser Klasse entstammen jedoch nicht der Graphen-theorie. Das sogenannte Knapsack Problem beispielsweise ist nur aufgrund derGr�o�e der involvierten Zahlen NP-vollst�andig und besitzt sogar ein FPAS [IK75].F�ur das ProblemMulti-Processor-Scheduling f�uhrt "vollst�andige Enumerationauf Anfangsst�ucken\ zu einem PAS [Gra66]. F�ur das Problem Bin Packing gibt esimmerhin ein sogenanntes asymptotisches FPAS [KK82], dem sozusagen auf kleinenInstanzen eine schlechtere Approximationsg�ute gestattet ist.II. Mit konstantem Faktor approximierbare Optimierungsprobleme. Zu dieserKlasse z�ahlen Optimierungsprobleme wie Node Cover, �-TSP, Steiner Tree,Max Cut und Max Sat, die zwar immerhin einen Approximationsalgorithmus mitendlicher G�utegarantie besitzen, aber kein Approximationsschema, d.h. es gibt ein� > 0, so da� es keinen Approximationsalgorithmus f�ur ein solches Problem mitG�uteratio kleiner als 1 + � gibt (au�er P = NP).III. Nicht approximierbare Optimierungsprobleme. Die dritte Klasse schlie�lichenth�alt Optimierungsprobleme, deren r-Approximationsproblem f�ur jede endlicheG�uteratio r 2 IIN NP-schwer ist. In diese Klasse fallen beispielsweise das allgemeine322



11.1. MAX-SNP UND PCP 323TSP und, wie noch sehen werden, Clique, Dominating Set, Chromatic Num-ber und Clique Cover. Solche Probleme k�onnen aber immerhin Approximations-algorithmen besitzen, deren G�uteratio als Funktion der Eingabel�ange w�achst, undes gibt Probleme (wie z.B. Dominating Set, vgl. Abschnitt 12.4), f�ur die es einenApproximationsalgorithmus gibt, dessen G�uteratio substantiell langsamer w�achst,als es bei anderen Problemen (wie z.B. Clique und Chromatic Number) m�oglichist.Die Ergebnisse dieses Kapitels besagen, da� die Probleme aus Klasse II tats�achlich nichtin Klasse I liegen und die aus Klasse III tats�achlich nicht in Klasse II (jeweils modulo derVermutung P6=NP).11.1 MAX-SNP und PCPDe�nition 11.1.1 [PY91] SNP, MAX-SNP.Satz 11.1.2 Die folgenden Probleme sind MAX SNP-schwer:� Node Cover (� � 4) [PY91]� �-TSP [PY93]� Steiner Tree [BP89]� Max Cut [PY91]� Max Sat, Max 2Sat [PY91]Die Bedeutung der Klasse MAX SNP liegt darin, da� sich f�ur MAX-SNP-schwere Problemeuntere Schranken f�ur die Approximierbarkeit zeigen lassen.Satz 11.1.3 (Arora, Lund, Motwani, Sudan, Szegedy 1992)Unter der Voraussetzung P 6= NP besitzt kein MAX-SNP-schweres Problem ein PAS.Satz 11.1.4 (Arora, Lund, Motwani, Sudan, Szegedy 1992)NP = PCP(logn; 1):11.2 CliqueDa sich Cliquen in G und stabile Knotenmengen im Komplement �G entsprechen, sind dieProbleme Clique und Independent Set auf der Menge aller Graphen hinsichtlich ihrerApproximierbarkeit �aquivalent. Wir untersuchen hier daher nur das Problem Clique.Satz 11.2.1 (Arora, Lund, Motwani, Sudan, Szegedy 1992) Unter der Voraus-setzung P 6= NP gibt es ein � > 0, so da� kein Approximationsalgorithmus f�ur Cliqueexistiert mit G�uteratio � n�.11.3 Graph ColoringSatz 11.3.1 (Lund, Yannakakis 1993) Unter der Voraussetzung P 6= NP gibt es ein� > 0, so da� kein Approximationsalgorithmus f�ur �(G) existiert mit G�uteratio � n�.



Kapitel 12�Uberdeckungsprobleme12.1 Cliquen�uberdeckung und Schnittgraph-DarstellungDe�nition 12.1.1 Sei G = (f1; : : : ; ng; E) ein Graph. Eine Familie S1; : : : ; Sn von (nichtnotwendig verschiedenen) endlichen Mengen hei�t Schnittgraph-Darstellung von G �uberS := Sni=1 Si bzw. G der Schnittgraph von S1; : : : ; Sn genau dann, wennfi; jg 2 E , Si \ Sj 6= ; f�ur alle 1 � i < j � n: (12.1)Graphen treten ganz nat�urlich als Schnittgraphen auf, wie schon das Beispiel in der Ein-leitung von Abschnitt 5.1 zeigte.Lemma 12.1.2 (Szpilrajn-Marczewski 1945)Jeder Graph besitzt eine Schnittgraph-Darstellung.Beweis. F�ur einen Graphen G = (V;E) setze S := E und de�nieren f�ur jeden Knotenv 2 V die Menge Sv � S als die Menge der mit v inzidierenden Kanten e 2 E. Dann istdie Bedingung (12.1) trivialerweise erf�ullt. Leicht l�a�t sich auch erreichen, da� die MengenSv alle verschieden sind: man f�ugt jeder Menge Sv noch den Knoten v als Element hinzu.2Da also jeder Graph ein Schnittgraph ist, ist der folgende Graphenparameter wohlde�niert:De�nition 12.1.3 Die Schnittzahl �(G) eines Graphen G ist die minimale Kardinalit�ateiner Menge S, so da� G eine Schnittgraph-Darstellung �uber S besitzt, d.h.�(G) = minfj [v2V Svj : (Sv)v2V Schnittgraph-Darstellung von Gg:Proposition 12.1.4 F�ur jeden Graphen G gilt �(G) � m mit Gleichheit genau dann,wenn G keine Dreiecke enth�alt.Beweis. Aus dem Beweis des letzten Lemmas folgt �(G) � m. Zur Gleichheit:")\: Enthalte G = (V;E) ein Dreieck x; y; z, und sei (Sv)v2V eine Schnittgraph-Darstellung von (V;E � fx; zg � fy; zg) �uber S := Sv2V Sv wie im Beweis von Lemma12.1.2 mit jSj = m(G)� 2. Erweitert man nun die Menge Sz um das Element e = fx; yg,so erh�alt man eine Schnittgraph-Darstellung von G mit m � 2 Elementen."(\: Sei G ein dreiecksfreier Graph und (Sv)v2V eine Schnittgraph-Darstellung von G.324



12.1. CLIQUEN�UBERDECKUNG UND SCHNITTGRAPH-DARSTELLUNG 325Dann gibt es f�ur jede Kante e = fu; vg 2 E ein se 2 Su \ Sv, und es gilt se 62 Sw f�ur allew 2 V � u� v (sonst bildeten u; v; w ein Dreieck). Es folgt jSj � m. 2Beispiele. B�aume haben folglich die Schnittzahl n� 1, vollst�andig bipartite Graphen Kr;sSchnittzahl r � s. Der Kn hingegen hat o�enbar Schnittzahl 1. 2Schnittgraph-Darstellungen gestatten also u.U. eine �au�erst Speicherplatz-e�ziente Co-dierung von Graphen. F�ur Anwendungen der Schnittzahl siehe [Rob85].�Ubung 12.1.5 (Harary 1974)a) Sei �0(G) die minimale Kardinalit�at einer Menge S, so da� der Graph G eine Schnittgraph-Darstellung �uber S besitzt, in der alle Mengen Sv paarweise verschieden und nicht leer sind. Danngilt auch �0(G) � m, falls nur jede Komponente von G mindestens drei Knoten hat.b) Man bestimme �(K4 � e) und �0(K4 � e) und vergleiche mit den Schnittgraphdarstellungen ausdem Beweis von Lemma 12.1.2.Das Konzept der Schnittgraph-Darstellung ist eng verwandt mit dem folgenden Begri�.De�nition 12.1.6 Sei G = (V;E) ein Graph und (Ci)ki=1, k 2 IIN, eine Familie von (nichtnotwendig verschiedenen) Cliquen Ci � V in G. Dann hei�t (C1; : : : ; Ck) eine (Kanten-)Cliquen�uberdeckung von G, falls jede Kante e 2 E in mindestens einer Clique G[Ci],1 � i � k, enthalten ist. Die Cliquen�uberdeckungszahl �e(G) ist das kleinste k, so da� Geine Cliquen�uberdeckung aus k Cliquen enth�alt.Eine entsprechend de�nierte Knoten-Cliquen�uberdeckungszahl ist o�enbar gleich der Cli-quenpartitionszahl �(G). Die Kanten-Cliquenpartitionszahl ist i.a. jedoch gr�o�er als dieKanten-Cliquen�uberdeckungszahl, wie schon der K4 � e zeigt.Der Zusammenhang mit Schnittgraph-Darstellungen wird im folgenden Satz sichtbar.Satz 12.1.7 (Erd}os, Goodman, P�osa 1966)Sei G ein Graph und S (bzw. C) die Menge der Schnittgraph-Darstellungen (Cliquen�uber-deckungen) von G. Dann sind die Abbildungen f : S ! C mit(Sv)v2V 7! (Ci)i2S ; wobei Ci := fv 2 V jSv 3 ig; S := Sv2V Sv ;und g : C ! S mit(Ci)i2S 7! (Sv)v2V ; wobei Sv := fi 2 SjCi 3 vg;bijektiv.Beweis. Wohlde�niertheit von f . Da die Mengen Sv nach De�nition f�ur alle Knoten v 2 Ciden Punkt i 2 S enthalten, bilden die Ci's aufgrund der Schnittgraphbedingung Cliquen.Da� die Ci's auch E �uberdecken, sieht man wie folgt ein. Sei e = fu; vg 2 E eine Kantevon G. Dann gibt es ein i 2 Su \ Sv . Folglich sind die Knoten u und v und damit auch ein der Clique Ci enthalten.Wohlde�niertheit von g. Sei e = fu; vg 2 E. Dann ist nach De�nition einer Cliquen�uber-deckung e 2 Ci f�ur ein i 2 S. Die Mengen Su und Sv enthalten also nach De�nition beidedas Element i, d.h. sie schneiden sich. Gilt andererseits Su \ Sv 3 i f�ur zwei Mengen Suund Sv, so enth�alt Ci folglich sowohl u als auch v, d.h. es ist e 2 E. Somit ist (Sv)v2V eineSchnittgraph-Darstellung von G.Bijektivit�at folgt aus f � g = id = g � f . 2Korollar 12.1.8 F�ur jeden Graphen G gilt �(G) = �e(G):



326 KAPITEL 12. �UBERDECKUNGSPROBLEMEWie die n�achste �Ubung zeigt, ist (je-)der Greedy-Algorithmus f�ur Clique Cover auf derKlasse der Intervallgraphen optimal.�Ubung 12.1.9 (Opsut, Roberts 1981) F�ur einen Intervallgraphen G gilt:�(G) = �e(G) = # maximaler Cliquen in G.�Ubung 12.1.10 Seien (Sv)v2V und (Ci)i2S eine Schnittgraph-Darstellung bzw. eine Cli-quen�uberdeckung eines Graphen G, die sich gem�a� der Bijektion aus Satz 12.1.7 entspre-chen. Dann gilt:(i) F�ur ein k 2 IIN gilt 8v 2 V : jSvj � k genau dann, wenn jeder Knoten v 2 V vonh�ochstens k Cliquen �uberdeckt wird.(ii) Alle Sv der Schnittgraph-Darstellung sind verschieden genau dann, wenn (Ci)i2Sknotentrennend ist: 8u 6= v 9i 2 S : jCi \ fu; vgj = 1:(iii) F�ur je zwei Knoten u 6= v gilt jSu\Svj � 1 genau dann, wenn die Cliquen paarweisedisjunkt sind, d.h. (Ci)i2S eine Cliquenpartition von E darstellt.Wie der n�achste Satz (bzw. sein Beweis) zeigt, ist das Problem, eine minimum (Kan-ten-) Cliquen�uberdeckung (oder �aquivalent eine Schnittgraph-Darstellung mit minimalemjSj) in einem Graphen zu konstruieren, nicht nur NP-schwer, sondern sogar genauso schwerzu approximieren wie Graph Coloring.Satz 12.1.11 (Kou, Stockmeyer, Wong 1978) Sei c 2 IR+. Genau dann gibt es einenApproximationsalgorithmus A f�ur Clique Cover mitjA(G)j � c�e(G) + df�ur eine Konstante d 2 IR+, wenn es einen Approximationsalgorithmus A' f�ur CliquePartition gibt mit jA0(G)j � c�(G) + d0f�ur eine Konstante d0 2 IR+.Beweis. "(\: Sei der Graph G = (V;E) eine Instanz von Clique Cover. Konstruieredaraus wie folgt einen Graphen G0 auf der Knotenmenge E = fe1; : : : ; emg. Zwei Kantenei = fui; vig und ej = fuj ; vjg von G seien in G0 als Knoten adjazent genau dann, wennG[fui; vi; uj; vjg] eine Clique ist. Man sieht nun leicht ein, da� �e(G) = �(G0), da einerseitsjede (Kanten-) Cliquen�uberdeckung von G eine Knoten-Cliquen�uberdeckung von G0 indu-ziert und andererseits jede Cliquenpartition von G0 eine (Kanten-) Cliquen�uberdeckungvon G.")\: Gegeben einen Approximationsalgorithmus A f�ur Clique Cover mit jA(�)j �c�e(�) + d; konstruiert der Algorithmus A0 zu einer Instanz G = (V;E) von Clique Par-tition zun�achst den Graphen H := G � St, der durch vollst�andiges Verbinden der Kno-tenmenge V zu einer disjunkten stabilen Menge St der Kardinalit�at t 2 IIN entsteht, undl�a�t dann die Cliquen�uberdeckung A(H) berechnen. F�ur jeden Knoten s 2 St de�nierendie ks Cliquen aus A(H), die s enthalten, durch Restriktion auf G eine Cliquenpartitionvon G. Also �ndet sich eine Cliquenpartition C von G unter diesen mitjCj = mins2St ks � Ps2St ksjStj � jA(H)jt � c�e(H) + dt :



12.1. CLIQUEN�UBERDECKUNG UND SCHNITTGRAPH-DARSTELLUNG 327Da sicher t ��(G) Cliquen gen�ugen, um in H die Kanten des Schnitts hV; Sti zu �uberdecken,und m weitere, um alle Kanten in E(G) zu �uberdecken, gilt �e(H) � t � �(G)+m. Folglicherf�ullt dieses C: jCj � c (t�(G) +m) + dt = c �(G) + cm+ dt :F�ur t := dcm + de ergibt sich daher insgesamt jCj � c�(G) + 1: Da f�ur ein so gew�ahltes tdie Konstruktion von H und das Finden der Cliquenpartition C sicherlich in polynomiellerZeit bewerkstelligt werden kann, de�niert der Algorithmus A0, der dieses C ausgibt, einenApproximationsalgorithmus f�ur Clique Partition wie er im Satz behauptet wird. 2Da die Cliquen�uberdeckungszahl �e(G) mithin nur schwer zug�anglich ist, gewinnenAbsch�atzungen derselben an Bedeutung.�e(G) �andert sich nicht, wenn wir isolierte Knoten aus G entfernen. Ferner, nennezwei Knoten u und v in V �aquivalent, falls fu; vg 2 E und f�ur alle z 2 V � u � v giltfu; zg 2 E , fv; zg 2 E. Wenn also zwei Knoten u und v �aquivalent in einem GraphenG sind, so erh�alt man o�enbar aus einer Cliquen�uberdeckung von G=e, e := fu; vg, eineCliquen�uberdeckung gleicher Kardinalit�at f�ur G, indem man den Knoten ve, zu dem dieKante e kontrahiert wurde, in jeder Clique, die ihn enth�alt, wieder durch die beiden Knotenu und v ersetzt; es gilt somit �e(G) = �e(G=e). Durch rekursives Kontrahieren �aquivalenterKnoten erh�alt man aus einem Graphen einen Graphen ohne �aquivalente Knoten. VomStandpunkt der Berechenbarkeit aus gen�ugt es also, �e(G) f�ur Graphen ohne isolierte undohne �aquivalente Knoten zu berechnen.Satz 12.1.12 (Gy�arf�as 1990) F�ur einen Graphen G der Ordnung n � 2 ohne isolierteund ohne �aquivalente Knoten gilt: �e(G) � log(n+ 1): (12.2)Beweis. Wir zeigen n � 2�(G) � 1. Sei (Sv)v2V eine Schnittgraph-Darstellung von G mitjSj = �(G) f�ur S := Sv2V Sv. Da G keine isolierten Knoten enth�alt, gilt Sv 6= ; f�ur allev 2 V . Au�erdem, g�alte Su = Sv 6= ; f�ur zwei Knoten u 6= v, so w�aren sie o�enbar�aquivalent. Mithin sind die Sv , v 2 V , paarweise verschiedene, nicht-leere Teilmengen vonS, und davon gibt es h�ochstens 2jSj � 1 viele. 2Diese beinahe triviale Schranke ist beispielsweise f�ur die Cocktailparty-GraphenM2k (auchn-dimensionale Oktaeder genannt), die aus vollst�andigen Graphen K2k durch Herausnah-me eines perfekten Matchings M2k entstehen, zumindest asymptotisch scharf [GP82]:�e(M2k) = logn+ o(logn):F�ur die Komplemente von Kreisen gilt immerhin �e(Cn) < 1:459 logn [CGP85, Koh91].Gy�arf�as gibt die folgenden Graphen an, die (12.2) sogar mit Gleichheit erf�ullen. DerGraph Gk, k 2 IIN, hat n = 2k + k viele Knoten und besteht aus einer Clique auf den2k verschiedenen 0-1-W�ortern der L�ange k und einer dazu disjunkten, stabilen Mengefs1; : : : ; skg, die wie folgt verbunden sind. Ein Knoten si, 1 � i � k, hat genau die 0-1-W�orter als Nachbarn, die an der i-ten Stelle eine 1 haben. Der Graph Gk hat damit wederisolierte noch �aquivalenten Knoten und erf�ullt o�enbar�e(Gk) � k + 1 = (log 2k) + 1 � llog(2k + k + 1)m :



328 KAPITEL 12. �UBERDECKUNGSPROBLEMEDie folgende Proposition versch�arft wegen �(G) = �e(G) das Lemma 12.1.4 f�ur dichteGraphen.Satz 12.1.13 (Erd}os, Goodman, P�osa 1966) Die Kantenmenge eines jeden GraphenG der Ordnung n � 2 ohne isolierte Knoten kann in h�ochstens n2=4 viele Kanten undDreiecke partitioniert werden.1 Insbesondere gilt also�e(G) � $n24 % : (12.3)Beweis. Wir induzieren nach n. Der Induktionsanfang (n = 2) ist trivial. Beachte$n24 % = $(n� 1)24 %+ �n2� :Wir unterscheiden daher zwei F�alle.Fall 1: 9x 2 V : d(x) � �n2�Dann k�onnen die Kanten in G� x nach Induktionsvoraussetzung mit j (n�1)24 k vielen dis-junkten Kanten und Dreiecken �uberdeckt werden. Es gen�ugt also, die mit x inzidierendenKanten schlicht in die �Uberdeckung von G� x mit aufzunehmen.Fall 2: 8v 2 V : d(v) > �n2 �Sei x 2 V ein Knoten minimalen Grades in G undd(x) = �(G) = �n2�+ rf�ur ein r 2 IIN. Wir wollen analog zu Fall 1 vorgehen, au�er da� nun auch Dreiecke verwen-det werden m�ussen, um die mit x inzidierenden Kanten zu �uberdecken. Mit x inzidierendeDreiecke sind genau dann disjunkt, wenn die jeweils x nicht enthaltenden Kanten dieserDreiecke ein Matching im Graphen H := G[�(x)] bilden. Da V n �(x) aber h�ochstensjV n �(x)j � n � ��n2�+ r� � �n2� � r + 1viele Knoten enth�alt, hat jeder Knoten y 2 �(x) im Graphen H mindestensdH(y) � �(G)� jV n �(x)j � �n2 �+ r � ��n2 �� r + 1� = 2r � 1viele Nachbarn. Also gilt jV (H)j � 2r, und schon der Greedy-Algorithmus (vgl. Proposi-tion 4.1.3) �ndet ein Matching M in H der Kardinalit�at mindestens r. Mithin kann manmindestens 2r der �n2 �+ r mit x inzidierenden Kanten durch r Dreiecke �uberdecken, diejeweils x und eine Matchingkante aus M enthalten. Die restlichen �n2 � � r Kanten f�ugtman als solche zur �Uberdeckung hinzu. Dadurch sind die mit x inzidierenden Kanten ins-gesamt durch h�ochstens �n2 � viele Kanten und Dreiecke �uberdeckt. Schlie�lich kann derverbleibende Graph G[V � x] nM nach Induktionsvoraussetzung wieder durch h�ochstensj (n�1)24 k viele disjunkte Kanten und Dreiecke �uberdeckt werden. 21f�ur eine Verallgemeinerung siehe [Bol78a, Theorem VI.1.14]



12.1. CLIQUEN�UBERDECKUNG UND SCHNITTGRAPH-DARSTELLUNG 329Da die vollst�andig bipartiten Graphen Kr;r bzw. Kr;r+1 gerade bn24 c viele Kanten haben,ist die Schranke (12.3) wegen Lemma 12.1.4 scharf.2 Andererseits ist nat�urlich jede Kantein einer maximalen Clique enthalten, so da� die Menge der maximalen Cliquen eines Gra-phen trivialerweise eine Kanten-Cliquen�uberdeckung bildet. Folglich wird die Absch�atzung(12.3) f�ur Graphen mit wenigen maximalen Cliquen, wie z.B. den Kn oder die Klasse derchordalen Graphen (vgl. Proposition 7.2.15), beliebig schlecht. Es liegt daher nahe, zuuntersuchen, wieviele Cliquen der Greedy-Algorithmus ausw�ahlt, der schlichtweg in je-dem Schritt eine maximale Clique im Restgraphen konstruiert und deren Kanten aus demGraphen entfernt, bis der Graph leer ist. O�enbar sind die derart konstruierten Cliquendisjunkt, d.h. es wird sogar eine Cliquenpartition von E(G) gebildet. Jede Cliquenpartitionder Kantenmenge eines Graphen G, die auf diese Weise zustande kommen kann, nennenwir eine Greedy-Cliquenzerlegung von E(G).Auch dieser Algorithmus partitioniert die Kantenmenge eines Graphen in h�ochstensbn24 c viele Cliquen (was wie eben auch bestm�oglich ist).Satz 12.1.14 (McGuinness 1994) Jede Greedy-Cliquenzerlegung der Kantenmenge Eeines Graphen G enth�alt h�ochstens n2=4 viele Cliquen.3Beweis durch Induktion nach n. F�ur n = 1; 2 ist die Aussage trivial. Sei also C eine Greedy-Cliquenzerlegung von E(G), n � 3. Wenn jede Clique aus C mindestens 3 Knoten besitztund also auch mindestens drei Kanten enth�alt, folgt sofort jCj � m3 � n(n�1)6 < n2=4. Wirnehmen also o.B.d.A. an, da� es eine Clique Quv = fu; vg 2 C gibt, die aus nur einereinzigen Kante besteht. Aufgrund der Beziehung$n24 % = $(n� 2)24 %+ (n� 1) (12.4)ist hier die Idee, die Knoten u und v aus G zu entfernen. Da die Cliquen aus C die Kantenvon G partitionieren, enth�alt keine Clique au�er Quv beide Knoten u und v. BezeichneCuv � C�Quv die Menge der Cliquen, die genau einen der Knoten u und v enthalten (undmindestens einen weiteren aus V � u� v). Wir behaupten, da�jCuvj � n� 2: (12.5)Damit geht der Induktionsschlu� wie folgt zu Ende. Seien F die Kanten in E, die von denCliquen Cuv + Q �uberdeckt werden. Nach De�nition von Cuv enth�alt F alle mit u oder vinzidierenden Kanten von G. C � Cuv � Quv stellt aber eine Greedy-Cliquenzerlegung desGraphen (V � u � v; E n F ) dar und enth�alt mithin nach Induktionsannahme h�ochstensj (n�2)24 k viele Cliquen. Aus (12.5) und (12.4) folgt somit wie gew�unscht jCj � �n2=4�.Beweis von (12.5). Hierzu geben wir eine injektive Abbildung� : Cuv ! (�(u) [ �(v))� u� van. Sei Q 2 Cuv eine Clique. Dann enth�alt Q also mindestens eine Kante aus dem SchnitthV � u� v; fu; vgi. Sei w ihr von u und v verschiedener Endknoten.2Frieze und Reed [FR95] bewiesen jedoch, da� die Cliquen�uberdeckungszahl eines zuf�alligen Graphenauf n Knoten (Kantenwahrscheinlichkeit 0 < p < 1 fest) von der Gr�o�enordnung �(n2=(ln n)2) ist, so da�f�ur einen Graphen G "in der Regel\ �e(G) = o(n2) gilt.3Es gilt Gleichheit nur f�ur die Graphen Kbn=2c;dn=2e.



330 KAPITEL 12. �UBERDECKUNGSPROBLEMEFall 1: w 2 �(u)��(v). Setze �(Q) := w.Fall 2: w 2 �(u) \ �(v). Q kann nicht beide Kanten fw; ug und fw; vg enthalten. SeiQwu 2 Cuv diejenige Clique, die die Kante fw; ug enth�alt und Qwv 2 Cuv diejenige, diefw; vg enth�alt. O.B.d.A. trete Qwu in der Greedy-Cliquenzerlegung vor Qwv auf. Danntritt Qwu auch vor Quv = fu; vg in der Greedy-Cliquenzerlegung auf, denn sonst w�areQuv nicht maximal gew�ahlt. Demnach mu� Qwu einen Knoten w0 enthalten, der nicht zuv benachbart ist, denn sonst w�are Qwu nicht maximal gew�ahlt. Setze in diesem Fall also�(Q) := ( w falls Q = Qwv ,w0 falls Q = Qwu.Die Injektivit�at von � ist damit o�ensichtlich. 2Die letzten beiden Ergebnisse kontrastieren zum folgenden NP-Vollst�andigkeitsresultat.Satz 12.1.15 (Holyer 1981a) Die folgenden Probleme sind NP-vollst�andig f�ur einenGraphen G = (V;E). Gibt es eine Partition von E in (i) Dreiecke (ii) maximale Cliquen?(iii) Partitioniere E in minimal viele Cliquen. 2Anmerkungen und �UbungEs gibt einen polynomiellen Algorithmus, der die Kantenmenge eines Graphen so in Cliquen par-titioniert, da� die Summe der Kardinalit�aten der Cliquen h�ochstens bn2=2c betr�agt [Su95].Wegen �(G) � �(G) � �(G) bilden die Graphenparameter �(G) und �(G) untere Schranken f�urdie Schnittzahl �(G) eines Graphen G. Die folgende �Ubung zeigt, da� die beiden unteren Schrankengleichzeitig angenommen werden und da� f�ur solche Graphen jede minimumCliquen-Kanten�uber-deckungen ausschlie�lich aus maximalen Cliquen besteht (trivialerweise gilt zudem: �(G) = O(n)).�Ubung 12.1.16 (Choudum, Parthasarathy, Ravindra 1975) Sei G ein Graph ohne isolierteKnoten. Dann sind �aquivalent:(i) �(G) = �(G);(ii) �(G) = �(G);(iii) Jede minimum Cliquen-Kanten�uberdeckung C von G hat die GestaltC = f�(v) + vj (v 2 S � V ) ^ (jSj = �(G))g.12.2 Erkennung von LinegraphenLinegraphen sind nach De�nition genau die Graphen G, die eine Schnittgraph-Darstellung(Sv)v2V besitzen, in der alle Sv verschieden und zweielementig sind: man w�ahle Sv =fx; yg, falls v der Kante fx; yg in dem Graphen entspricht, dessen Linegraph G ist.Aus Satz 12.1.7 erhalten wir daher die folgende, �aquivalente Charakterisierung derje-nigen Graphen, welche Linegraphen anderer Graphen sind.Satz 12.2.1 (Krausz 1943) Ein Graph ist Linegraph (eines Graphen) genau dann, wennsich seine Kantenmenge so in Cliquen zerlegen l�a�t, da� jeder Knoten in h�ochstens zweiendieser Cliquen vorkommt. 2



12.3. PRIMAL-DUAL APPROXIMATIONSALGORITHMEN 331�Ubung 12.2.2 (Poljak, R�odl, Turz��k 1981) Das Problem, zu entscheiden, ob f�ureinen Graphen G und ein k 2 IIN eine Cliquen�uberdeckung fCigi2I von G mit jCij � kexistiert, ist NP-vollst�andig. [Hinweis: durch Reduktion von Vertex Clique Partition.Zu einer Eingabe G konstruiere einen Graphen H mit �(G) = ccw(H)� n, wobei ccw(H)das minimale k, so da� H eine Cliquen�uberdeckung fCigi2I besitzt mit jCij � k.] 2Die Autoren zeigten ebenso, da� f�ur einen Graphen G bereits die Frage nach derExistenz einer Schnittgraph-Darstellung mit verschiedenen dreielementigen Mengen Sv,v 2 V , NP-vollst�andig ist. Wir wollen hier im Gegensatz dazu zeigen, da� Linegraphenin polynomieller Zeit erkannt werden k�onnen. Derartige Algorithmen wurden von Lehot[Leh74] und Van Rooij und Wilf [RW65] angegeben. Roussopoulos [Rou73] gab denersten linearen Algorithmus an.12.3 Primal-dual ApproximationsalgorithmenIn einer Reihe von herausragenden Arbeiten gelang es in den Jahren 1991 bis 1995, Ap-proximationsalgorithmen f�ur Probleme des Survivable Network Designs zu entwer-fen. Hierbei geht es um die Konstruktion von ausfallsicheren Verbindungsnetzwerken, mitAnwendungen z.B. in der Telekommunikation. All diese Algorithmen verwenden die so-genannte primal-dual Methode, ein sehr m�achtiges Paradigma f�ur den Entwurf von Ap-proximationalgorithmen f�ur eine Vielzahl von Optimierungsproblemen { nachdem Appro-ximationsalgorithmen bisher in der Regel speziell auf ein einziges Problem zugeschnittenwaren und dessen problemspezi�sche Eigenschaften ausnutzten.Wir entwickeln die wichtigsten Design-Regeln dieser Methode an einfachen Beispielenbis hin zur Approximation von proper 0-1-Funktionen und der Approximation von IIN-wertigen proper Funktionen, wenn in der L�osung Mehrfachkanten erlaubt sind. UnsereDarstellung orientiert sich in starkem Ma�e an [GW96].12.3.1 Der primal-dual Algorithmus der Linearen OptimierungBei einem linearen Programm ist zu einer m � n-Matrix A, einem Zielfunktionsvektorc 2 Qn+ und einer sogenannten rechten Seite b 2 Qm ein Vektor x 2 Qn gesucht, der daslineare Funktional cTx unter folgenden linearen Nebenbedingungen minimiert:min cTxs:t: Ax � bx � 0 (P)



332 KAPITEL 12. �UBERDECKUNGSPROBLEME(die Ungleichungen sind komponentenweise zu verstehen). Dieses Problem ist eng ver-kn�upft mit dem folgenden: max yT bs:t: yTA � cy � 0: (D)Das Minimierungsproblem hei�t auch das primale, das Maximierungsproblem das dualeProgramm (bzw. umgekehrt). Wenn x eine zul�assige L�osung von (P) (d.h. x 2 Qn erf�ulltdie Nebenbedingungen des primalen Programms) und y eine zul�assige L�osung von (D)(d.h. y 2 Qm erf�ullt die Nebenbedingungen des dualen Programms) ist, so gilt f�ur dieentsprechenden Zielfunktionswerte:yT b � yTAx � cTx: (12.6)Diese Beziehung nennt man auch die sogenannte schwache Dualit�at. Insbesondere ist alsodas Maximum von (D) h�ochstens so gro� wie das Minimum von (P), falls beide endlichsind. Der starke Dualit�atssatz besagt hingegen, da� die beiden Optima �ubereinstimmen,wenn (P) und (D) nur jeweils �uberhaupt zul�assige L�osungen besitzen (siehe z.B. [Chv83]).Ein Paar zul�assiger L�osungen x und y von (P) bzw. (D) l�a�t sich anhand der sogenanntenprimalen und dualen komplement�aren Schlupfbedingungen als Optimall�osungen von (P)bzw. (D) erkennen:Satz 12.3.1 (komplement�arer Schlupf) Seien x und y eine primal bzw. dual zul�assi-ge L�osung von (P) bzw. (D). Dann sind x und y optimal f�ur (P) bzw. (D) genau dann,wenn (yTA�j � cj) xj = 0 f�ur j = 1; : : : ; n;^ (ATi�x� bi) yi = 0 f�ur i = 1; : : : ; m:Beweis. ")\ folgt aus dem starken Dualit�atssatz, "(\ wegen Gleichheit in (12.6). 2Der primal-dual Algorithmus der linearen Programmierung nutzt diese Bedingungen,um Optimall�osungen (gleichzeitig) von (P) und (D) zu berechnen. Er startet mit x = 0und y = 0. Reduktion des gewichteten Problems auf ein ungewichtetes, das sich dannmit kombinatorischen Methoden l�osen l�ast. Beispiel: maximum Matching in bipartitenGraphen.12.3.2 Hitting Set, Node Cover und Dominating SetEin Hypergraph H = (U;F) besteht aus einer Menge U = fu1; : : : ; ung, dem sogenanntenUniversum, und einer Menge F = fF1; : : : ; Fmg von Teilmengen von U , den sogenanntenHyperkanten. Ein Graph ist also ein spezieller Hypergraph mit F � �U2�. Dem NodeCover-Problem auf Graphen entspricht auf Hypergraphen das ProblemHitting Set:INSTANZ: ein knotengewichteter Hypergraph (U;F ; c), c : U ! Q+,L�OSUNGEN: A � U , so da� A \ F 6= ; f�ur alle F 2 F ,ZIELFUNKTION: minimiere c(A) := Pu2A cu.



12.3. PRIMAL-DUAL APPROXIMATIONSALGORITHMEN 333Es l�a�t sich wie folgt als ein ganzzahliges lineares Programm (IP) schreiben:min cTxs:t: x(F ) � 1 F 2 Fxu 2 f0; 1g u 2 U; (IP)wobei x(F ) := Pu2F xu. Durch Relaxation der Ganzzahligkeitsbedingungen erhalten wirdas folgende lineare Programm (LP): min cTxs:t: x(F ) � 1 F 2 Fxu � 0 u 2 U: (LP)Sein Dual (D) lautet: max yT1 =PF2F yFs:t: PF3u yF � cu u 2 UyF � 0 F 2 F : (D)Wir konstruieren nun mit der primal-dual Methode simultan eine (ganzzahlige) L�osung xf�ur (LP) und eine L�osung y f�ur (D). Aufgrund der NP-Vollst�andigkeit von Hitting Setwerden wir allerdings nicht beide komplement�aren Schlupfbedingungen erf�ullen k�onnen.Eine Optimall�osung von (LP) wird schlie�lich i.a. nicht einmal ganzzahlig sein. Wir re-laxieren daher die dualen komplement�aren Schlupfbedingungen, wir erzwingen aber dieprimalen komplement�aren Schupfbedingungen.Regel 1. Man starte mit der i.a. unzul�assigen primalen L�osung x � 0 und der dualzul�assigen L�osung y � 0 und bleibe stets dual zul�assig.Regel 2. Die primale L�osung x erf�ulle zu allen Zeiten die primalen komplement�arenSchlupfbedingungen. Erh�ohe daher eine Koordinate xu nur dann auf 1, wenn in der zu-geh�origen dualen Packungsbedingung PF3u yF � cu Gleichheit gilt.Dies f�uhrt uns zu folgendem Algorithmus f�ur Hitting Set. Zu Beginn ist die L�osungA := fu 2 U : xu > 0g die leere Menge. Solange nun A noch nicht zul�assig ist, gibt eseine "verletzte Bedingung\ A \ F 0 = ;. Wir erh�ohen die zu F 0 geh�orige duale VariableyF 0 so weit wie m�oglich, ohne eine der Packungsbedingungen PF3u yF � cu, u 2 F 0, zuverletzen. Dies ist genau dann gew�ahrleistet, wenn der Zuwachs �yF 0 von yF 0 die folgendenBedingungen erf�ullt: XF3u yF + �yF 0 � cu 8u 2 F 0:



334 KAPITEL 12. �UBERDECKUNGSPROBLEMEMithin berechnet sich der maximale Zuwachs �yF 0 nach�yF 0 = minu2F 0 fcu � XF3u yF g:Weiterhin gibt es nun (mindestens) ein u 2 F 0, wo das Minimum auf der rechten Seiteangenommen wird. Wegen A \ F 0 = ; ist u 62 A, und wir k�onnen ein solches u unterBeachtung von Regel 2 zu A hinzuf�ugen, und damit die Zul�assigkeit von A schrittweiseverbessern. Unser Algorithmus sieht damit wie folgt aus:FUNCTION Hitting Set (F ; c) : 2U;BEGINA := ;;FOR F 2 F DO yF := 0;WHILE 9F 0 2 F : A \ F 0 = ; DO BEGINferh�ohe yF 0 bis PF3u yF = cu f�ur ein u 2 F 0:gyF 0 := yF 0 +min fcu �PF3u yF : u 2 F 0g;A := A+ u;END;Hitting Set:= A;END;Beachte, da� f�ur ein u 2 A die komplement�are Schlupfbedingung PF3u yF = cu ab demAugenblick, in dem wir u in A aufnehmen, f�ur den gesamten Rest des Algorithmus g�ultigbleibt, weil f�ur jedes F , das u enth�alt, F \A 6= ; und daher die zugeh�orige duale VariableyF nicht mehr erh�oht wird.Nach Konstruktion ist die zur�uckgegebene L�osung A zul�assig. Da h�ochstens n Elementein A aufgenommen werden, wird die WHILE-Schleife O(n)-mal durchlaufen. Beachte jedoch,da� F exponentiell in n viele Hyperkanten enthalten kann. Wie wir sp�ater sehen werden,kann der Test auf Zul�assigkeit vonA und ggf. das Finden einer vonA noch nicht getro�enenHyperkante F 0 2 F im Kopf der WHILE-Schleife in vielen interessanten Anwendungenin (in n) polynomieller Zeit ausgef�uhrt werden. �Uberlegen wir uns daher, wie auch dieMinimumbildung in (in n) polynomieller Zeit vonstatten gehen kann. Man ersieht, da� diedualen Variablen yF stets nur in der Form PF3u yF , also summiert an einem bestimmtenu 2 U ben�otigt werden. Es liegt also nahe, die Summend(u) := XF3u yF ; u 2 U;fortzuschreiben.Regel 3. Verwalte die nicht-negativen Komponenten von y implizit.Dies f�uhrt zu folgendem modi�zierten Algorithmus.FUNCTION Efficient Hitting Set (F ; c) : 2U;BEGINA := ;;fsetze implizit yF = 0 f�ur alle F 2 F:gFOR u 2 U DO d(u) := 0;WHILE 9F 0 2 F : A \ F 0 = ; DO BEGIN



12.3. PRIMAL-DUAL APPROXIMATIONSALGORITHMEN 335� := min fcu � d(u) : u 2 F 0g;A := A+ argmin fcu � d(u) : u 2 F 0g;ferh�ohe implizit yF 0 um �:gFOR u 2 F 0 DO d(u) := d(u) + �;END;Efficient Hitting Set:= A;END;Satz 12.3.2 (Bar-Yehuda, Even 1981) Efficient Hitting Set ist ein O(nm)-Approximationsalgorithmus f�ur Hitting Set mit G�uteratio maxfjF j : F 2 Fg.Beweis. Da wir die primalen komplement�aren Schlupfbedingungen erzwangen, k�onnen wirdie Kosten der L�osung A wie folgt schreiben:c(A) = Xu2A cu = Xu2A XF3u yF = XF2F jA \ F jyF :Da andererseits y eine dual zul�assige L�osung von (D) ist, nach dem schwachen Dualit�atssatzder Optimalwert Z�D des dualen Programms h�ochstens so gro� wie der Optimalwert Z�LPdes primalen Programms (LP) ist, und (LP) schlie�lich eine Relaxierung von (IP) ist, gilt:XF2F yF � Z�D � Z�LP � Z�IP :Es folgt also c(A) � maxfjF \Aj : F 2 Fg �Z�IP : 2Anwendungen. Das knotengewichtete Knoten�uberdeckungsproblem Weighted NodeCover l�a�t sich als ein Hitting Set Problem au�assen, bei dem zu einem Graph G =(V;E; c) mit Knotengewichten c : V ! Q+ als Eingabe eine Knotenmenge C � Vminimalen Gewichts c(C) :=Pv2C c(v) gesucht ist, die alle Kanten fu; vg 2 E tri�t. Hiergilt o�enbar maxfjF j : F 2 Fg = 2, womit obiger Satz das folgende Korollar nach sichzieht.Korollar 12.3.3 Efficient Hitting Set ist ein 2-Approximationsalgorithmus f�urWeighted Node Cover und kann mit linearer Laufzeit implementiert werden.Es ist sehr instruktiv, den Algorithmus Greedy Point Cover wie auch den Beweisseiner G�uteratio noch einmal speziell f�ur das Problem Weighted Node Cover auf-zuschreiben (�Ubung). Man vergleiche diesen Approximationsalgorithmus f�ur WeightedNode Cover mit den Formulierungen in [GP86, Gon95], siehe auch [Cla83].Das knotengewichtete Dominating Set Problem l�a�t sich als ein Hitting Set Pro-blem modellieren, bei dem eine Knotenmenge D � V minimalen Gewichts gesucht ist, diealle Mengen der Form �(v) + v, v 2 V , tri�t. Aus Satz 12.3.2 folgt unmittelbar dasKorollar 12.3.4 Sei � 2 IIN eine nat�urliche Zahl und G eine Graphenklasse mit �(G) �� f�ur alle G 2 G. Dann ist Efficient Hitting Set ein (�+1)-Approximationsalgorith-mus f�urWeighted Dominating Set auf G und kann mit linearer Laufzeit implementiertwerden.



336 KAPITEL 12. �UBERDECKUNGSPROBLEMENicht-Approximierbarkeit. Auf der negativen Seite wissen wir, da� Node Cover MAX-SNP-vollst�andig ist. Papadimitriou und Yannakakis [PY91] konnten zeigen, da� auchDominating Set bei beschr�ankten Knotengraden MAX-SNP-vollst�andig ist. Aus Satz11.1.3 schlie�en wir, da�, w�ahrend es f�ur beide Probleme einen Approximationsalgorithmusmit konstanter G�uteratio gibt, keines von beiden ein PAS besitzt (au�er P=NP).�UbungenSei F = Vmj=1Cj eine Instanz von 2-Sat, d.h. eine Boolesche Formel in CNF �uber den Varia-blen fx1; : : : ; xng, wobei jede Klausel Cj die Konjunktion von jeweils nur h�ochstens zwei Literalenist. c 2 Qn+ sei eine Gewichtung der Booleschen Variablen. Beim OptimierungsproblemMinimum(bzw. Maximum) Cost 2-Sat ist f�ur eine erf�ullbare 2-Sat-Formel F eine erf�ullende Wahrheits-wertebelegung x 2 f0; 1gn gesucht, die Pni=1 cixi minimiert (bzw. maximiert).�Ubung 12.3.5 a) Minimum Cost 2-Sat und Maximum Cost 2-Sat sind NP-vollst�andig.[Hinweis: formuliere die Probleme Node Cover und Independent Set entsprechend]b) Es gibt einen 2-Approximationsalgorithmus f�ur Minimum Cost 2-Sat [GP92].[Hinweis: schreibe das Problem als ganzzahliges lineares Programm und runde eine fraktionaleL�osung der LP-Relaxation. Nur ein Typ von Klauseln bereitet Schwierigkeiten { verwende Satz1.4.8]Beim ProblemMin Sat ist eine Wahrheiswertebelegung der Booleschen Variablen einer BooleschenFormel in CNF gesucht, die die Anzahl der erf�ullten Klauseln minimiert. Wie die n�achste �Ubungzeigt, kann Min Sat genauso gut approximiert werden wie Node Cover.�Ubung 12.3.6 [MR96] a) Eine Min Sat Formel besitzt genau dann eine Wertebelegung, diekeine ihrer Klauseln erf�ullt, wenn jede Variable xi, 1 � i � n, ausschlie�lich in positiver oderausschlie�lich in negierter Form auftritt.b) Zu einerMin Sat Formel F konstruiere einen Hilfgraphen H(F ) auf der Menge C der Klauselnvon F wie folgt: zwei Klauseln C1 und C2 sind in H(F ) durch eine Kante verbunden genau dann,wenn es eine Variable gibt, die in einer der beiden Klauseln positiv und in der anderen negiertauftritt. Es bezeichne OPT (F ) die minimale Anzahl von Klauseln, die von einer Wertebelegungf�ur F erf�ullt werden. Dann gilt OPT (F ) = � (H(F )).c) Wenn Approx NC ein Approximationsalgorithmus f�ur Node Cover mit G�uteratio r ist, soist PROCEDURE MR Min Sat (F );BEGINkonstruiere den Hilfgraphen H(F );U := Approx NC(H(F ));konstruiere eine Wertebelegung f�ur F,die keine der Klauseln aus C n U erf�ullt;END;ein Approximationsalgorithmus f�ur Min Sat mit G�uteratio r.d) Wenn es einen Approximationsalgorithmus mit G�uteratio r f�ur Min Sat gibt, dann gibt esauch einen Approximationsalgorithmus mit G�uteratio r f�ur Node Cover. [Hinweis: zu einemgegebenen Graphen G konstruiere eine Boolesche Formel F , so da� H(F ) = G.]12.3.3 Shortest PathWir kommen nun zu Problemen, wo das Universum U die Menge der Kanten eines GraphenG ist (es ist also insbesondere jU j = m) und die Hyperkanten Schnitte in G sind. L�osungensind nun also Kantenmengen, die alle vorgegebenen Schnitte tre�en. Da jeder Schnitt in



12.3. PRIMAL-DUAL APPROXIMATIONSALGORITHMEN 337G = (V;E) als hS; V n Si dargestellt werden kann f�ur eine Knotenmenge ; 6= S � V ,enthalten solche Hitting Set Probleme also nur h�ochstens 2n�1 � 1 (statt 2m) vieleSchnittbedingungen.Beispielsweise l�a�t sich das Problem Shortest Path, zu gegebenen Knoten s und tin G = (V;E; c), c : E ! Q+, einen (bez�uglich c) k�urzesten s� t�Pfad in G zu �nden, alsderartiges Hitting Set-Problem au�assen. Mit den Bezeichnungen�(S) := ffu; vg 2 Ej u 2 S ^ v 62 Sg = hS; V n Sif�ur den Co-Rand einer Knotenmenge ; 6= S � V und x(F ) := Pe2F xe f�ur eine Kanten-menge F � E ist Shortest Path �aquivalent zu dem ganzzahligen Optimierungsproblem:min cTxs:t: x(�(S)) � f(S) ; 6= S � Vxe 2 f0; 1g e 2 E; (IP)wobei die Funktion f : 2V ! f0; 1g de�niert ist durch:f(S) := ( 1 falls jS \ fs; tgj = 1,0 sonst.f ist also gerade die Inzidenzfunktion aller Schnitte �(S) = hS; V nSi, die von einer L�osungA := fe 2 E : xe = 1g von (IP) zu tre�en sind. O�enbar ist jede inklusionsweise minimaleL�osung A von (IP) ein Wald in G, weil ein Kreis jeden Schnitt in einer geraden Anzahl vonKanten schneidet, so da� bedenkenlos eine beliebige Kante aus dem Kreis entfernt werdenk�onnte. Wir indenti�zieren im folgenden wechselseitig eine (nicht notwendig zul�assige)L�osung x : E ! f0; 1g von (IP) mit der Menge A � E, deren Inzidenzfunktion x ist. Wiridenti�zieren weiter Mengen ; 6= S � V mit den entsprechenden Schnitten in G und sagen,eine Menge S sei verletzt, falls die aktuelle L�osung A � E den Schnitt (die Hyperkante)�(S) = hS; V n Si nicht tri�t.Man beachte, da� es in der Formulierung (IP) f�ur jeden Schnitt �(S) = hS; V n Si inG mit f(S) > 0 zwei identische Ungleichungen gibt { eine f�ur S und eine f�ur V n S. Diezugeh�origen dualen Variablen seien yS und yV nS . Der Wert y�(S) ergibt sich damit ausy�(S) = yS + yV nS . Das Dual der LP-Relaxation von (IP) lautet mithinmax P;6=S�V f(S) ySs:t: P�(S)3e yS � ce e 2 EyS � 0 ; 6= S � V: (D)Die primal-dual Methode konstruiert nun, beginnend mit der leeren Menge A := ;,einen Wald A in G, der einen s� t�Pfad enth�alt. Doch statt einer beliebigen, wird nun injedem Schritt eine inklusionsweise minimale verletzende Menge S gew�ahlt und eine Kante



338 KAPITEL 12. �UBERDECKUNGSPROBLEMEaus dem Schnitt hS; V n Si zu A hinzugef�ugt. Mit der Setzung Cs := fsg und Ct := ftggibt es zu Beginn also nur die beiden verletzten Mengen Cs und Ct. Der primal-dualApproximationsalgorithmus w�ahle nun beispielsweise die verletzte Menge Cs aus. Nunwird yCs erh�oht, bis yCs = ce0 f�ur eine Kante e0 2 �(Cs), d.h. eine mit s inzidierendeKante. Eine solche Kante e0 = fs; vg wird sodann in A aufgenommen; wir setzen Cs :=Cs + v und d(e) := d(e) + ce0 f�ur alle mit s inzidierenden Kanten. Wenn man die Kostence als Entfernung zwischen den Endknoten der Kante e interpretiert, so kann man sichvorstellen, da� wir nun auf den Kanten e 2 �(Cs) bereits einen Abschnitt der L�anged(e) in Richtung t gegangen sind. In den n�achstfolgenden Schritten wird entsprechendjeweils eine Kante e 2 �(Cs) (bzw. e 2 �(Ct)) zu A hinzugef�ugt, f�ur die die L�ange ce �d(e) des noch abzuschreitenden Weges auf e k�urzestm�oglich unter allen Kanten in �(Cs)(bzw. �(Ct)) ist. Es gibt somit zu allen Zeiten genau zwei minimale verletzte Schnitte(n�amlich Cs und Ct), und das Verfahren endet, sobald eine Kante Cs und Ct vereinigt.Der Leser wird den Algorithmus von Dijkstra wiedererkennen { mit der Modi�kation,da� sich der Algorithmus hier gewisserma�en symmetrisch von beiden Seiten (s und t)gleichzeitig auf einander zu bewegt, statt sich von s nach t vorzuarbeiten. Diese Variante,auch Bidirektionale Suche genannt, geht auf Nicholson [Nic66] zur�uck.Zu beachten ist, da� am Schlu�, um wirklich einen s � t�Pfad auszugeben, noch red-undante Kanten aus A entfernt werden m�ussen. In diesem Fall ist die inklusionsweiseminimale zul�assige Teill�osung A0 von A eindeutig bestimmt. Man beachte ferner, da� f�urjede Kante e 2 A unabh�angig von den restlichen Kanten aus A entschieden werden kann,ob e 2 A0: es ist e 2 A0 genau dann, wenn A � e noch zul�assig ist (d.h. den s � t�Pfadenth�alt).Da yS nur positiv ist f�ur Mengen ; 6= S � V , die im Verlauf des Algorithmus als Csoder Ct auftraten, und der schlie�lich ausgegebene s � t�Pfad A0 diese Mengen genaueinmal verl�a�t, erf�ullt A0 auch die dualen komplement�aren Schlupfbedingungen. Aus demSatz �uber den komplement�aren Schlupf 12.3.1 folgt, da� A0 eine Optimall�osung von (IP)darstellt. Wir erhalten also einen alternativen Beweis der Korrektheit des Algorithmusvon Dijkstra.Halten wir schlie�lich die gefundenen zus�atzlichen Regeln f�ur den Entwurf von primal-dual Approximationsalgorithmen fest:Regel 4. Erh�ohe die Zul�assigkeit einer L�osung nur an (inklusionsweise) minimal verletz-ten Mengen.Regel 5. Berechne am Schlu� aus der konstruierten zul�assigen L�osung A � E eineinklusionsweise minimale zul�assige Teill�osung A0 � A.12.3.4 Das Generalized Steiner Tree ProblemWir betrachten in diesem Abschnitt das folgende ganzzahlige Optimierungsproblem.min cTxs:t: x(�(S)) � f(S) ; 6= S � Vxe 2 f0; 1g e 2 E (IP)



12.3. PRIMAL-DUAL APPROXIMATIONSALGORITHMEN 339f�ur eine Funktion f : 2V ! f0; 1g. f ist also gerade die Inzidenzfunktion aller Schnitte�(S) = hS; V n Si, die von einer L�osung A := fe 2 E : xe = 1g von (IP) zu tre�en sind.Man beachte, da� es in der Formulierung (IP) f�ur jeden Schnitt �(S) = hS; V n Si zweiidentische Ungleichungen gibt { eine f�ur S und eine f�ur V n S. Die zugeh�origen dualenVariablen sind yS und yV nS . Der Wert y�(S) ergibt sich aus y�(S) = yS + yV nS . Das Dualder LP-Relaxation von (IP) lautet damitmax P;6=S�V f(S) ySs:t: P�(S)3e yS � ce e 2 EyS � 0 ; 6= S � V: (D)Eine Knotenmenge S � V , f(S) > 0, hei�t verletzt, falls A \ �(S) = ; (die L�osung Averletzt also die Bedingung x(�(S)) � f(S) und ist daher nicht zul�assig).Da es f�ur allgemeine 0-1-Funktionen f schwer sein kann, die Zul�assigkeit einer L�osungA � E zu testen bzw. einen verletzten Schnitt �(S) zu �nden (vgl. z.B. die Funktion f ,die nur auf einem einzigen Schnitt (S0; V nS0) ungleich Null ist), beschr�anken wir uns aufdie Untersuchung von sogenannten proper Funktionen.De�nition 12.3.7 Eine Funktion f : 2V ! IIN hei�t proper, falls(P1) f(V ) = 0;(P2) [Symmetrie] f(S) = f(V n S) f�ur alle ; 6= S � V ;(P3) [Maximalit�at] max ff(A); f(B)g � f(A [B) f�ur alle A;B � V mit A \B = ;.Bedingung (P3) ist f�ur eine 0-1-Funktion f o�enbar �aquivalent zuf(A [B) = 1 ) (f(A) = 1)_ (f(B) = 1) 8 A;B � V : A \B = ;: (12.7)Die Bezeichnung Generalized Steiner Tree f�ur das Problem (IP) mit proper 0-1-Funktion f r�uhrt daher, da� es insbesondere das Problem Steiner Tree (und mithin auchMinimum Spanning Tree oder Shortest Path) verallgemeinert. Zu einer Terminal-menge ; 6= T � V sind beim Problem Steiner Tree die Schnitte f�(S) : ; 6= S\T 6= Tgvon einer L�osungA � E zu tre�en. Die zugeh�orige Inzidenzfunktion f ist o�ensichtlich pro-per. Goemans und Williamson [GW95] bezeichnen Probleme der Form (IP) mit proper0-1-Funktion f auch als "constrained forest problems\, da alle (inklusionsweise) minima-len L�osungen von (IP) o�enbar W�alder sind. Beispielsweise kann man beim GeneralizedSteiner Tree Problem nach einem Wald A � E minimalen Gewichts fragen, so da� dieKnoten von k Terminalmengen S1; : : : ; Sk in (V;A) jeweils untereinander verbunden sind.Das folgende Lemma zeigt, da� die Bedingung der Maximalit�at (P3) eine e�zienteCharakterisierung der (inklusionsweise) minimal verletzten Mengen erm�oglicht. Inklusi-onsweise minimal verletzte Mengen nennen wir im folgenden kurz aktive Mengen, da wirdie aktuelle L�osung A noch um mindestens eine Kante aus ihrem Schnitt erweitern m�ussen.Lemma 12.3.8 Es erf�ulle f : 2V ! f0; 1g die Maximalit�atsbedingung (P3), und sei A �E eine L�osung von (IP). Dann gilt:



340 KAPITEL 12. �UBERDECKUNGSPROBLEME(i) Die aktiven Mengen bez�uglich A sind Zusammenhangskomponenten von (V;A);(ii) A ist zul�assig genau dann, wenn f(N) = 0 f�ur alle Zusammenhangskomponenten Nvon (V;A).Beweis. Sei S � V eine verletzte Menge, d.h. es gelte f(S) = 1, aber A \ �(S) = ;.Dann gilt f�ur jede Zusammenhangskomponente C � V von (V;A) o�enbar: entwederenth�alt S die Zusammenhangskomponente C ganz oder gar nicht. S ist also die Vereinigungvon Zusammenhangskomponenten von (V;A). Nach Bedingung (P3) gilt f(C) = 1 f�urmindestens eine Zusammenhangskomponente C � S von (V;A). Wegen �(C) \ A = ; istalso auch die Menge C verletzt. 2Die Menge der minimalen verletzten Mengen l�a�t sich daher e�zient berechnen: man h�altsich hierzu lediglich stets die Menge C der Komponenten von (V;A) zur Verf�ugung bereit.Zu Beginn ist dies, da wir mit y � 0 starten, die Menge C := ffvg : v 2 V g, bei Aufnahmeeiner Kante fu; vg in die L�osung werden die beiden (verschiedenen) Komponenten, indenen u bzw. v liegen, verschmolzen.Da es in jedem Schritt i.a. mehrere aktiven Mengen gibt, mu� der primal-dual Appro-ximationsalgorithmus nun die L�osung y des dualen Problems in jedem Schritt auf allenaktiven Komponenten gleichzeitig und gleichm�a�ig erh�ohen (bis eine Packungsbedingungscharf wird).Regel 6. Erh�ohe die dualen Variablen in jedem Schritt gleichm�a�ig auf allen aktivenMengen.Die dualen Variablen werden implizit gehalten durchX�(S)3e y�(S) = X�(S)3e yS = d(i) + d(j) (12.8)f�ur eine Kante e = fi; jg, wobei d(v) := XS3v yS :Zum besseren Verst�andnis berechnen wir den Wert LB := P;6=S�V f(S) yS der dualzul�assigen L�osung y mit. Der primal-dual Approximationsalgorithmus f�ur GeneralizedSteiner Tree hat damit folgende Gestalt:FUNCTION Approx Proper 0-1 (G; c; f) : 2E;BEGINA := ;; fprimale Startl�osunggfsetze implizit yS = 0 f�ur alle ; 6= S � V :gFOR v 2 V DO d(v) := 0;LB := 0;C := ffvg : v 2 V g; fZusammenhangskomponenten von (V;A)gWHILE 9C 2 C : f(C) = 1 DO BEGINfinde eine Kante e = fi; jg, i 2 Ci 6= Cj 3 j, die� := ce�d(i)�d(j)f(Ci)+f(Cj) minimiert;A := A+ e;ferh�ohe y gleichm�a�ig auf allen aktiven Komponenten:g



12.3. PRIMAL-DUAL APPROXIMATIONSALGORITHMEN 341FOR C 2 C : f(C) = 1 DOfsetze implizit yC := yC + �gFOR v 2 C DO d(v) := d(v) + �;LB := LB + � �PC2C f(C);C := C � Ci � Cj + (Ci [ Cj);END;A0 := fe 2 A : f(N) = 1 f�ur eine Komponente N von (V;A� e)g;Approx Proper 0-1:= A0;END;Wir untersuchen im folgenden nacheinander Korrektheit, Approximationsg�ute und Lauf-zeit von Approx Proper 0-1.Korrektheit. Es ist unmittelbar einsichtig, da� wir Regel 6 einhalten, d.h. da� wir diedualen Variablen in jedem Schritt gleichm�a�ig auf allen aktiven Mengen erh�ohen. Da dieWHILE-Schleife nur betreten wird, wenn es noch aktive Komponenten gibt, in das Minimum� endlich. Insbesondere verbindet e stets eine aktive Komponente mit einer anderen (nichtnotwendig aktiven), so da� die Anzahl aktiver Komponenten schwach monoton f�allt. Fernerfolgt, da� die Menge A stets einen Wald auf der Knotenmenge V darstellt.Weiter gilt o�ensichtlich in der Tat zu jedem Zeitpunkt d(v) := PS3v yS . Mithin giltf�ur jede Kante e = fi; jg, solange i und j in verschiedenen Komponenten von (V;A) liegen,Gleichung (12.8). Damit kann die duale L�osung y genau dann gleichm�a�ig auf allen aktivenKomponenten um einen Wert � > 0 erh�ohen werden, ohne die duale Zul�assigkeit, d.h. diePackungsbedingungen auf Kanten zwischen betro�enen Komponenten, zu verletzen, wenngilt: d(i) + d(j) + �f(Ci) + �f(Cj) � ce 8e = fi; jg : i 2 Ci 6= Cj 3 j:Somit wird � vom AlgorithmusApprox Proper 0-1 korrekt berechnet und Regel 1 (dualeZul�assigkeit) eingehalten. Durch die Wahl von e wird auch Regel 2 (primale komplement�areSchlupfbedingung) eingehalten: immer, wenn eine Kante e zu A hinzugef�ugt wird, ist dieduale Packungsbedingung zu e mit Gleichheit erf�ullt. Da ihre Endknoten i und j damitin dieselbe Komponente gelangen, wird P�(S)3e yS nie mehr erh�oht, d.h. die Gleichheit inder Packungsbedingung bleibt erhalten.Da ein Wald auf V h�ochstens n � 1 Kanten besitzen kann, wird die WHILE-SchleifeO(n)-mal durchlaufen und, wenn sie verlassen wird, ist A eine primal zul�assige L�osung.Es bleibt, zu zeigen, da� der abschlie�ende Verbesserungsschritt eine (inklusionsweise)minimale, primal zul�assige L�osung A0 liefert. Dies ergibt sich wie folgt aus den Eigenschaf-ten einer proper Funktion.Lemma 12.3.9 (Komplementarit�at) Sei f : 2V ! f0; 1g eine proper Funktion. SeienN � S � V Knotenmengen mit f(S) = 0 und f(S nN) = 0. Dann gilt auch f(N) = 0.Beweis. Angenommen, es g�alte f(N) = 1. Dann ist aufgrund der Symmetrie von febenso 1 = f(N) = f(V nN) = f((V n S) _[(S nN)): Aus der Maximalit�at von f folgtef(V n S) = f(S) = 1 oder f(S nN) = 1, Widerspruch. 2Somit gilt f�ur proper 0-1-Funktionen �ahnlich wie beim Shortest Path Problem:Lemma 12.3.10 Sei f : 2V ! f0; 1g eine proper Funktion und A � E eine zul�assigeL�osung zu (IP). Dann gibt es eine eindeutige inklusionsminimale zul�assige L�osung A0 � A,



342 KAPITEL 12. �UBERDECKUNGSPROBLEMEund es giltA0 = fe 2 A : f(N) = 1 f�ur eine Zusammenhangskomponente N von (V;A� e)g:Beweis. Angenommen B � A ist primal zul�assig und f�ur eine Kante e 2 B ist B� e nochimmer zul�assig. Dann ist o�enbar auch A � e zul�assig. Mithin ist jede zul�assige L�osungB � A Obermenge von A0, und es gen�ugt, die Zul�assigkeit von A0 zu zeigen. Sei N � Veine Zusammenhangskomponente von (V;A0). Nach Lemma 12.3.8 ist f(N) = 0 zu zeigen.Sei C � V die Komponente von (V;A), so da� N � C. Sei �(N) \N = fe1; : : : ; ekg undseien Ni und C nNi die Komponenten von C � ei, so da� N � C nNi. Da A einen Baumauf C aufspannt, gilt C = N [N1 [ : : : [ Nk. Wegen ei 2 A n A0 gilt f(Ni) = 0 f�ur alle1 � i � k, und aus der Maximalit�at von f folgt f(N1 [ : : : [Nk) = 0. Da aufgrund derZul�assigkeit von A zudem f(C) = 0, liefert obiges Lemma schlie�lich f(N) = 0. 2Satz 12.3.11 (Agrawal, Klein, Ravi 1995; Goemans, Williamson 1995)Approx Proper 0-1 ist ein Approximationsalgorithmus f�ur Generalized SteinerTree mit G�utegarantie 2� 2=`, wobei ` := jfv 2 V : f(fvg) = 1gj.Beweis. Da das von Approx Proper 0-1 konstruierte y dual zul�assig ist (Regel 1) undyS > 0 nur, wenn f(S) > 0, giltLB = X;6=S�V yS = X;6=S�V f(S) yS � Z�D = Z�LP � Z�IP ; (12.9)wobei Z�LP bzw. Z�D den Optimalwert der LP-Relaxation von (IP) bzw. dessen Dualsbezeichnen. Da x die primalen komplement�aren Schlupfbedingungen erf�ullt (Regel 2),berechnen sich die Kosten der konstruierten primalen L�osung zuc(A0) = Xe2A0 ce = Xe2A0 X�(S)3e yS = X;6=S�V yS � jA0 \ �(S)j: (12.10)Wir zeigen nun durch Induktion nach der Anzahl Iterationen der WHILE-Schleife, da�X;6=S�V yS � jA0 \ �(S)j � (2� 2=`) � X;6=S�V yS ; (12.11)woraus zusammen mit (12.9) und (12.10) die Behauptung des Satzes folgt. Gleichung(12.11) ist nach der Initialisierungsphase zu Beginn des Algorithmus mit Gleichheit erf�ullt.Es gen�ugt daher, zu zeigen, da� in jedem Durchlauf der WHILE-Schleife die Zuw�achse aufbeiden Seiten von (12.11) PC2Ca �jA0 \ �(C)j � (2� 2=`)jCaj�, PC2Ca jA0 \ �(C)j � (2� 2=`)jCaj (12.12)erf�ullen, wobei Ca := fC 2 C : f(C) = 1g die Menge der aktiven Komponenten von Cbezeichnet (C ist nat�urlich wie im Algorithmus die Menge der Komponenten der zu Beginndes betrachteten Durchlaufs der WHILE-Schleife vorliegenden, noch unzul�assigen L�osung).Um nun (12.12) zu zeigen, betrachte den Graphen H , der von den Kanten SC2C A0 \ �(C)auf der Knotenmenge C induziert wird. Da (V;A) ein Wald ist, ist H ein einfacher Graphund ebenfalls ein Wald. Die Komponenten C 2 C haben in H gerade die KnotengradedH(C) = jA0 \ �(C)j:



12.3. PRIMAL-DUAL APPROXIMATIONSALGORITHMEN 343Aufgrund der Zul�assigkeit von A0 entspricht kein isolierter Knoten von H einer aktivenKomponente C 2 Ca. Entferne alle isolierten Knoten aus H (die also zu inaktiven Kom-ponenten geh�oren). Sei nun V (H) = Va _[Vi die Zerlegung der Knotenmenge von H in dieMenge der aktiven bzw. der inaktiven Komponenten. Nehmen wir f�ur einen Moment an,alle Bl�atter von H seien aktive Komponenten. Dann gilt dH(C) � 2 f�ur alle inaktivenKomponenten C 2 Vi, und wir k�onnen wie folgt absch�atzen:XC2Ca jA0 \ �(C)j = XC2Va dH(C)= XC2Va[Vi dH(C)� XC2Vi dH(C)� 2(jVaj+ jVij � 1)� 2jVij= 2(jCaj � 1)� 2(1� 1=`)jCaj;wobei die letzte Ungleichung gilt, weil die Anzahl der aktiven Komponenten, wie obengesehen, schwach monoton f�allt. Damit ist der Satz gezeigt.Es bleibt also, zu zeigen, da� alle Bl�atter von H zu aktiven Komponenten geh�oren.Angenommen, ein Blatt Cb von H korrespondiert zu einer inaktiven Komponente, d.h. esgilt f(Cb) = 0. Wir zeigen, da� dann der Algorithmus Approx Proper 0-1 im abschlie-�enden Verbesserungsschritt die mit Cb in H inzidierende Kante e aus A entfernt h�atte{ im Widerspruch zu e 2 A0. Sei C � V die Komponente von (V;A) (!), die Cb enth�alt;C ist also die Vereinigung von Komponenten aus C. Da A eine primal zul�assige L�osungist, gilt f(C) = 0. Sei N � V die Zusammenhangskomponente von C � e, die Cb enth�alt,und seien C1; : : : ; Ck { neben Cb { die anderen Komponenten von C in N . Seien e1; : : : ; ehdie Kanten in A, die Cb mit Ci's verbinden, und sei Ni, 1 � i � h, die Komponente vonC � ei, so da� Cb � C nNi. Jedes Ni ist i.a. die Vereinigung von Cj's, und es giltC1 _[ : : : _[Ck = N1 _[ : : : _[Nh = N nCbDa Cb ein Blatt von H ist und H nur Kanten aus A0 enth�alt, sind die Kanten e1; : : : ; eho�enbar vom letzten Schritt des Algorithmus aus A entfernt worden, d.h. es ist ei 2A n A0 f�ur 1 � i � h. Nach De�nition von A0 gilt somit f(Ni) = 0, 1 � i � h. Aus derMaximalit�at von f folgt hieraus f(N) = f(Cb _[N1 _[ : : : _[Nh) = 0, und wegen f(C) = 0mittels Komplementarit�at (Lemma 12.3.9) schlie�lich auch f(C nN) = 0. Also h�atte e imletzten Schritt aus A entfernt werden m�ussen, Widerspruch. 2Proposition 12.3.12 Der Algorithmus Approx Proper 0-1 kann (i.a.) mit LaufzeitO(nm) implementiert werden.Beweis. Die Komponenten C lassen sich mit Hilfe der Datenstruktur, wie sie f�ur denAlgorithmus von Kruskal verwendet wurde, mit Gesamtaufwand O(n logn) verwalten.Die WHILE-Schleife wird h�ochstens (n � 1)-mal durchlaufen, der Aufwand zur Bestim-mung von � und e betr�agt jedesmal O(m). Die Aktualisierung von d kostet jedesmal O(n)Zeit. Die mit der WHILE-Schleife verbundenen Operationen kosten also O(nm) Zeit. Ins-gesamt sind f�ur die Verwaltung der aktiven Komponenten von C h�ochstens 2n� 1 Aufrufevon f n�otig.



344 KAPITEL 12. �UBERDECKUNGSPROBLEMEZur Berechnung von A0 aus A: eine betrachtete Kante e 2 A liege in einer KomponenteC von (V;A). Wegen der Komplementarit�at (beachte f(C) = 0) gen�ugt der Aufruf von ff�ur nur eine Komponente von C � e. Da A ein Wald ist, sind also f�ur den abschlie�endenVerbesserungsschritt vonApprox Proper 0-1 h�ochstens n�1 Auswertungen von f n�otigsowie O(n2) weitere Operationen. Mit Hilfe von Dynamischer Programmierung gen�ugt f�urdiese Operationen sogar O(n) Zeit (�Ubung).F�ur alle interessanten Anwendungen scheint ein Aufruf von f h�ochstens O(n) Zeit zukosten. Die mit Auswertungen von f verbundenen Operationen kosten also (i.a.) O(n2)Zeit. 2Goemans und Williamson [GW95] geben auch eine O(n2 logn)-Implementierung vonApprox Proper 0-1 f�ur d�unne Graphen an.�Ubung 12.3.13 Das Problem Minimum Spanning Tree l�a�t sich als ein ganzzahligesProgramm (IP) formulieren mit der Funktion f de�niert durch f(S) = 1 f�ur alle ; 6= S �V . Man zeige, da� Approx Proper 0-1 in diesem Fall den Algorithmus von Kruskalsimuliert.Weil schnelle exakte Algorithmen f�ur dasMin-Cost Perfect Matching Problem relativaufwendig sind (z.B. der O(n(m+n logn))-Algorithmus von Gabow [Gab90]), sucht manschon seit 15 Jahren nach e�zient(er)en und einfachen Approximationsalgorithmen f�urdieses Problem. Eine interessante Anwendung des Algorithmus Approx Proper 0-1 ist:Korollar 12.3.14 (Goemans, Williamson 1995) Es gibt einen O(nm)-Approxima-tionsalgorithmus f�ur Min-Cost Perfect Matching mit G�uteratio 2 in Graphen G =(V;E; c), deren Gewichtsfunktion c : E ! Q+ die Dreiecksungleichung erf�ullt.Beweis. Sei G = (V;E; c) ein Graph gerader Ordnung. c gen�uge der Dreiecksungleichung.Wir wenden den Algorithmus Approx Proper 0-1 an mit der Funktionf(S) := ( 1 falls jSj ungerade,0 sonst.Der Algorithmus liefert dann eine Kantenmenge A0 � E zur�uck, so da� in (V;A0) jedeKomponente ein Baum auf gerade vielen Knoten ist. Um daraus ein perfektes Matchingzu erhalten, beachte, da� jeder Knoten in (V;A0) ungeraden Grad hat: Ein u 2 V liegein einer Komponente T von (V;A0) und inzidiere mit Kanten fu; vig, i = 1; : : : ; k. DaApprox Proper 0-1 die Kante fu; vig im letzten Schritt (d.h. bei der Berechnung vonA0 aus A) nicht aus A entfernt hat, ist die Funktion f wegen Lemma 12.3.9 auf beidenKomponenten von T � fu; vig gleich 1. Wenn wir u als Wurzel von T au�assen, hat alsof�ur jedes i = 1; : : : ; k der Teilbaum von T , der vi enth�alt, ungerade viele Knoten. Da Tselbst gerade viele Knoten enth�alt, folgt, da� k ungerade ist.F�ur jeden Knoten u in (V;A0), der (ungeraden) Grad gr�o�er als 1 hat, entferne nunsukzessive zwei anliegende Kanten und verbinde stattdessen die entsprechenden Nachbarnvon u durch eine Kante. Aufgrund der Dreiecksungleichung erh�oht sich dadurch das Ge-wicht der L�osung nicht, sie enth�alt aber eine Kante weniger. Da alle Knoten nach wie vorungeraden Grad haben, verbleibt nach O(n) derartigen Schritten ein perfektes Matching.2



12.3. PRIMAL-DUAL APPROXIMATIONSALGORITHMEN 34512.3.5 Survivable Network Design mit MehrfachkantenDas Survivable Network Design Problem ist die Verallgemeinerung des Genera-lized Steiner Tree Problems auf IIN-wertige Funktionen f . Es ist wie folgt de�niert.Gegeben ein Graph G = (V;E; c) mit positiven Kantengewichten c : E ! Q+ und Zahlenrij 2 IIN0 f�ur alle fi; jg 2 �V2�, �nde einen Subgraphen (V;A) von G von minimalem Ge-wicht c(A) :=Pe2A ce, so da� A f�ur jedes Paar fi; jg 2 �V2� mindestens rij kantendisjunktei� j-Pfade enth�alt. Dieses Problem l�a�t sich dank des Satzes 2.2.1 vonMenger wie folgtals ein ganzzahliges lineares Programm schreiben:min cTxs:t: x(�(S)) � f(S) ; 6= S � Vxe 2 f0; 1g e 2 E; (IP)wobei f(S) := max frij : i 2 S; j 62 Sg (beachte, da� diese Funktion f proper ist). Eininteressanter Spezialfall des Survivable Network Design Problems ist das ProblemMin Cost k-Edge-Connected Subgraph, wobei rij � k f�ur alle fi; jg 2 �V2�. Manbeachte, da� es selbst im ungewichteten Fall und f�ur k = 2 NP-schwer ist (Reduktion vonHamiltonian Circuit).Wir behandeln hier die folgende (erheblich einfachere) Relaxation des SurvivableNetwork Design Problems: Wir lassen in der L�osung Mehrfachkanten zu, d.h. wir ap-proximieren das folgende Problem: min cTxs:t: x(�(S)) � f(S) ; 6= S � Vxe 2 IIN0 e 2 E; (IP')wobei f proper. Diese Formulierung modelliert allerdings weniger Ausfallsicherheit (beimehreren, parallel verlegten Leitungen wird die Wahrscheinlichkeit eines Verbindungsaus-falls beispielsweise aufgrund von Bauarbeiten ann�ahernd gleich bleiben) sondern eher einNetzwerk Design hinsichtlich der Auslastung des Netzwerkes (man interpretiere die rij alsKommunikationsanforderungen an das Netz).Die Idee ist, dieses Problem auf eine Reihe von Generalized Steiner Tree Pro-blemen zur�uckzuf�uhren, die jeweils mit dem Algorithmus Approx Proper 0-1 gel�ostwerden. De�niere fmax := max ff(S) : ; 6= S � V g. F�ur eine proper Funktion ist dannfmax = max ff(fvg) : v 2 V g.FUNCTION Approx Proper With Duplicates (G; c; f);BEGINA := ;; fMultimenge von Kantengfmax := max ff(fvg)j v 2 V g;FOR p := blog fmaxc DOWNTO 0 DO BEGIN



346 KAPITEL 12. �UBERDECKUNGSPROBLEMEfPhase pghp(S) := ( 1 falls f(S) � 2p,0 sonst;Fp:= Approx Proper 0-1 (G; c; hp);A := A+ 2p ? Fp;END;Approx Proper With Duplicates:= A;END;Hierbei bedeutet die Anweisung A := A+ 2p ? Fp, da� wir von jeder Kante e 2 Fp genau2p Kopien zu A hinzuf�ugen.Satz 12.3.15 Approx Proper With Duplicates konstruiert f�ur eine proper Funkti-on f eine L�osung A von (IP'), die jede Kante von G weniger als 2fmax-mal benutzt undf�ur deren Gewicht gilt: c(A) � 2 (bfmaxc + 1) �Z�IP 0 :Beweis. Zun�achst ist leicht zu sehen, da� die Funktionhp(S) := ( 1 falls f(S) � 2p,0 sonstproper ist (�Ubung). Au�erdem benutzt der Algorithmus o�ensichtlich h�ochstensblogfmaxcXp=0 2p = 2blogfmaxc+1 � 1 < 2fmaxKopien einer Kante e 2 E. Auch da� A eine zul�assige L�osung von (IP') darstellt, istunmittelbar einsichtig: Sei ; 6= S � V und f(S) = a � 1. Der Algorithmus setzt hp(S) = 1in den Phasen blog ac; : : : ; 0; also giltjA\ �(S)j � 0Xp=blogac 2p = 2blogac+1 � 1 > a� 1;d.h. A enth�alt mindestens a viele Kanten aus dem Schnitt �(S).Zur G�uteratio: bezeichne (LPp) die LP-Relaxation des ganzzahligen linearen Pro-gramms min cTxs:t: x(�(S)) � hp(S) ; 6= S � Vxe 2 f0; 1g e 2 E;das Approx Proper With Duplicates in der p-ten Phase l�ost, und bezeichne Z�p denWert einer Optimall�osung von (LPp). Dann gilt nach Satz 12.3.11 c(Fp) � 2Z�p : Sei x̂eine Optimall�osung von (IP'). Dann ist 12p x̂ eine zul�assige L�osung von (LPp), und daherZ�p � 12pZ�IP 0 : Es folgt c(A) = blog fmaxcXp=0 2pc(Fp)



12.4. APPROXIMATION VON SET COVER UND DOMINATING SET 347� blogfmaxcXp=0 2p � 2 � 12p Z�IP 0= 2 (blog fmaxc+ 1) Z�IP 0 2AnmerkungenDie Ergebnisse dieses Abschnitts sind im wesentlichen der Arbeit [GW95] entnommen, die sich ih-rerseits auf [GB93, AKR95] st�utzt. Der Durchbruch f�ur die primal-dual Methode war vielleichtdie Approximation des Survivable Network Design Problems (ohne Mehrfachkanten) bisauf einen Faktor von 2H(fmax), H(k) := Pki=1 1=i die k-te Harmonische Zahl. Auch hier-bei wird das IIN-wertige Problem auf eine Folge von 0-1-Problemen reduziert, wobei die Funk-tion h nun allerdings nicht mehr proper ist, siehe [WGMV95, GGP+94]. F�ur den SpezialfallMin Cost k-Edge-Connected Subgraph hatten Khuller und Vishkin [KV94] schon zuvoreinen einfachen 2-Approximationsalgorithmus gefunden. F�ur das analoge Min Cost k-Vertex-Connected Subgraph hingegen hat der beste bekannte Algorithmus G�uteratio 2H(fmax)[RW96] und benutzt ebenfalls die primal-dual Methode. Approximationsalgorithmen mit kon-stanter G�uteratio sind nur f�ur k = 2; 3 bekannt. F�ur den Fall allerdings, da� die Kanten-gewichte die Dreiecksungleichung erf�ullen, gaben Khuller und Raghavachari [KR96] einen2 + 2(k�1)n -Approximationsalgorithmus. Eine �Ubersicht zur primal-dual Methode und Anwendun-gen bei Netzwerk-Design Problemen �ndet man in [GW96, Wil93].Eine weitere interessante Anwendung der primal-dualMethode ist die Approximation des ganz-zahligen Mehrg�uteru�problems auf B�aumen [GVV96].12.4 Approximation von Set Cover und Dominating SetViele graphentheoretische Optimierungsprobleme lassen sich als ein Set Cover { Problemformulieren. Hierbei ist ein Hypergraph H = (U;F) mit F = fF1; : : : ; Fmg, U := SF2F F ,jU j = n, gegeben. Gesucht ist ein Subsystem C � F des Mengensystems F , das minimalviele Mengen F 2 F enth�alt, das aber noch immer ganz U �uberdeckt: SF2C F = U . DasSet Cover Problem ist also die nat�urliche Verallgemeinerung des Edge Cover Problemsvon Graphen auf Hypergraphen. W�ahrend allerdings das Problem Edge Cover auf Gra-phen durch Reduktion auf ein Matching-Problem in polynomieller Zeit l�osbar ist (sieheSatz 4.1.9 vonGallai), ist Set Cover NP-vollst�andig, da es u.a. die ProblemeNode Co-ver, Dominating Set, Graph Coloring oder Clique Cover als Spezialf�alle enth�alt:F�ur Node Cover de�niere dazu Fv , v 2 V , als die Menge der mit v 2 V inzidierendenKanten, f�ur Dominating Set Fv := �(v) + v, v 2 V , f�ur Graph Coloring F als dieMenge aller stabilen Knotenmengen in G sowie f�ur Clique Cover F als die Menge allerKantenmengen von Cliquen in G. Beachte, da� bei Node Cover jedes Element von nurkonstant vielen Mengen �uberdeckt wird und bei Dominating Set immerhin nochm = jFjpolynomiell in n = jU j beschr�ankt ist. Bei Graph Coloring und Clique Cover dage-gen ist F nur noch implizit gegeben und i.a. exponentiell in n gro�. Diese Unterschiedespiegeln sich deutlich in der Approximierbarkeit der Teilprobleme wieder. W�ahrend NodeCover selbst in der gewichteten Form einen 2-Approximationsalgorithmus besitzt, sahenwir in den Abschnitten 11.3 und 12.1, da� die Probleme Graph Coloring und CliqueCover sehr schwer zu approximieren sind und insbesondere keinen Approximationsalgo-rithmus mit endlicher G�uteratio gestatten.



348 KAPITEL 12. �UBERDECKUNGSPROBLEMEDas Problem Dominating Set hingegen ist genauso schwierig zu approximieren wiedas allgemeine Problem Set Cover.Satz 12.4.1 (Paz, Moran 1981) Genau dann gibt es einen Approximationsalgorithmusf�ur Dominating Set mit G�uteratio r, wenn es auch einen Approximationsalgorithmusf�ur Set Cover mit G�uteratio r gibt.Beweis. Die obige Reduktion von Dominating Set auf Set Cover erh�alt die Approxi-mationsratio eines Approximationsalgorithmus.Es bleibt, auch umgekehrt Set Cover auf Dominating Set zu reduzieren. Sei F =fF1; : : : ; Fmg eine Instanz von Set Cover, U := Smi=1 Fi.Konstruiere daraus einen Graphen auf der Knotenmenge U [ F , in dem U eine stabileMenge und F eine Clique induziert und ein u 2 U genau dann mit einer Hyperkante Fidurch eine Kante verbunden ist, wenn u 2 Fi.Seien D� � U [ F und J� � F eine minimum dominierende Menge in G bzw. eine mini-mum Mengen�uberdeckung zu F . Da J� insbesondere auch eine dominierende Menge in Gist, gilt jD�j � jJ�j. Andererseits gilt aber auch jJ�j � jD�j, denn indem man in D� jedesElement u 2 D�\U durch einen beliebigen Knoten Fi(u) 2 F mit Fi(u) 3 u ersetzt, erh�altman eine Mengen�uberdeckung von F der Kardinalit�at � jD�j.Also gilt jD�j = jJ�j, und die Reduktion erh�alt die Approximationsratio eines Approxi-mationsalgorithmus f�ur Dominating Set. 2Betrachten wir die Greedy-Heuristik f�ur Set Cover. Da sp�ater der Beweis f�ur ihreG�uteratio nat�urlicher und erhellender f�ur das gewichtete Problem gef�uhrt werden kann,gehen wir davon aus, da� zudem eine Kostenfunktion c : F ! Q+ auf den Hyperkantengegeben ist. Wir schreiben hier abk�urzend cj := c(Fj) f�ur Fj 2 F . Gesucht ist nun eineIndexmenge J � f1; : : : ; mg, so da� die zugeh�origen Hyperkanten fFj : j 2 Jg eineMengen�uberdeckung von U mit minimalen Kosten c(J) := Pj2J cj bilden. Der folgendeAlgorithmus nimmt stets eine solche Hyperkante Fj in die �Uberdeckung J auf, mit dersich "am billigsten\ bisher noch nicht �uberdeckte Knoten u 2 U �uberdecken lassen.PROCEDURE Greedy Set Cover;BEGINJGSC := ;;WHILE 9Fj 6= ; DO BEGINk := argmin n cjjFj j : 1 � j � m; Fj 6= ;o;JGSC := JGSC + k;FOR Fj 6= ; DO Fj := Fj n Fk;END;END;Laufzeit. Da in jedem Schritt mindestens ein Element von U �uberdeckt wird, wird dieWHILE-Schleife h�ochstens n-mal durchlaufen. Der Aufwand zur Bestimmung aller argmin'sbetr�agt also insgesamt O(mn) Zeit. Auch die Anzahl s�amtlicher Operationen, die mit denUpdates der Fj 's verbunden sind (summiert �uber alle WHILE-Schleifendurchl�aufe), ist of-fenbar O(mn), wenn es gelingt, ein Element in konstanter Zeit aus jeder Menge Fj zuentfernen, der es angeh�ort (beachte: jedes Element u 2 U wird genau einmal aus denHyperkanten entfernt). Dies ist leicht m�oglich, wenn man die beiden folgenden Dinge be-achtet. Zum einen stellt man f�ur jedes Element u 2 U eine Liste derjenigen Fj 's zur



12.4. APPROXIMATION VON SET COVER UND DOMINATING SET 349Verf�ugung, in denen u enthalten ist (diese Liste kann o�enbar zu Beginn in Zeit O(mn)berechnet werden). Des weiteren werden die Elemente einer jeden Menge Fj in einer dop-pelt verketteten Liste gespeichert, wobei ein zus�atzliches Pointerfeld Position[i; j] auf diePosition des Elementes ui 2 U in der Liste von Fj verweist (falls ui 2 Fj). Somit kann derAlgorithmus Greedy Set Cover (kurz GSC-Algorithmus) mit Zeitkomplexit�at O(nm)implementiert werden. Man beachte, da� m exponentiell in n sein kann. Und tats�achlichist beispielsweise in den F�allen Graph Coloring und Clique Cover der Schritt, dasargmin zu bestimmen, NP-schwer, denn er l�auft darauf hinaus, eine maximum stabileMenge bzw. eine maximum gewichtete Clique in einem Graphen zu �nden.Approximationsg�ute. Der GSC-Algorithmus spezialisiert, angewandt auf das Mengensy-stem f�ur Node Cover (mit Gewichten identisch 1), auf den schon bekannten Greedy-Algorithmus f�ur Node Cover. Daher zeigt die dort untersuchte Graphenfamilie Uk , f�urdie der Greedy-Algorithmus f�ur Node Cover Approximationsg�ute 
(ln k � 1), k =�(Uk) = maxj jFj j, hatte, da� auch die Approximationsg�ute von Greedy Set Coveri.a. nicht besser sein kann. Das folgende Ergebnis zeigt, da� der GSC-Algorithmus zumin-dest nie schlechter approximiert als in diesem Beispiel.Satz 12.4.2 (Chv�atal 1979) Bezeichne Jopt eine optimale Mengen�uberdeckung f�ur einegewichtete Mengenfamilie (F ; c). Dann gilt f�ur die vom Algorithmus Greedy Set Coverkonstruierte Mengen�uberdeckung JGSC :c(JGSC)c(Jopt) � H(�(F)) � 1 + ln�(F); (12.13)wobei H(x) := Pxi=1 1i f�ur x 2 IIN und �(F) := max fjF j : F 2 Fg.Die zweite Absch�atzung in (12.13) ist o�enbar lediglich die Integralschranke 1 + R�1 dxx .Die folgende Instanzenfamilie Fm, m 2 IIN�2, zeigt, da� die erste Ungleichung in (12.13)bestm�oglich ist. Sei Fm = fFj : 1 � j � m + 1g mit Fj := fjg, 1 � j � m, undFm+1 := U = f1; : : : ; mg. Setze cj := 1=j f�ur 1 � j � m und cm+1 := 1 + �, � >0. Dann w�ahlt der GSC-Algorithmus sukzessive die Mengen Fm; Fm�1; : : : ; F1 aus mitGesamtkosten Pmj=1 1=j, w�ahrend die Optimall�osung Jopt = fm + 1g hei�t mit Kosten1 + �. F�ur � ! 0 konvergiert die Approximationsratio also gegen die im Satz behauptete(beachte: �(Fm) = m).Die erste Ungleichung in (12.13) beruht auf folgendem Lemma.Lemma 12.4.3 Zu jeder Greedy-Mengen�uberdeckung JGSC von (F ; c) existieren nicht-negative Zahlen �(u), u 2 U , so da�(i) Pu2U �(u) = Pj2JGSC cj = c(JGSC);(ii) Pu2Fj �(u) � H(jFjj) � cj f�ur alle 1 � j � m.Beweis. Wir lassen uns von der folgenden anschaulichen Bedeutung der �(u) leiten. DerWert �(u) l�a�t sich interpretieren als der Preis, den der GSC-Algorithmus bezahlt, umden Knoten u 2 U zu �uberdecken.Um zu einer mathematischen De�nition der �(u) zu gelangen, m�ussen die einzelnenSchritte des GSC-Algorithmus analysiert werden. O.B.d.A. w�ahlt der GSC-Algorithmusin t 2 IIN Schritten (Iterationen) die Hyperkanten JGSC = f1; : : : ; tg aus, so da�



350 KAPITEL 12. �UBERDECKUNGSPROBLEMEc(JGSC) = Pts=1 cs. Wir ben�otigen folgende Notation. F sj � Fj bezeichne die Menge derKnoten in der j-ten Hyperkante, die zu Beginn des s-ten Schritts noch nicht �uberdecktsind. Eingangs gilt also F 1j = Fj , j = 1; : : : ; m. ksj := jF sj j bezeichne die Kardinalit�at derF sj . Dann gilt nach De�nition des GSC-Algorithmus:(1) Im s-ten Schritt, s = 1; : : : ; t, werden die Knoten F ss �uberdeckt (so da� F s+1s = ;);(2) Im s-ten Schritt, s = 1; : : : ; t, gilt:cskss � cjksj f�ur alle j 2 f1; : : : ; mg;(3) F�ur alle j 2 f1; : : : ; mg und f�ur alle s 2 f1; : : : ; tg gilt:F sj n F s+1j = F sj \ F ss ;(4) Die Mengen F ss bilden eine Partition des Universums U :U = _[ts=1 F ss :Aufgrund von (4) k�onnen wir Zahlen �(u) wie folgt de�nieren:�(u) := cskss , u 2 F ss ; (12.14)d.h. wir verteilen die im s-ten Schritt anfallenden Kosten cs gleichm�a�ig auf die im s-tenSchritt neu �uberdeckten Knoten F ss . Damit haben wir trivialerweise schon (i) erf�ullt:Pu2U �(u) (4)= Pts=1Pu2F ss �(u)(12:14)= Pts=1 jF ss j cskss= Pts=1 cs = c(JGSC):Die linke Seite von (ii) sch�atzen wir wie folgt nach oben ab. Sei j 2 f1; : : : ; mg beliebigaber fest, und bezeichne 1 � r � t den Schritt, in dem die Elemente aus Fj vollst�andig�uberdeckt werden, d.h. r := maxfs : 1 � s � t ^ ksj > 0g.Xu2Fj �(u) (4)= tXs=1 Xu2Fj\F ss �(u)(3)= tXs=1 Xu2F sj nF s+1j �(u)(12:14)= tXs=1 ���F sj n F s+1j ��� cskss= rXs=1 �ksj � ks+1j � cskss(2)� cj � rXs=1 �ksj � ks+1j � 1ksj



12.4. APPROXIMATION VON SET COVER UND DOMINATING SET 351Auf der rechten Seite von (ii) ergibt sich eine Teleskopsumme, die wir wie folgt nach untenabsch�atzen. H(jFjj) = H(k1j ) = rXs=1 H(ksj)�H(ks+1j )= rXs=1 1ks+1j + 1 + � � �+ 1ksj� rXs=1 �ksj � ks+1j � 1ksjSetzt man beide Absch�atzungen zusammen, ergibt sich (ii). 2Beweis von Satz 12.4.2:Sei Jopt eine optimale Mengen�uberdeckung von (F ; c). Dann �uberdeckt Jopt also jedesu 2 U , und es folgtc(JGSC) (i)= Pu2U �(u) � Pk2Jopt Pu2Fk �(u)(ii)� Pk2Jopt H(jFkj) ck � H(�(F)) Pk2Jopt ck = H(�(F)) c(Jopt): 2Anwendung auf Dominating Set. Die Spezialisierung des Algorithmus Gree-dy Set Cover f�ur das Dominating Set Problem f�uhrt zum Algorithmus Greedy DSaus Lemma 5.4.8. Da die Graphenfamilie fUkgk2IIN von Seite 282 auch eine schwer zuapproximierende Instanzenfamilie f�ur Greedy DS ist, folgt:Korollar 12.4.4 Greedy DS ist ein Approximationsalgorithmus f�ur Dominating Setmit G�uteratio RGreedy DS � ln(�(G)). 2Nicht-Approximierbarkeit. Tats�achlich gibt es f�ur Dominating Set (und damit f�ur SetCover) modulo einer komplexit�atstheoretischen Beziehung, die als unwahrscheinlich an-gesehen wird, keinen Approximationsalgorithmus mit endlicher G�utegarantie { w�ahrendder GSC-Approximationsalgorithmus mit G�uteratio 1+ lnn bis auf Terme kleinerer Ord-nung optimal ist:Satz 12.4.5 (Bellare, Goldwasser, Lund, Russell 1993; Feige 1996)(i) Es ist NP-schwer, Set Cover mit konstanter G�uteratio zu approximieren;(ii) F�ur jedes � > 0 gilt: wenn es einen Approximationsalgorithmus f�ur Set Covermit G�uteratio (1� �) lnn gibt, so ist NP � DTIME �nO(log logn)�. 2Im Vergleich mit Node Cover und Graph Coloring ist also das Approximationspro-blem f�ur Dominating Set von mittlerem Schwierigkeitsgrad.Anmerkungen und �UbungAngewandt auf das Edge Cover Problem, stellt Greedy Set Cover ein 3=2-Approximations-algorithmus dar. Doch reduziert sich Edge Cover auf das allgemeine Matching-Problem (vgl.Satz 4.1.9), liegt also in P.



352 KAPITEL 12. �UBERDECKUNGSPROBLEMEDie Schranke (12.13) kann wie folgt verbessert werden [Sla95]:c(JGSC)c(Jopt) � lnn� �(ln lnn):Im ungewichteten Fall zeigten die Schranke (12.13) bereits Johnson [Joh74a], Stein [Ste74] undLov�asz [Lov75b]. F�ur das sogenannte Baum-repr�asentierbare Set Cover Problem gibt es einen2-Approximationsalgorithmus [GVV96]. Auch im Fall beschr�ankter "VC-Dimension\ gibt es einenbesseren Approximationsalgorithmus, siehe [BG95].�Ubung 12.4.6 Greedy DS kann (im ungewichteten Fall) mit Laufzeit O(n2) (O(n + m)) im-plementiert werden.�Ubung 12.4.7 Sei k � 3 fest. Das Problem Partition into Independent Sets of Size � k(vergleiche �Ubung 5.4.12), die minimale Anzahl von Farben, mit denen ein Graph gef�arbt werdenkann, ohne da� eine Farbklasse mehr als k Knoten enth�alt, zu bestimmen, besitzta) einen H(k)-Approximationsalgorithmus auf der Menge aller Graphen;b) einen 2-Approximationsalgorithmus auf jeder Graphenklasse, auf der man eine optimale(gew�ohnliche) Knotenf�arbung in polynomieller Zeit berechnen kann [Jan96];c) einen 5/3-Approximationsalgorithmus f�ur k = 3 [GHY93]. [Hinweis: vergleiche �Ubung 10.9.18b]Einen Approximationsalgorithmus f�ur den Fall k = 3 mit G�uteratio 1:4 + � f�ur jedes � > 0 gibt[Hal96b].



Kapitel 13Zuf�allige Graphen undprobabilistische AlgorithmenWir werden in diesem Kapitel zeigen, da� es eine "typische Gr�o�e\ sowohl der gr�o�tenClique als auch der chromatischen Zahl in einem zuf�allig herausgegri�enen Graphen aufn Knoten gibt und diese berechnen. Au�erdem werden wir nachweisen, da� die Greedy-Algorithmen f�ur Clique und Graph Coloring f�ur fast alle Graphen eine gute Appro-ximation liefern.Zur Untersuchung von typischen Eigenschaften von Graphen erweist es sich als n�utz-lich, auf Begri�e aus der Wahrscheinlichkeitstheorie zur�uckzugreifen. Im Anhang A.1 be�n-det sich eine Zusammenstellung der in diesem Kapitel verwendeten grundlegenden De�ni-tionen und S�atze aus der Wahrscheinlichkeitstheorie. Zuf�allige Graphen wurden bereits imAbschnitt 1.1.4 eingef�uhrt. Wir betrachten in diesem Kapitel den mit dem Laplacema�versehenen Wahrscheinlichkeitsraum Gn = Gn;1=2 aller markierten Graphen auf n Knoten.Gn bezeichne ein zuf�alliges Element aus Gn, also einen Graphen, bei dem alle Kantenunabh�angig voneinander mit der Wahrscheinlichkeit p = 1=2 vorhanden sind.Zuf�allige Graphen aus Gn;p sind Gegenstand zahlreicher Untersuchungen. [Bol85] bie-tet eine �Ubersicht �uber die Ergebnisse bis etwa 1985. Einige sp�atere Entwicklungen sindin [ASE92] dargestellt. In [Pr�o94] werden die in diesem Kapitel behandelten und angren-zende Fragestellungen diskutiert. Die meisten Resultate dieses Kapitels gelten in leichtabgewandelter Form auch in Gn;p f�ur konstantes p und h�au�g sogar f�ur variables p = p(n).Die Beweise f�ur den allgemeinen Fall sind fast mit den hier vorgestellten identisch, undaus Gr�unden der �Ubersichtlichkeit beschr�anken wir uns deshalb auf zuf�allige Graphen ausGn = Gn;1=2.Wir sagen, da� fast alle Graphen die EigenschaftA haben, beziehungsweise die AussageA fast sicher gilt, falls Prob (Gn hatA) = 1 � o(1) f�ur n ! 1. F�ur die meisten der hieruntersuchten Eigenschaften gilt, da� sogar nur ein exponentiell kleiner Anteil aller Graphendie jeweilige Eigenschaft nicht hat. Im allgemeinen werden wir aber darauf verzichten, diebesten bekannten Absch�atzungen f�ur diese Wahrscheinlichkeiten anzugeben, sondern nurAussagen der Form "A gilt fast sicher\ beweisen.13.1 Die CliquenzahlCliquenzahl versus Stabilit�atszahl. Intuitiv mu� ein "dichter\ Graph, d.h. ein Graph353



354 ZUF�ALLIGE GRAPHENmit vielen Kanten, eine "gro�e\ Cliquenzahl und ein "d�unner\ Graph eine "gro�e\ Stabi-lit�atszahl haben; es k�onnen, so wird man vermuten, nicht beide Graphenparameter gleich-zeitig "sehr klein\ sein. Der folgende Satz von Ramsey, der eine ganze Disziplin der Dis-kreten Mathematik { die sogenannte Ramsey-Theorie { ins Leben rief, macht dies pr�azise.Wir betrachten ihn hier nur in seiner einfachsten Version, n�amlich in seiner Formulierungf�ur endliche Graphen.Satz 13.1.1 (Ramsey 1930) Zu jedem k 2 IIN gibt es ein n 2 IIN mit n � 0:5 + 22k�3,so da� jeder Graph auf mindestens n Knoten eine k-Clique oder eine stabile Menge derGr�o�e k enth�alt.Beweis. Wir induzieren nach k. F�ur k = 1; 2 ist die Aussage des Satzes o�enbar trivial. Seialso r � 3 und G ein Graph der Ordnung mindestens 22k�3. Wir zeigen, da� G = (V;E)eine k-Clique oder eine stabile Menge der Gr�o�e k enth�alt. Dazu konstruieren wir eineFolge v1; v2; : : : von mindestens 2k � 2 vielen Knoten, so da� f�ur jedes i, 1 � i < 2k � 2,der Knoten vi entweder zu allen sp�ateren Knoten vi+1; vi+2; : : : benachbart oder aber zuall diesen Knoten nicht benachbart ist. Im ersten Fall hei�e vi N -Knoten, im zweiten N -Knoten. Da 2k � 3 ungerade ist, gibt es in der Folge v1; v2; : : : ; v2k�3 mindestens k � 1N -Knoten oder mindestens k � 1 N-Knoten. Im ersten Fall hat man eine (k � 1)-Clique,im zweiten eine stabile Menge der Gr�o�e k�1 gefunden. Dieser f�ugt man noch den Knotenv2k�2 hinzu.Die Knotenfolge v1; v2; : : : l�a�t sich wie folgt konstruieren.i := 1;V1 := V ;WHILE Vi 6= ; DO BEGINw�ahle vi 2 Vi beliebig;� := �G[Vi](vi); f� � VigIF j�j > jVi n (� + vi)j THENfvi ist N-KnotengVi+1 := �;ELSEfvi ist N-KnotengVi+1 := Vi n (� + vi):i := i+ 1;END;Es bleibt lediglich zu zeigen, da� die konstruierte Folge tats�achlich mindestens 2k � 2viele Knoten enth�alt. Dazu wiederum gen�ugt es o�enbar, zu zeigen, da� jVij � 22k�2�iist, denn dann ist V2k�2 noch nicht leer. Dies gilt aber per Initialisierung zu Beginn f�uri = 1, und es gilt, vorausgesetzt, es gilt im i-ten Schritt, auch im (i+ 1)�ten Schritt, weil� _[(Vi n (� + vi)) eine Partition von Vi � vi ist, die gr�o�ere der beiden Partitionsmengenals Vi+1 gew�ahlt wird und somit Vi+1 mindestensjVi+1j � d(jVij � 1)=2e � l(22k�2�i � 1)=2m � 22k�2�i=2 = 22k�2�(i+1)viele Knoten enth�alt. 2Obiger Satz besagt, da� jeder Graph der Ordnung n � 22k�3 eine Clique oder eine stabileMenge der Gr�o�e k enth�alt. Anders formuliert (vgl. mit Lemma 10.9.16):



13.1. DIE CLIQUENZAHL 355Korollar 13.1.2 F�ur jeden Graphen G gilt: �(G) � 12 logn _ !(G) � 12 lognWenn man Cliquen und stabile Mengen als regelm�a�ige Unterstrukturen eines Graphenau�a�t, so zeigte Erd}os im Jahr 1947 mit Hilfe eines einfachen Abz�ahlarguments dieExistenz von Graphen, die keine nennenswert gr�o�eren regelm�a�igen Strukturen enthal-ten, als sie Satz 13.1.1 garantiert. Dieses Ergebnis stellt eine der fr�uhesten Anwendungenprobabilistischer Argumente in der Graphentheorie dar.Satz 13.1.3 (Erd}os 1947) Zu jedem n 2 IIN mit n � 3 gibt es einen Graphen H aufn Knoten mit �(H) < 2 logn und !(H) < 2 logn.Beweis. Sei Gn = (Vn; E) ein zuf�alliger Graph auf n Knoten ` 2 IIN, und sei L � Vneine `-elementige Teilmenge der Knotenmenge von Gn. Dann bezeichne CL das Ereignis,da� L in Gn eine Clique induziert, und SL das Ereignis, da� L in Gn eine stabile Mengeinduziert. Dann giltProb (CL) = Prob (SL) = Prob 0B@ \fu;vg2(L2) ffu; vg 62 Gng1CA = 2�(2̀):Daraus folgtProb ((!(Gn) � `) oder (�(Gn) � `)) � 2Prob (!(Gn) � `)= 2Prob 0B@ [L2(Vǹ)CL1CA �  ǹ!21�(2̀):F�ur n � ` � 2 logn und n � 5 gilt weiterhin ǹ!21�(2̀) (A:3)� �eǹ�` 21� `�12 `= 21+`(log e+logn�log `�`=2+1=2)� 21�2 logn(� log e+log logn+1�1=2)� 2� 1100 logn log logn < 1;wobei sich die vorletzte Ungleichung durch Einsetzen unter Verwendung von n � 5 leichtveri�zieren l�a�t. Also giltProb (!(Gn) < 2 logn und �(Gn) < 2 logn)= 1� Prob (!(Gn) � 2 logn oder �(Gn) � 2 logn) > 0;und es gibt zu jedem n � 5 einen Graphen auf n Knoten, der weder eine stabile Mengenoch eine Clique der Gr�o�e 2 logn enth�alt. F�ur n = 3 und n = 4 gilt die Behauptungebenfalls. 2Anmerkungen und �Ubung



356 ZUF�ALLIGE GRAPHENGenauer haben wir im Beweis zu Satz 13.1.3 sogar gezeigt, da� f�ur gro�e n die Unabh�angig-keitszahl und die Cliquenzahl fast aller Graphen auf n Knoten h�ochstens 2 logn betr�agt, da2� 1100 logn log logn ! 0 f�ur n ! 1. Andererseits ist es bisher nicht gelungen, eine unendliche Gra-phenfamilie mit dieser Eigenschaft zu konstruieren. Die besten konstruktiven Schranken f�ur Gra-phen mit kleiner Cliquen- und Unabh�angigkeitszahl stammen von Frankl und Wilson [FW81].Sie bestimmten Graphen Hn auf n Knoten mit �(Hn) < k(n) := exp�(1 + o(1))p2 lnn ln lnn�und !(Hn) < k(n). Diese Funktion erf�ullt k(n) = o(n�) f�ur jedes � > 0 und k(n) = 
((logn)M )f�ur jedes M > 0.Die kleinste Zahl n, so da� jeder Graph auf mindestens n Knoten eine k-Clique oder einestabile Menge der Gr�o�e k enth�alt, hei�t die Ramsey-Zahl R(k). In Satz 13.1.1 haben wir damitR(k) � 22k�3 gezeigt. Satz 13.1.3 liefert dagegen eine untere Schranke von R(k) > 2k=2.�Ubung 13.1.4 a) R(k) � 6 oder auf jeder Party mit mindestens 6 Personen gibt es 3 Personen,die sich paarweise kennen, oder 3 Personen, die sich paarweise nicht kennen. b) R(k) = 6.Die Cliquenzahl fast aller Graphen. Der folgende Satz beinhaltet nicht nur eine untereSchranke f�ur die Cliquenzahl und die Unabh�angigkeitszahl, sondern zeigt sogar, da� siefast sicher jeweils auf nur zwei Werte konzentriert sind. Wir formulieren den Satz nur f�urdie Cliquenzahl. Da die Kantenwahrscheinlichkeiten 1=2 betragen, sind die Cliquenzahlund die Unabh�angigkeitszahl gleich verteilt, und die folgende Aussage gilt auch f�ur dieUnabh�angigkeitszahl.Satz 13.1.5 (Matula 1976; Bollob�as, Erd}os 1976) Es gibt eine Funktion `(n) mit`(n) = b2 logn� 2 log logn + 2 log e� 32 + o(1)c f�ur n!1;so da� Prob (!(Gn) 2 f`(n); `(n) + 1g) ! 1 f�ur n!1:Beweis. F�ur eine nat�urliche Zahl r und einen Graphen H bezeichne Xr(H) die Anzahlder Cliquen der Gr�o�e r in H . Dann giltE(Xr) = XL2(Vr )Prob (CL) =  nr! � 2�(r2): (13.1)O�enbar ist die Funktion r ! E(Xr) f�ur gro�e r monoton fallend. Die Cliquenzahl einesGraphen H ist dann die gr�o�te nat�urliche Zahl r, f�ur die Xr(H) > 0 gilt. Um diese Zahlf�ur fast alle Graphen zu bestimmen, de�niere ` = `(n) als die gr�o�te nat�urliche Zahl, dieE(X`) � pn (13.2)erf�ullt. Um ` abzusch�atzen, seif(x) :=  2�x+12 enx !x (2�nx)�1=2;und sei z := 2 logn � 2 log logn + 2 log e � 32 . Durch Einsetzen folgt leicht, da� f�ur alle� > 0 gilt f(z+ �) = o(1) und f(z� �)!1 f�ur n!1. Aus (A.4) folgt f�ur 1 << r2 << nE(Xr) =  nr! � 2�(r2) = (1 + o(1))f(r)pn:



13.1. DIE CLIQUENZAHL 357Also ist das in (13.2) de�nierte ` bestimmt durch ` = bz + o(1)c; das hei�t` = b2 logn� 2 log logn + 2 log e� 32 + o(1)c: (13.3)Aus (13.1) folgtE(Xr+1)E(Xr) = n!(n� r)!r!(n� r � 1)!(r+ 1)!n! � 2(r2)�(r+12 ) = n� rr + 12�r: (13.4)F�ur hinreichend gro�es n folgt wegen E(X`+1) < pn (vgl. (13.2))Prob (!(Gn) � `+ 2) = Prob (X`+2 � 1) (A:1:3)� E(X`+2)(13:4)� nlog n2�`�1E(X`+1)(13:3)� nlog n (logn)2n2 n1=2 = o(1):Andererseits sind f�ur hinreichend gro�es n die Ungleichungen 97 logn � ` � 2 logn erf�ullt.Die Tschebyscheffsche Ungleichung (vgl. Proposition A.1.4 b)) und Teil b) des folgen-den Lemmas 13.1.6 implizieren dannProb (!(Gn) � `� 1) = Prob (X` = 0) = V ar(X`)E(X`)2 = o(1):Insgesamt gilt also ` � !(Gn) � ` + 1 mit Wahrscheinlichkeit 1 � o(1), und der Satz istbewiesen. 2Es l�a�t sich sogar zeigen, da� f�ur die meisten nat�urlichen Zahlen n die Cliquenzahl mithoher Wahrscheinlichkeit auf nur einen Wert konzentriert ist (vgl. [Bol85], S. 253).Lemma 13.1.6 F�ur 97 log n � ` � 2 logn gilta) P`�1j=2 �j̀��n�``�j�2�(2̀)+(j2) = O � (logn)4n2 E(X`)�+ o(1)b) V ar(X`) = o(E(X`)2):Beweis. a) Wir spalten die Summe in zwei Teilsummen auf. Einerseits ist (vgl. (13.1))P 34 `j=2 �j̀��n�``�j�2�(2̀)+(j2)E(X`) = 34X̀j=2 j̀! n � ``� j! ǹ!�12(j2)� 34X̀j=2� `!(`� j)!�2 (n� `)!2n!(n� 2`+ j)!2(j2):F�ur hinreichend gro�es n und wegen ` � 2 logn ist dies kleiner als34X̀j=2 `2j �2n�j 2 j�12 j � 8Xj=2 8(logn)2n 2 8�12 !j + 34X̀j=9 8(logn)2n 2 38 `!j� O (logn)4n2 !+ 34X̀j=9 �8(logn)2n�1=4�j= O (logn)4n2 ! :



358 ZUF�ALLIGE GRAPHENWenn wir j durch `� k ersetzen, l�a�t sich der zweite Teil der Summe absch�atzen durch`�1Xj= 34 `+1 j̀! n� ``� j!2�(2̀)+(j2) � 14 `�1Xk=1  ``� k! n � `k !2�(2̀)+(`�k2 )� 14 `�1Xk=1 (`n)k2(�`2+`+`2�2k`�`+k2+k)=2= 14 `�1Xk=1 (`n)k2( k+12 �`)k� 14 `�1Xk=1 �`n2� 78 `�k� 14 `�1Xk=1 �`n�1=8�k = o(1);wobei die vorletzte Ungleichung aus ` � 97 logn folgt. Damit ist Teil a) von Lemma 13.1.6bewiesen.Zum Beweis von Teil b) berechnen wir zun�achst das in der Varianz auftretende zweiteMoment E(X 2̀) der Zufallsvariablen X`. Die Anzahl geordneter Paare von Knotenmengender Gr�o�e `, die genau j gemeinsame Knoten haben, betr�agt �ǹ��j̀��n�``�j�, denn es gibt �ǹ�Wahlm�oglichkeiten f�ur die erste Knotenmenge der Gr�o�e `, und die zweite Knotenmengeenth�alt j Knoten aus der ersten Knotenmenge (�j̀� M�oglichkeiten) und `� j Knoten vonden restlichen Knoten (�n�``�j � M�oglichkeiten). Ein solches Paar enth�alt 2�2̀�� �j2� Kanten.Daher gilt E(X 2̀) = X̀j=0 ǹ! j̀! n � ``� j!2�2(2̀)+(j2):Daraus folgtV ar(X`) = E(X 2̀)�E(X`)2(13:1)= E(X`)0@X̀j=0 j̀! n� ``� j!2�(2̀)+(j2) �  ǹ!2�(2̀)1A(A:5)= E(X`)0@X̀j=0 j̀! n� ``� j!2�(2̀) �2(j2) � 1�1A� E(X`)0@`�1Xj=2 j̀! n� ``� j!2�(2̀)+(j2) + 11A(13:1:6a))= E(X`) O (logn)4n2 E(X`)!+ o(1) + 1!(13:2)= o(E(X`)2);und das Lemma ist bewiesen. 2



13.1. DIE CLIQUENZAHL 359Greedy Clique. Der Greedy-Algorithmus f�ur Clique baut in einem Graphen Gn 2 Gnsukzessive eine Clique C auf, indem er, beginnend mit C := fv1g, nacheinander die Knotenv2; : : : ; vn durchgeht und vi der Clique C zuf�ugt, falls vi mit allen Knoten aus der bisherigenClique C verbunden ist. Der folgende Satz zeigt zusammen mit Satz 13.1.5, da� der Greedy-Algorithmus f�ur Clique f�ur fast alle Graphen die Approximationsg�ute 2+o(1) hat. Bisherist kein Algorithmus bekannt, der f�ur ein � > 0 in fast allen Graphen Gn eine Clique derGr�o�e (1=2� �)!(Gn) �ndet.Satz 13.1.7 (Grimmett, McDiarmid 1975) Sei !g(Gn) die Gr�o�e der vom Greedy-Algorithmus f�ur Clique im Graphen Gn gefundenen Clique. Dann gilt f�ur fast alle Gra-phen !g(Gn) � logn:Beweis. Wir zeigen zun�achst, da�Prob (!g(Gn) � logn + 2(logn)1=2) � 2�2 logn+(logn)1=2 : (13.5)Sei r := 2(logn)1=2. Die Wahrscheinlichkeit daf�ur, da� ein fester Knoten vj der i-te Knotenin der vom Greedy-Algorithmus bestimmten Clique ist, betr�agt h�ochstens 2�i+1, denn vjmu� zu allen Knoten einer (i � 1)-elementigen Menge benachbart sein. F�ur eine festeMenge von Indizes j1 < : : : < jr ist die Wahrscheinlichkeit daf�ur, da� der Knoten vji f�uri = 1; : : : ; r der (logn + i)-te Knoten in der vom Greedy-Algorithmus bestimmten Cliqueist, daher h�ochstens rYi=1 2� logn�i+1 = 2�r logn� r(r�1)2 = n�r2� r22 + r2 :Insgesamt gibt es �nr� � nr verschiedene M�oglichkeiten, die Indizes j1 : : : jr zu w�ahlen. Alsogilt Prob (!g(Gn) � logn + r) �  nr!n�r2� r22 + r2 � 2�2 logn+(logn)1=2nach der De�nition von r. Damit ist (13.5) gezeigt.Zum Beweis der anderen Ungleichung sei Xj der Index des j-ten Knotens in der vomGreedy-Algorithmus bestimmten Clique und Xj := n + 1 f�ur j > !g(Gn). Setze Yj :=Xj+1 � Xj . Falls f�ur ein j � !g(Gn) gilt Yj � i, dann darf keiner der i � 1 KnotenXj + 1; : : : ; Xj + i� 1 zu allen j Knoten aus der bisher gefundenen Clique adjazent sein.Die Wahrschienlichkeit daf�ur, da� ein Knoten zu j fest gew�ahlten Knoten adjazent ist,betr�agt 2�j . Also gilt Prob (Yj � i) = (1� 2�j)i�1:Sei nun s := logn�2 log logn. Wegen P!g(Gn)j=1 Yj = n folgt aus !g(Gn) � s, da� Yj(Gn) �ns f�ur ein j � s gilt. Daraus folgtProb (!g(Gn) � s) � Prob ( s[j=1fYj(Gn) � ns g)� sXj=1Prob (Yj(Gn) � ns )



360 ZUF�ALLIGE GRAPHEN� sXj=1(1� 2�j)ns�1� s � (1� 2�s)ns�1:Dies ist wegen 1� x � e�x (13.6)(, da die Fuktion x 7! e�x an der Stelle x = 0 konvex ist) angewandt auf x = 2�s undnach der De�nition von s h�ochstensexp(ln s� 2�s(ns � 1)) � exp ln logn� (logn)2n � ( nlogn � 2 log logn � 1)! = o(1);woraus zusammen mit (13.5) die Behauptung des Satzes folgt. 213.2 Die chromatische ZahlIn Abschnitt 14.2 haben wir Graphen mit beschr�ankter Cliquenzahl betrachtet und gese-hen, wie man mittels Abz�ahlmethoden zeigt, da� ihre chromatische Zahl fast immer mitder Cliquenzahl �ubereinstimmt. Wir wollen nun die Beschr�ankung an die Cliquenzahl fal-len lassen und die chromatische Zahl fast aller Graphen der Ordnung n studieren. Eineunserer ersten Absch�atzungen f�ur die chromatische Zahl war�(G) � n�(G) :Wir sahen dar�uberhinaus, da� diese untere Schranke im allgemeinen beliebig schlecht wer-den kann. Es wurde jedoch schon 1975 in [GM75] vermutet, da� sie f�ur fast alle Graphenasymptotisch scharf ist. Der Beweis dieser Vermutung wurde erst im Jahr 1988 von Bol-lob�as [Bol88] erbracht unter Benutzung der Theorie der Martingale. Um den Beweisnachvollziehen zu k�onnen, ben�otigen wir einige Vorbereitungen. Zun�achst f�uhren wir Mar-tingale ein.Martingale. Sei Z eine reellwertige Zufallsvariable auf Gn. Sei e1; : : : ; e(n2) eineAufz�ahlung der Kanten des Kn. Setze Ei := fe1; : : : ; eig und E0 := ;. F�ur einen Gra-phen H 2 Gn sei Gin(H) die Klasse aller Graphen auf n Knoten, die mit H auf den ersteni Kanten �ubereinstimmen, alsoGin(H) := fGn 2 Gn : E(Gn) \ Ei = E(H)\ Eig:Dann de�nieren wir f�ur jedes i = 1; : : : ; �n2� eine Zufallsvariable Zi, wobei Zi(H) f�urH 2 Gnden Erwartungswert der Zufallsvariablen Z �uber alle Graphen aus Gin(H) angibt; sei alsoZi(H) := E(Z(Gn)jGn 2 Gin(H)) = 1jGin(H)j XGn2Gin(H)Z(Gn):F�ur wachsendes i enth�alt Zi(H) also immer mehr Information �uber den Wert Z(H).W�ahrend Z0(H) = E(Z) ist, gilt Z(n2)(H) = Z(H). Dies entspricht der Tatsache, da� die



13.2. DIE CHROMATISCHE ZAHL 361Klassen Gin(H) mit wachsendem i immer kleiner werden. Die Gin(H) lassen sich als �Aqui-valenzklassen der �Aquivalenzrelationen H �i G :, G 2 Gin(H) , H 2 Gin(G) au�assen,und die Zufallsvariable Zi ist auf jeder �Aquivalenzklasse von �i konstant und entsprichtgerade dem mittleren Wert von Z in dieser �Aquivalenzklasse. Die �Aquivalenzrelationensind geschachtelt; das hei�t, da� aus H �i+1 G folgt, da� H �i G. Die Gin(H) lassen sichfolgenderma�en rekursiv de�nieren:Gin(H) := ( fHg falls i = �n2�,Gi+1n (H [ fei+1g) [ Gi+1n (Hnfei+1g) falls i = 0; : : : ; �n2�� 1.Daraus folgt unmittelbar, weil die �Aquivalenzklassen bez�uglich �i alle gleich gro� sind,da� Zi(Gn) = 12 �Zi+1(Gn [ fei+1g) + Zi+1(Gnnfei+1g)� : (13.7)Die Folge von Zufallsvariablen (Zi)i=0;:::(n2) ist ein sogenanntes Martingal, das hei�t, da�f�ur jedes a 2 IR gilt, da� der Erwartungswert von Zi+1 �uber alle Graphen aus Gn, f�ur dieZi(Gn) = a gilt, gerade a betr�agt. Symbolisch l�a�t sich dies schreiben als (vgl. A.1)E(Zi+1jZi) = Zi f�ur alle i = 0; : : : ; �n2�� 1:F�ur die oben de�nierten Zi kann dies folgenderma�en nachgewiesen werden. Wegen Gn [fei+1g �i Gnnfei+1g sind mit Zi(Gn) = a auch Zi(Gn [ fei+1g) = Zi(Gnnfei+1g) = a.Daraus folgt mit (13.7)E(Zi+1(Gn)jZi(Gn) = a)= 1jfGn 2 Gn : Zi(Gn) = agj XGn2Gn:Zi(Gn)=aZi+1(Gn)= 1jfGn 2 Gn : Zi(Gn) = agj XGn2Gn:Zi(Gn)=a 12 �Zi+1(Gn [ fei+1g) + Zi+1(Gnnfei+1g)�= 1jfGn 2 Gn : Zi(Gn) = agj XGn2Gn:Zi(Gn)=aZi(Gn)= a(Zi)i=0;:::(n2) hei�t das Kantenaufdeckungsmartingal zu Z, denn in jedem Schritt von i zui+ 1 wird eine Kante mehr "aufgedeckt\.Die Bedeutung von Martingalen liegt darin, da� man mit ihrer Hilfe nachweisenkann, da� Zufallsvariablen unter bestimmten Voraussetzungen nur mit exponentiell klei-ner Wahrscheinlichkeit weit von ihrem Erwartungswert abweichen k�onnen. Der folgendeSatz macht dies pr�azise. In der oben beschriebenen Situation gilt Zr(H) = Z(H) undZ0(H) = E(Z) f�ur eine Zufallsvariable Z.Satz 13.2.1 (Azuma 1967) Sei Z0; : : : ; Zr ein Martingal auf Gn mit jZi+1(H)�Zi(H)j �1 f�ur alle H 2 Gn und i = 0; : : : ; r� 1, und Z0 sei konstant. Sei � > 0 beliebig. Dann giltProb (jZr � Z0j � �pr) < 2e��2=2:



362 ZUF�ALLIGE GRAPHENBeweis. Sei Y i(H) := Zi(H)� Zi�1(H) f�ur i = 1; : : : ; r. De�niere t := �=pr. Dann giltwegen der Monotonie der Exponentialfunktion und nach der Markoffschen Ungleichung(vgl. Proposition A.1.3)Prob (Zr � Z0 � �pr) = Prob (et(Zr�Z0) � et�pr)� e�t�prE(et(Zr�Z0)): (13.8)Nach Proposition A.1.2 a) giltE(et(Zr�Z0)) = E(et(Zr�1�Z0) etY r)= E(et(Zr�1�Z0) E(etY r jet(Zr�1�Z0)))= E(et(Zr�1�Z0) E(etY r jZr�1)); (13.9)wobei die letzte Gleichung aus der De�nition des bedingten Erwartungswertes folgt, dennwegen der Bijektivit�at der Exponentialfunktion und weil Z0 konstant ist, ist f�ur GraphenK und L et(Zr�1(K)�Z0(K)) = et(Zr�1(L)�Z0(L)) �aquivalent zu Zr�1(K) = Zr�1(L).Um E(etY r jZr�1) abzusch�atzen, de�nieren wir die Funktionf(x) := 12(et + e�t) + 12(et � e�t)x:Dann gilt etx � f(x) f�ur x 2 [�1; 1], denn die Funktion x ! etx ist konvex und liegtdeshalb im Bereich [�1; 1] unterhalb ihrer Sekante f durch die beiden Punkte �1 und 1.Da nach Voraussetzung jY rj � 1 ist, gilt alsoE(etY r jZr�1) � E(f(Y r)jZr�1):Wegen E(Y rjZr�1) = E(Zr � Zr�1jZr�1) = E(ZrjZr�1) � Zr�1 = 0 (vgl. Propositi-on A.1.2 b)) und der Linearit�at des bedingten Erwartungswertes folgt darausE(etY r jZr�1) � 12(et + e�t) + 12(et � e�t)E(Y rjZr�1)= 12(et + e�t)Da f�ur alle x 2 IR gilt ex =P1k=0 xkk! , ist dies gleich12  1Xk=0 tk + (�t)kk! ! = 12 0@2 1Xj=0 t2j(2j)!1A � 1Xj=0 t2j2jj! = e t22 :Mit (13.9) folgt daraus, da� E(et(Zr�Z0)) � E(et(Zr�1�Z0))e t22 , womit sich per InduktionE(et(Zr�Z0)) durch Qri=1 e t22 = ert2=2 absch�atzen l�a�t. Mit (13.8) und der De�nition von tfolgt daraus Prob (Zr � Z0 � �pr) � e�t�pr+ rt22 = e��2=2:Genauso l�a�t sich Prob (Zr�Z0 � ��pr) absch�atzen, woraus die Behauptung des Satzesfolgt. 2Als erste Anwendung von Satz 13.2.1 zeigen wir, da� die chromatische Zahl fast allerGraphen in einem kleinem Intervall liegt, das ungef�ahr die L�ange pn hat.



13.2. DIE CHROMATISCHE ZAHL 363Satz 13.2.2 (Shamir, Spencer 1987) Es giltProb (j�(Gn)�E(�)j � �pn� 1) < 2e��2=2:Beweis. Sei v1; : : :vn eine Aufz�ahlung der Knoten des Kn und Vi := fv1; : : :vig. Sei dieZufallsvariable X i f�ur H 2 Gn de�niert durchX i(H) := E(�(Gn)jGn[Vi] = H [Vi]):�Ahnlich wie oben l�a�t sich leicht nachweisen, da� (X i)i=1:::n ein Martingal ist, das soge-nannte Knotenaufdeckungsmartingal zur Funktion �. Ferner folgt leicht1 aus der Tatsache,da� sich die chromatische Zahl bei Hinzunahme eines Knotens h�ochstens um eins erh�oht,da� f�ur alle Graphen H 2 Gn gilt jX i+1(H)�X i(H)j � 1 (f�ur i = 1; : : : ; n� 1). Also sindalle Voraussetzungen von Satz 13.2.1 erf�ullt, und dieser impliziert direkt die Aussage. 2Die chromatische Zahl fast aller Graphen. Satz 13.2.2 macht keine Aussage �uber dieGr�o�enordnung der chromatischen Zahl fast aller Graphen. Diese wollen wir nun genauerbestimmen. Dazu erweist sich die Untersuchung der folgenden Zufallsvariablen als n�utzlich.Sei Yk(G) die maximale Anzahl kantendisjunkter k-Cliquen in G.In dem n�achsten Lemma werden wir den Erwartungswert von Yk nach unten absch�atzenund im darau�olgenden Lemma unter Verwendung der Martingaltheorie eine Aussage �uberdie Konzentration der Cliquenzahl zeigen. Da die Cliquenzahl und die Unabh�angigkeits-zahl die gleiche Verteilung haben, k�onnen wir dieses Lemma sp�ater benutzen, um vieleunabh�angige Mengen in einem zuf�alligen Graphen zu �nden. Diese unabh�angigen Mengenk�onnen wir jeweils zu einer Farbklasse zusammenfassen.Lemma 13.2.3 Es gibt eine Konstante c > 0, so da� das folgende gilt. Sei f�ur einenat�urliche Zahl n `(n) die Funktion aus Satz 13.1.5 und k = k(n) := `(n)� 2. Dann istE(Yk) � cn2(logn)4 :Beweis. Zu einem Graphen G konstruieren wir folgenderma�en einen Graphen R = R(G).Die Knoten von R seien die Kopien von Kk in G, und zwei (verschiedene) Knoten in Rseien adjazent, wenn die dazugeh�origen Kopien im Graphen Gmindestens eine gemeinsameKante haben. jRj, die Knotenzahl des Graphen R, ist gerade die im Beweis von Satz 13.1.5de�nierte Zufallsvariable Xk(G). Die Anzahl der Kanten vonR bezeichnen wir wie gewohntmitm(R). Eine unabh�angige Menge im Graphen R entspricht also gerade einer Menge vonkantendisjunkten k-Cliquen in G, und es gilt Yk(G) = �(R(G)). Proposition 1.5.6 liefertdie folgende Schranke f�ur die Unabh�angigkeitszahl von R�(R) � jRj2m(R)jRj + 1 = jRj22m(R) + jRj : (13.10)Wir zeigen zun�achst, da� die Zufallsvariable jR(G)j (=Xk(G)) um ihren Erwartungswertkonzentriert ist. F�ur hinreichend gro�es n gilt 97 logn � k � 2 logn (vgl. (13.3)). F�ur1Eine �ahnliche Aussage wird sp�ater in Lemma 13.2.4 bewiesen.



364 ZUF�ALLIGE GRAPHENgro�e n k�onnen wir also Lemma 13.1.6 b) anwenden, und mit der TschebyscheffschenUngleichung (Proposition A.1.4 a)) folgtProb (jXk(Gn)� E(Xk)j > 12E(Xk)) � 4V ar(Xk)E(Xk)2 = o(1):Also gilt fast sicher 12E(Xk) � jRj � 32E(Xk), und es folgt aus (13.10), da�E(�(R)) � E  jRj22m(R) + jRj! � 14E(Xk)2E � 12(m(R)) + 2E(Xk)� :Die Funktion f : x! 12x+2E(Xk) ist auf IR+ konvex, denn es gilt f�ur x > 0f 00(x) = 8(2x+2E(Xk))3 > 0. Mit der Jensenschen Ungleichung (Proposition A.1.1 a)) folgtalso E(�(R)) � 14E(Xk)22E(m(R))+ 2E(Xk) = 18 �E(m(R))E(Xk)2 + 1E(Xk)��1 : (13.11)Nun sch�atzen wir E(m(R)) und E(Xk) ab. �Ahnliche �Uberlegungen wie im Beweis vonLemma 13.1.6 b) zeigen, da� sich E(m(R)) darstellen l�a�t alsE(m(R)) = k�1Xj=2  nk! kj! n � kk � j!2�2(k2)+(j2)= E(Xk) k�1Xj=2  kj! n � kk � j!2�(k2)+(j2)� E(Xk)C  (logn)4n2 E(Xk) + 1! ; (13.12)wobei die letzte Ungleichung aus Lemma 13.1.6 a) folgt, wenn C als eine hinreichend gro�eKonstante gew�ahlt wird.F�ur hinreichend gro�es n gilt nach der De�nition von k = `� 2E(Xk) (13:4)= E(Xk+2) (k + 1)(k+ 2)(n� k)(n� k � 1)22k+1 (13:2);(13:3)� n 12 1n2 n4(logn)4 2�5 � n2(logn)4 :Zusammen mit (13.11) und (13.12) folgt daraus, da�E(�(R)) � 18  C (logn)4n2 + 1+ CE(Xk)!�1� 18  (logn)4n2 (2C + 1)!�1= (16C + 8)�1 n2(logn)4und damit die Behauptung des Lemmas. 2



13.2. DIE CHROMATISCHE ZAHL 365Lemma 13.2.4 Es gibt eine Konstante b > 0, so da� f�ur k wie in Lemma 13.2.3 giltProb (!(Gn) < k) � 2e�b n2(log n)8 :Beweis. Sei (Y ik )i=0;:::;(n2) das zur Zufallsvariable Yk geh�orende Kantenaufdeckungsmartin-gal. Das hei�t, da� f�ur i = 0; : : : ; �n2� und H 2 GnY ik (H) = E(Yk(Gn)jGn 2 Gin(H))ist. Um Satz 13.2.1 anwenden zu k�onnen, m�ussen wir zeigen, da� jY i+1� Y ij � 1 gilt. Seialso H 2 Gn, i 2 f1; : : : ; �n2�g und zum Beispiel die Kante ei+1 in H enthalten. Dann giltwegen (13.7)jY ik (H)� Y i+1k (H)j = ����12 �Y i+1k (H) + Y i+1k (Hnfei+1g)�� Y i+1k (H)����= ������� 12jGi+1n (H)j 0B@ XGn2Gi+1n (H)Yk(Gnnfei+1g)� Yk(Gn)1CA������� � 12 ;wobei die letzte Ungleichung aus der Tatsache folgt, da� sich Yk(Gn) und Yk(Gnnfei+1g)h�ochstens um eins unterscheiden k�onnen. An dieser Stelle wird wesentlich ausgenutzt, da�in Yk kantendisjunkte k-Cliquen erfa�t werden.Nach Satz 13.2.1 mit � := E(Yk)=q�n2� und wegen Lemma 13.2.3 gilt alsoProb (!(Gn) < k) = Prob (Yk = 0)� Prob (jYk �E(Yk)j � E(Yk))� 2e�E(Yk)2=(2(n2))� 2e� 1n2� cn2(log n)4�2 � 2e�c2 n2(log n)8 ;und die Behauptung des Lemmas folgt mit b := c2. 2Nun haben wir alle Hilfsmittel beisammen, um den folgenden Satz beweisen zu k�onnen.Satz 13.2.5 (Bollob�as 1988) F�ur fast jeden Graphen Gn der Ordnung n gilt�(Gn) � n2 logn:Beweis. Nach Satz 13.1.5 gilt �(Gn) � 2 logn f�ur fast alle Graphen Gn 2 Gn. Daher istfast sicher �(Gn) � n�(Gn) � n2 logn:Zum Beweis der anderen Ungleichung weisen wir nach, da� wir mit hoher Wahrschein-lichkeit so lange nacheinander unabh�angige Mengen der Gr�o�e (2 + o(1)) logn von Gnabspalten k�onnen, bis nur noch o( nlogn) Knoten �ubrig sind. Diese unabh�angigen Mengenfassen wir zu je einer Farbklasse zusammen, und die restlichen Knoten f�arben wir einzeln.Bei diesem Verfahren ben�otigen wir insgesamt dann (1 + o(1)) n2 logn Farben.



366 ZUF�ALLIGE GRAPHENSei nun W eine fest gew�ahlte Untermenge der Knotenmenge der Kardinalit�at r :=bn=(log n)2c. Dann ist Gn[W ] gleichverteilt unter allen Graphen aus Gr, falls Gn gleich-verteilt unter allen Graphen aus Gn ist. Sei k = k(r) wie in Lemma 13.2.3 de�niert. Danngilt (vgl. (13.3)) k = (2 + o(1)) log r = (2 + o(1)) logn: (13.13)Wegen Prob (�(H) < k) = Prob (!(H) < k) ist nach Lemma 13.2.4Prob (�(Gn[W ]) < k) � 2e�b r2(log r)8 :Insgesamt gibt es �nr� � nr = 2r logn Untermengen der Knotenmenge der Kardinalit�at r.Daher gilt wegen der De�nition von rProb (Es gibt ein W mit jW j = r und �(Gn[W ]) < k) � 2r logn2e�b r2(log r)8 = o(1):Also hat fast jeder Graph aus Gn die Eigenschaft, da� je r Knoten eine unabh�angigeMenge der Gr�o�e k enthalten. Einen solchen Graphen Gn k�onnen wir f�arben, indem wirnach und nach unabh�angige Mengen der Gr�o�e k entfernen und alle Knoten dieser Mengemit der gleichen Farbe f�arben. Dies k�onnen wir so lange fortf�uhren, bis nur noch r Knotenvorhanden sind, die wir dann alle einzeln f�arben. Dann gilt f�ur fast alle Gn (vgl. (13.13))�(Gn) � �n � rk �+ r � nk + o� nlogn� = (1 + o(1)) n2 logn;und der Satz ist bewiesen. 2Greedy Knotenf�arbung. Der folgende Satz zeigt, da� auch der Greedy-Algorithmusf�ur Graph Coloring (vgl. Abschnitt 5.2) f�ur fast alle Graphen die Approximationsg�ute2 + o(1) hat. Auch f�ur dieses Problem ist kein Algorithmus bekannt, der eine bessereasymptotische Approximationsg�ute f�ur fast alle Graphen hat.Satz 13.2.6 (Grimmett, McDiarmid 1975) Sei �g(Gn) die Anzahl der Farben, die derGreedy-Algorithmus f�ur Graph Coloring ben�otigt, um den Graphen Gn zu f�arben. Danngilt fast sicher �g(Gn) � nlogn :Beweis. F�ur k � 1 sei Ck die k-te Farbklasse der vom Greedy-Algorithmus erzeugtenF�arbung. Die Farbklassen des Greedy-Algorithmus lassen sich als vomGreedy-Algorithmusf�ur Independent-Set konstruierte unabh�angige Mengen au�assen. Daher folgt genausowie im Beweis von (13.5) in Satz 13.1.7, da�Prob (jCkj � log n+ 2(logn)1=2) � 2�2 logn+(logn)1=2 :Also ist mit Wahrscheinlichkeit 1 � n2�2 logn+(logn)1=2 = 1 � 2� logn+(logn)1=2 = 1 � o(1)jede der maximal n Farbklassen kleiner als log n+2(logn)1=2. Daher ben�otigt der Greedy-Algorithmus mit Wahrscheinlichkeit 1� o(1) mindestensnlogn + 2(logn)1=2 = (1� o(1)) nlogn



13.2. DIE CHROMATISCHE ZAHL 367Farben.Zum Beweis der anderen Ungleichung sei f�ur 1 � j; k � n Bkj das Ereignis, da� der j-teKnoten mit der Farbe k gef�arbt wird, und Akj = Sji=1Bki das Ereignis, da� auf den erstenj Knoten mindestens k Farben ben�otigt werden. Dann ist Akn = fGn : �g(Gn) � kg. Wirsind also an einer oberen Schranke f�ur Prob (Akn) mit k � logn interessiert.Dazu sch�atzen wir zun�achst die Wahrscheinlichkeiten Prob (Bk+1j+1 jAkj ) ab. Von denersten j Knoten seien jeweils ji Knoten mit der Farbe i gef�arbt f�ur i = 1; : : : ; k. Wenn der(j+1)-te Knoten die Farbe k+1 erh�alt, mu� er f�ur jedes i = 1 : : :k mit mindestens einemKnoten der Farbe i verbunden sein. Dieses Ereignis hat die Wahrscheinlichkeit 1 � 2�ji .Daraus folgt Prob (Bk+1j+1 jAkj ) = kYi=1(1� 2�ji): (13.14)Um dies abzusch�atzen, betrachten wir die Funktion f : x 7! � log(1� 2�x). Diese ist f�urx > 0 konvex, da f 0(x) = �2�x1�2�x und f 00(x) = (ln2)2�x(1�2�x)2 > 0. Wegen der Jensenschen-Ungleichung (Proposition A.1.1 b)) gilt dann alsokXi=1 f(ji) � kf  Pki=1 jik ! � kf � jk� ;wobei die zweite Ungleichung aus Pki=1 ji � j und der Tatsache folgt, da� f monotonfallend ist. Wegen (13.14) gilt dannProb (Bk+1j+1 jAkj ) = 2�Pki=1 f(ji) � 2�kf( jk )= (1� 2�j=k)k (13:6)� exp(�2�j=kk) � exp(�2�n=kk): (13.15)Wenn der (j + 1)te Knoten mit Farbe k+ 1 gef�arbt wird, dann mu� mindestens einer derersten j Knoten mit der Farbe k gef�arbt worden sein. Daher gilt Bk+1j+1 � Akj � Akn. DarausfolgtProb (Bk+1j+1 jAkn) = Prob (Bk+1j+1 \ Akn)Prob (Akn) = Prob (Bk+1j+1 )Prob (Akn) � Prob (Bk+1j+1 )Prob (Akj ) = Prob (Bk+1j+1 jAkj ):Wegen Ak+1n � Akn folgt daraus zusammen mit (13.15)Prob (Ak+1n ) � Prob (Ak+1n jAkn) � nXj=k+1 Prob (Bk+1j jAkn) � n � exp(�2�n=kk):Sei nun k := nlogn(1� 3 log log nlog n ) . Dann giltProb (�g(Gn) > k) = Prob (Ak+1n )� n � exp(�2�n=kk)= exp0@lnn � 2� logn(1� 3 log log nlog n ) � nlogn(1� 3 log lognlogn )1A



368 ZUF�ALLIGE GRAPHEN= exp lnn � (logn)3n � nlogn(1� o(1))!= exp lnn � (logn)21� o(1)! = o(1):Also gilt fast sicher �g(Gn) � k = (1 + o(1)) nlogn: 2



Kapitel 14Ein Blick in die extremale undasymptotische Graphentheorie14.1 Die S�atze von Tur�an und von Erd}os und StoneIn diesem Abschnitt besch�aftigen wir uns mit dem Problem die maximale Anzahl vonKanten zu bestimmen, die ein Graph auf n � minfjH j : H 2 Hg Knoten haben kann,ohne einen Subgraphen H 2 H aus einer Graphenfamilie H zu enthalten. Diese maximaleAnzahl von Kanten werde mit exn(H) bezeichnet. Da der vollst�andige Graph Kn jedenSubgraph auf h�ochstens n Knoten als Subgraph enth�alt, gilt o�enbar exn(H) � �n2�, undexn(H) ist wohlde�niert.Beispiel. In Korollar 1.1.27 haben wir gezeigt, da� ein Graph mit mehr als n� 1 Kanteneinen Kreis enth�alt, oder anders ausgedr�uckt, exn(fC`g`�3) � n � 1. Da andererseitsB�aume kreisfrei mit m = n� 1 Kanten sind, gilt hier sogar Gleichheit. 2Graphen (wie die B�aume in obigem Beispiel) mit m = ex(n;H) vielen Kanten hei�endie extremalen Graphen f�ur die verbotene Subgraphenfamilie H. Wir wollen in diesemKapitel Schranken f�ur exn(H) herleiten, wenn wir das DreieckK3 oder allgemeiner CliquenKp, p � 3, oder sogar beliebige Graphenfamilien H als Subgraphen verbieten.Als Einstieg bestimmen wir die maximale Anzahl von Kanten in einem dreiecksfreienGraphen (ein Graph G hei�t dreiecksfrei genau dann, wenn !(G) � 2). Vollst�andig bipar-tite Graphen mit gleichgro�en Bipartitionsmengen sind nat�urlich dreiecksfrei und habeno�enbar n24 viele Kanten. Es gilt nun:Satz 14.1.1 (Mantel 1907) Die maximale Anzahl Kanten in einem dreiecksfreien Gra-phen ist exn(K3) = jn24 k. Die extremalen Graphen sind bipartit.Beweis. Sei G ein dreiecksfreier Graph und C eine minimale Knoten�uberdeckung von G,d.h. jCj = �(G). Nach De�nition inzidieren also alle Kanten von G mit Knoten aus C.Da zudem die Nachbarn eines Knotens aufgrund der Dreiecksfreiheit eine stabile Mengebilden, folgt jEj � Xv2C d(v) � �(G) � �(G) � ��(G) + �(G)2 �2 4:1:9= n24 :369



370 EXTREMALE UND ASYMPTOTISCHE GRAPHENTHEORIE������Abbildung 14.1: Der Tur�an-Graph T7(3)Die letzte Ungleichung gilt dabei wegen der Beziehung pab � a+b2 zwischen geometrischemund arithmetischem Mittel. An der ersten Ungleichung ist zu erkennen, da� diese Schrankenur f�ur bipartite Graphen scharf ist: ein ungerader Kreis enth�alt zwei benachbarte u; v 2 C.Die Kante fu; vg wird also auf der rechten Seite der Ungleichung doppelt gez�ahlt, worausjEj � n24 � 1. 2�Ubung 14.1.2 Ein Graph mit mehr als 12npn� 1 Kanten hat Taillenweite � 4 (verglei-che mit C5).Tur�an verallgemeinerte den Satz von Mantel auf Kp+1-freie Graphen (siehe die�Ubersetzung in [Tur54]). Wieviele Kanten kann ein Kp+1-freier Graph haben? Ein p-partiter Graph enth�alt sicher keinen Kp+1. Ein vollst�andig p-partiter Graph hat maximalviele Kanten, wenn die p Klassen der Partition von V alle m�oglichst gleich gro� sind,d.h. entweder bnp c oder dnp e Knoten enthalten. Denn angenommen, eine Klasse h�atte n1viele Knoten und eine andere Klasse n2 � n1 + 2 viele. Dann enthielte der vollst�andigp-partite Graph, den man erh�alt, wenn man einen Knoten der zweiten Klasse in die erstetransferiert, mindestens (n2 � 1)(n1 + 1) � n1n2 = n2 � (n1 + 1) � 1 Kanten mehr. Dervollst�andig p-partite Graph auf n Knoten mit p m�oglichst gleichgro�en Partitionsklassenhei�t der Tur�an-Graph Tn(p). Seine Kantenzahl wird mit tn(p) notiert. O�enbar gilttn(p) =  n2!� p n=p2 !+ O(n) (14.1)= 12 �n2 � n � pnp (np � 1)�+ O(n) (14.2)= (1� 1p)n22 +O(n) (14.3)Zum Vergleich gilt nach dem Satz von Mantel beispielsweise tn(2) = bn2=4c. Der Satzvon Tur�an besagt nun, da� in der trivialen Ungleichung exn(Kp+1) � tn(p) tats�achlichGleichheit gilt.Satz 14.1.3 (Tur�an 1941) F�ur jedes p � 1 gilt:exn(Kp+1) = tn(p);und der Graph Tn(p) ist der eindeutige extremale Kp+1-freie Graph auf n Knoten.



14.1. DIE S�ATZE VON TUR�AN UND VON ERD}OS UND STONE 371Beweis (vgl. auch �Ubung 10.9.20). Zum Beweis von "�\ zeigen wir, da� die Gradsequenzeines jeden Kp+1-freien Graphen G = (V;E) durch die Gradsequenz eines p-partiten Gra-phen H = (V;E 0) auf derselben Knotenmenge majorisiert wird, d.h. es giltdG(v) � dH(v) 8v 2 V: (14.4)Wir induzieren nach p. Da ein 1-partiter Graph leer ist, gilt im Fall p = 1 trivialerweiseexn(K2) = 0 = t1(n), und der Graph T1(n) ist o�ensichtlich der eindeutige extremaleGraph.Sei G = (V;E) also Kp+1-frei, p � 2. Sei w0 2 V ein Knoten maximalen Grades inG. Setze Z := �(w0) und W := V n Z. Nach Annahme an G ist G[Z] Kp-frei. NachInduktionsannahme k�onnen wir daher G[Z] durch einen (p � 1)-partiten Graphen HZersetzen, so da� dG[Z](z) � dHZ (z) f�ur alle z 2 Z. Um nun einen p-partiten Graphen Hauf V zu erhalten, f�uge W als stabile Menge zu HZ hinzu und verbinde die Knoten ausW vollst�andig mit denen von HZ .Der Graph H hat die gew�unschten Eigenschaften: f�ur alle w 2 W gilt dG(w) � dG(w0) =dH(w0) = dH(w) und f�ur alle z 2 Z gilt dG(z) � dG[Z](z) + jV �Zj � dHZ (z) + n� jZj =dH(z).Zur Eindeutigkeit des Tn(p). Falls der obige Graph G ein extremaler Kp+1-freier Graphist, so gilt dG(v) = dH(v) f�ur alle v 2 V . Da jeder Knoten z 2 Z im Graphen H maximalviele Nachbarn in V � Z hat, folgt dH [Z](z) = dG[Z](z) f�ur alle z 2 Z. G[Z] ist also einextremaler Kp-freier Graph, und nach Induktionsannahme (p � 1)-partit. Da nun aberwegen dG(z) = dH(z) f�ur alle z 2 Z auchjhW;ZiGj = jW jjZj = jhW;ZiHj;ist G[W ] schon der leere Graph, d.h. G ist p-partit. 2Der Satz von Tur�an markiert den Startpunkt f�ur die sogenannte extremale Graphen-theorie, die sich seitdem rasch entwickelt und eine Reihe tieiegender S�atze hervorgebrachthat. Wir wollen den Faden noch ein wenig weiter spinnen. F�ur die meisten Graphen Herscheint das Problem, exn(H) zu bestimmen, �au�erst schwierig. Als ersten Schritt indiese Richtung hat man deshalb versucht, zumindest die Gr�o�enordnung dieser Funktionabzusch�atzen. Es stellte sich heraus, da� dieses Problem eine ebenso einfache wie reizvolleL�osung hat. Die folgenden Ergebnisse von Erd}os, Stone und Simonovits zeigen, da�die Gr�o�enordnung von exn(H) nur von der chromatischen Zahl des Graphen H abh�angt.Wir behandeln zun�achst den Fall, da� H der vollst�andige r-partite Graph mit je t Knotenin jeder Partitionsklasse - der Kr(t) - ist.Satz 14.1.4 (Erd}os, Stone 1946) F�ur ganze Zahlen r � 2 und t � 1 giltexn(Kr(t)) = (1� 1r � 1)n22 + o(n2) (n!1):Erd}os and Stone in fact proved a slightly more general result. Namely, they showed thatfor every � > 0 and for su�ciently large n every graph on n vertices with (1� 1r�1+�)n22 ed-ges contains a Kr((ln(r�1) n)1=2) subgraph. This was later generalized, �rst by Bollob�as,Erd}os and Simonovits (1976) and then by Chv�atal and Szemer�edi (1981,1983), whoshowed that every such graph contains in fact already a Kr(logn=(500 log ��1)) subgraph.



372 EXTREMALE UND ASYMPTOTISCHE GRAPHENTHEORIED.h. wenn man den extremalen Kr-freien Graphen nur �n2 viele Kanten mehr "spendiert\f�ur ein � > 0, so �ndet man in diesen Graphen schon einen Kr(t) mit t = 
(logn) f�urn!1. Dieses Resultat ist bis auf einen konstanten Faktor bestm�oglich [BE73].Dem Beweis von Satz 14.1.4 schicken wir zwei Lemmata voraus.Lemma 14.1.5 For every graph H, exn(H)=�n2� is decreasing as n!1.Proof. Choose k � n arbitrarily and let G = (Vn; E) be a H-free graph on n verticeswith jEj = exn(H) many edges. Consider all �nk� induced subgraphs G1; : : : ; G(nk) of G onk vertices. Then each edge of G belongs to exactly �n�2k�2� of these subgraphs. Hence,�n�2k�2� � exn(H) = (nk)Xi=1 jE(Gi)j � �nk� � exk(H): 2Corollary 14.1.6 For every graph H, limn!1 exn(H)=n2 exists. 2Lemma 14.1.7 (K}ovari, S�os, Tur�an 1954) F�ur r; s 2 IIN giltexn(Kr;s) � 12(s� 1) 1rn2� 1r +O(n):Proof. Let G = (Vn; E) be a graph without Kr;s-subgraph. Then the number of K1;r-subgraphs is bounded from above by (s � 1)�nr�. As on the other hand the number ofK1;r-subgraphs is given by Pni=1 �d(vi)r �. This shows that(s� 1) nr! � nXi=1  d(vi)r ! � n �  2jEj=nr !;from which the claimed bound follows by straightforward calculations. 2Proof of Theorem 14.1.4. We proceed by induction on r. For r = 2 the theorem follows from14.1.7. So assume now that the theorem is true for r�1 and all t and consider an arbitrarybut �xed t 2 IIN. De�ne a constant 0 � c � 1 by 1 � 1r�1 + c = limn!1 2exn(Kr(t))=n2(cf. 14.1.6). If c = 0 there is nothing to show, so assume c > 0. Let q = 2t2 and choosen0 � 4qrt su�ciently large so that exn(Kr�1(q)) � (1 � 1r�1)n22 for all n � n0=2 (theexistence of such an n0 follows from the induction hypothesis) and�1� 1r � 1 + c(1� 1t(r � 1))� � n22 < exn(Kr(t)) < �1� 1r � 1 + c(1 + 1t(r � 1))� � n22for all n � n0=2.Let G = (Vn; E) be a Kr(t)-free graph on n � n0 vertices with jEj � (1 � 1r�1 +c(1 � 12t)) � n22 many edges. By the choice of n0 we know that G contains at least oneKr�1(q)-subgraph. Fix one such copy, say K, and letX = fv 2 Vn nK j j�(v) \Kj � (r� 2 + 12t)qg:We claim that jX j < q(r�1)t. To see this we count the Kr�1(t)-subgraphs of K in two ways.First, every vertex in X is connected to at least one such subgraph. Second, every such



14.1. DIE S�ATZE VON TUR�AN UND VON ERD}OS UND STONE 373subgraph can be connected to at most (t�1) vertices in X . Therefore, jX j � (t�1)�qt�r�1 �q(r�1)t.We now remove K and all adjacent edges from G to obtain the graph G(1). Obviously,jV (G(1))j = n� (r� 1)q andjE(G(1))j � jEj �  (r� 1)q2 !� jX j(r� 1)q � (n� (r � 1)q � jX j)(r� 2 + 12t )q� jEj � (r� 2 + 1t )qn:In particular, G(1) is at least as dense as G, so G(1) also contains a Kr�1(q)-subgraph.By removing such a copy we obtain the graph G(2), and so on. Repeating this procedurecn = (r� 1)q many times, we obtain a graph G0 � G so thatjV (G0)j = (1� c)nand jE(G0)j � jEj � �1� 1r � 1 � 1t(r � 1)� � cn2� �1� 1r � 1 + c(1� 1t(r � 1))� � n22 � �1� 1r� 1 � 1t(r � 1)� � cn2� (1� 1r � 1) � (1� c)2n22 + �1 + 1t(r � 1) � c� � cn22= (1� 1r � 1) � [(1� c)n]22 + 1 + 1t(r�1)(1�c)1� c � c � [(1� c)n]22 :By choice of n0 this implies that 1+ 1t(r�1)(1�c)1�c � 1 + 1t(r�1) , which can only hold for c > 1.As by de�nition c � 1r�1 this is the desired contradiction. 2�Ahnlich zur Situation, wo H die Menge der ungeraden Kreise ist, hat es asympto-tisch dieselbe Wirkung, eine Menge von (nicht-leeren) Graphen auszuschlie�en, wie einenGraphen H 2 H mit der kleinsten chromatischen Zahl auszuschlie�en.Korollar 14.1.8 (Erd}os, Simonovits 1966) Sei H eine endliche Menge von nicht-leeren Graphen und c := minf�(H) : H 2 Hg. Dann gilt:exn(H) = (1� 1c� 1)n22 + o(n2) (n!1): (14.5)Beweis. F�ur einen GraphenH = argmin f�(H) : H 2 Hg gilt o�enbar exn(H) � exn(H).Da jeder H-freie Graph insbesondere K�(H)(jV (H)j)-frei ist, liefert der Satz 14.1.4 vonErd}os und Stone wiederum die obere Schrankeexn(H) � exn(K�(H)(jV (H)j)) = (1� 1�(H)� 1) n22 + o(n2):F�ur die untere Schranke beachte, da� der (c�1)-partite Tur�an-Graph Tn(c�1) sicherlichH-frei ist, so da� exn(H) � tn(c� 1) = (1� 1c� 1)n22 +O(n): 2



374 EXTREMALE UND ASYMPTOTISCHE GRAPHENTHEORIE14.2 Fast alle dreiecksfreien Graphen sind bipartitWir kommen nun zu asymptotischen Strukturaussagen f�ur Graphenklassen. Erd}os,Kleitman und Rothschild gelang es 1976, die Struktur eines typischen dreiecksfrei-en Graphen zu bestimmen, d.h. eines dreiecksfreien Graphen, der gleichverteilt zuf�alligaus der Menge der dreiecksfreien Graphen ausgew�ahlt (gezogen) wird.W�ahrend wir in Abschnitt 5.3 dreiecksfreie Graphen mit beliebig hoher chromatischerZahl konstruiert haben, zeigt sich hier, da� ein dreiecksfreier Graph aber in der Regelbipartit, also zweif�arbbar, ist. D.h. wenn man den trivialen Grund daf�ur, da� ein Graphnicht zweif�arbbar ist, n�amlich den, da� er eine Clique der Gr�o�e mindestens 3 besitzt,ausschlie�t, dann ist er immerhin schon fast immer zweif�arbbar. Dreiecksfreie Graphenhoher chromatischer Zahl sind also recht selten. Anders ausgedr�uckt: da bipartite Graphentrivialerweise dreiecksfrei sind, besagt das folgende Resultat, da� die Menge der bipartitenGraphen in der Menge der dreiecksfreien Graphen dicht liegt.Theorem 14.2.1 (Erd}os, Kleitman, Rothschild 1976) Almost all triangle-free gra-phs are bipartite, that isProb [G 2 Coln(2)j G 2 Forbn(K3)] = 1� o(1) (n!1):Proof. While this result is nice and clear-cut, to prove it it was necessary to substitute theprobabilistic methods known from random graph theory by subtle enumeration techniques.The proof of Theorem 14.2.1 will consist of three parts:I. De�ne sets A(n), B(n) and C(n) such thatForbn(K3) � Coln(2)[ A(n) [ B(n) [ C(n):II. Bound the cardinalities of the sets A(n), B(n) and C(n) in terms of those ofForbn�x(K3) for appropriate x 2 IIN.III. Show inductively that each of the sets A(n), B(n) and C(n) is negligible comparedto Coln(2).Figure 14.2 outlines the desired partition of Forbn(K3) and indicates how the sets A(n),B(n) and C(n) are de�ned. Note however, that the drawing is not according to scale.Part I. The three sets A(n), B(n) and C(n) will reect properties which hold almostsurely in a (random) bipartite graph on n vertices. As we shall see in the proof of III, thecolor classes in a random bipartite graph are of approximately the same size. For the timebeing it therefore su�ces to view a random bipartite graph as a bipartite graph with colorclasses as equal as possible, in which the edges are inserted randomly with probability1=2. It should be intuitively clear that with very high probability in such a graph everyvertex has degree at least, say, log n, and that every set of size logn has at least, say,(12 � 11000)n neighbors. The de�nition of A(n) and B(n) captures these two properties,while the de�nition of C(n) reects the property that in bipartite graphs all edges fx; ygsatisfy �(�(x)) \ �(�(y)) = ;. LetA(n) denote the set of all graphs in Forbn(K3) which contain a vertex v such that j�(v)j �logn,



14.2. FAST ALLE DREIECKSFREIEN GRAPHEN SIND BIPARTIT 375���������	
���Abbildung 14.2: Partition of the set Forbn(K3)B(n) denote the set of all graphs in Forbn(K3) n A(n) which contain a vertex v and a setQ � �(v) of size logn such that j�(Q)j � (12 � 11000)n, andC(n) denote the set of all graphs in Forbn(K3) n [A(n) [ B(n)] which contain an edgefx; yg and sets Qx � �(x) and Qy � �(y) of size jQxj = jQyj = logn such thatj�(Qx) \ �(Qy)j � 1100n.It is not di�cult to show that these sets have the required properties.Lemma 14.2.2 Forbn(K3) � Coln(2)[ A(n) [ B(n) [ C(n):Proof. Let G = (Vn; E) be an arbitrary but �xed graph in Forbn(K3)n[A(n)[B(n)[C(n)].We need to show that G 2 Coln(2). To see this �x for every vertex v 2 Vn a set Qv � �(v)of size logn and let Rv = �(Qv). Observe that by the de�nition of the set A(n) suchsets Qv exist and that by the de�nition of B(n) the sets Rv satisfy jRvj � (12 � 11000)n.Furthermore, by the de�nition of the set C(n), we have jRx\Ryj � 1100n for all fx; yg 2 E.One easily checks that this implies that G can neither contain a C5 nor a C7 or C9.Choose now an arbitrary edge fx; yg 2 E. As G contains no C5 we conclude that Rxand Ry are stable sets and that Rx \Ry = ;. Let S = Vn n (Qx [ Qy [Rx [Ry) andSx = fv 2 Sj Rv \ Rx 6= ;g and Sy = fv 2 Sj Rv \ Ry 6= ;g:Observe that certainly Sx [ Sy = S and that, as G contains no C7 or C9, we also knowthat Rx [ Sx and Ry [ Sy are stable and Sx \ Sy = ;. At this point a proper two coloringof G is easily de�ned (cf. Figure 14.3). 2Part II. We now bound the cardinalities of the sets A(n), B(n) and C(n) in terms of thoseof Forbn�x(K3) for an appropriate x 2 IIN. This is done by �rst closing an appropriatesubset of the vertex set, in case of A(n), for example, the vertex v, a K3-free graph on theremaining vertices and then connecting the vertices of the special set with the remainingvertices.



376 EXTREMALE UND ASYMPTOTISCHE GRAPHENTHEORIE���������Abbildung 14.3: 2-coloring of a graph G in G 2 Forbn(K3) n [A(n) [ B(n) [ C(n)]Lemma 14.2.3 For all su�ciently large nlog jA(n)jjForbn�1(K3)j � 2(logn)2:Proof. Construct all graphs in A(n) as follows. First choose the vertex v and a triangle-free graph on Vn n fvg (in at most n � jForbn�1(K3)j ways). Then choose the set �(v). Asthere are exactly lognXi=0  n � 1i ! � nlognways to do this, the desired bound follows immediately. 2Lemma 14.2.4 For all su�ciently large nlog jB(n)jjForbn�logn(K3)j � (12 � 12000)n logn:Proof. Construct all graphs in B(n) as follows. First choose the set Q and a triangle-freegraph on Vn nQ (in at most � nlogn� � jForbn�logn(K3)j ways). Then choose the set R = �(Q)(less than 2n ways) and connect Q to the set R (at most 2jQj�jRj � 2logn�( 12� 11000 )n ways).Together this giveslog jB(n)jjForbn�logn(K3)j � (logn)2 + n + (12 � 11000)n logn� (12 � 12000)n logn;for n su�ciently large. 2Remark. Observe that in the proof of Lemma 14.2.4 we did not use the fact that the setQ is a subset of the neighbourhood of some vertex v. That is, we could also have let B(n)denote the (larger) set of all graphs in Forbn(K3) which contain a set Q � �(v) of sizelog n such that j�(Q)j � (12 � 11000)n.



14.2. FAST ALLE DREIECKSFREIEN GRAPHEN SIND BIPARTIT 377Lemma 14.2.5 For all su�ciently large nlog jC(n)jjForbn�2(K3)j � (1� 12000)n:Proof. Construct all graphs in C(n) as follows. First choose the two vertices x andy, a triangle-free graph on Vn n fx; yg, and appropriate sets Qx; Qy (in less thann2 � jForbn�2(K3)j � n2 logn ways). Let for conciseness of notation Rx = �(Qx) andRy = �(Qy) and observe that Rx and Ry are determined by the choice of Qx and Qy .Finally, connect x and y to Vn n fx; yg. As no vertex in Rx (Ry) may be connected to y(x) and no vertex in Vn n (Rx [Ry) may be connect to both x and y there are at most2jRxnRyj+jRynRxj � 3n�jRx[Ryj � 2 74n� 34 (jRxj+jRyj)� 14 jRx\Ryj � 2n� 11000n:ways to do this (recall that by de�nition of B(n) we have jRxj; jRyj � (12� 11000)n and thatby assumption jRx \Ryj � 1100n). Together this giveslog jC(n)jjForbn�2(K3)j � 2 logn+ 2(logn)2 + n� 11000n� (1� 12000)n;for n su�ciently large. 2Part III. To show inductively that the sets A(n), B(n) and C(n) are negligible comparedto Coln(2) we �rst establish bounds on the growth rate of the set Coln(2).Lemma 14.2.6 log jColn�1(2)jjColn(2)j � �12n + 12 for all n 2 IIN:Proof. Rewriting the statement of the lemma, we see that we have to prove thatjColn(2)j � 2 12 (n�1)jColn�1(2)j:This, however, follows easily from the observation that we can obtain every bipartite graphon n vertices by �rst choosing a bipartite graph on n � 1 vertices (jColn�1(2)j choices),�xing an arbitrary 2-coloring of it, and connecting the n-th vertex in all possible ways tothe larger color class (there are at least 2 12 (n�1) ways to do this). 2Proof of Theorem 14.2.1.Since Coln(2) � Forbn(K3) it su�ces to show that there exist constants c � 0 and  > 1such that jForbn(K3)j � (1 + c�n)jColn(2)j (�)holds for all n 2 IIN. Let  = 2� 13000 and choose n0 large enough so that all lemmas abovehold for all n � n0 and such that for all n � n0:max f2� 12n+3(logn)2 ; 2� 12000n logn+2(logn)2 ; 2� 12000n+3 logn g � �n:Subsequently, choose c � 1 such that (�) holds for all n � n0. We conclude the proof byinduction on n. So assume (�) holds for some n � 1 � n0. By Lemma 14.2.2 we concludethat jForbn(K3)j � jA(n)j+ jB(n)j+ jC(n)j+ jColn(2)j:



378 EXTREMALE UND ASYMPTOTISCHE GRAPHENTHEORIEHence, it su�ces to show that the ratio of each of the set A(n), B(n) and C(n) with Coln(2)is at most c3�n. By Lemma 14.2.3, induction hypothesis, and Lemma 14.2.6 we concludejA(n)jjColn(2)j � jA(n)jjForbn�1(K3)j � jForbn�1(K3)jjColn�1(2)j � jColn�1(2)jjColn(2)j� 22(logn)2 � (1 + c�n+1)| {z }� 2c �2� 12n+log n � c3 � 2� 12n+3(logn)2 � c3�n;by choice of . Similarly, we obtainjB(n)jjColn(2)j � jB(n)jjForbn�logn(K3)j � jForbn�logn(K3)jjColn�logn(2)j � lognYi=1 jColn�i(2)jjColn�i+1(2)j� 2( 12� 12000 )n logn � (1 + c�n+logn) � 2Plog ni=1 (� 12 (n�i)+log(n�i))� c3 � 2� 12000n logn+2(logn)2 � c3�nand jC(n)jjColn(2)j � jC(n)jjForbn�2(K3)j � jForbn�2(K3)jjColn�2(2)j � jColn�2(2)jjColn�1(2)j � jColn�1(2)jjColn(2)j� 2(1� 12000 )n � (1 + c�n+2) � 2�n+2 logn+ 12� c3 � 2� 12000n+3 logn � c3�n: 2Wenn man gr�o�ere Cliquen verbietet, ergibt sich eine analoge Aussage:Satz 14.2.7 (Kolaitis, Pr�omel, Rothschild 1987) Sei p � 2 konstant. Dann ist fastjeder Kp+1-freie Graph schon p-chromatisch:Prob [Gn 2 Coln(p)j Gn 2 Forbn(Kp+1)] = 1� o(1) (n!1): 2Wenn man also die Cliquenzahl festh�alt, d.h. nur die Menge aller Graphen mit !(G) � k f�urein k 2 IIN betrachtet, so ist die Cliquenzahl "in der Regel\ eine "gute\ untere Schranke f�urdie chromatische Zahl, auch wenn die beiden Parameter i.a. beliebig weit auseinanderfallenk�onnen.Dar�uberhinaus zeigt der Beweis zu Satz 14.2.1, da� fast alle dreiecksfreien Graphen Unter-graphen des extremalen dreiecksfreien Graphen sind. Die Anzahl dreiecksfreier Graphenist also im wesentlichen durch die Anzahl Subgraphen eines extremalen dreiecksfreien Gra-phen bestimmt. Dies verallgemeinert auf beliebige verbotene Subgraphen, wo die AnzahlKanten im extremalen Graphen durch (14.5) gegeben ist.Satz 14.2.8 (Erd}os, Frankl, R�odl 1986) Sei H ein Graph. Dann giltjForbn(H)j = 2(1� 1�(H)�1 )n22 +o(n2) (n!1): 2



14.3. MEHR �UBER DREIECKSFREIE GRAPHEN 37914.3 Mehr �uber dreiecksfreie GraphenNach Satz 14.2.1 ist die Menge der dreiecksfreien Graphen asymptotisch nur unwesentlichgr�o�er als die der bipartiten Graphen. Trotzdem unterscheiden sich die beiden Graphen-klassen drastisch. So sahen wir bereits in Abschnitt 5.3, da� Forb(K3) Graphen beliebighoher chromatischer Zahl enth�alt. Dar�uberhinaus werden die Probleme 3-Colorabilityund Independent Set, f�ur die es auf bipartiten Graphen polynomielle Algorithmen gibt,auf dreiecksfreien Graphen bereits NP-vollst�andig, vergleiche Satz 5.4.7 bzw. �Ubung 1.5.10.Dieser Abschnitt untersucht, inwieweit sich die "klassischen\ Schranken an �(G) und �(G)f�ur dreiecksfreie Graphen versch�arfen lassen.Die chromatische Zahl. Der Satz von Brooks gibt eine obere Schranke von �(G) f�urdie chromatische Zahl eines Graphen G, der nicht gerade vollst�andig oder ein ungeraderKreis ist. Man kann sich nun fragen, ob man f�ur Graphen mit Taillenweite mindestens g,g � 4, bessere Schranken angeben kann. Tats�achlich gilt f�ur dreiecksfreie Graphen�(G) � 23�(G) + 2;wie Kostochka (siehe [Kim95]) zeigen konnte. Andererseits gibt es Graphen beliebighoher Taillenweite mit �(G) � c �(G)log�(G) ;siehe [Bol78b]. F�ur Graphen mit Taillenweite g(G) � 5 ist dies tats�achlich die korrekteGr�o�enordnung; Kim [Kim95] konnte zeigen, da� f�ur Graphen mit g(G) � 5 gilt:�(G) � (1 + o(1)) �(G)ln�(G) ( f�ur �(G)!1):Stabile Mengen. Ein klassisches Resultat von Tur�an [Tur41] (siehe Proposition 1.5.6)kann wie folgt formuliert werden, wobei �d := 1n Pv2V d(v) den Durchschnittsgrad in Gbezeichnet: �(G) � n�d+ 1 :W�ahrend diese Absch�atzung f�ur eine disjunkte Vereinigung von Cliquen scharf ist, gilt f�urdreiecksfreie Graphen �(G) � (1� o(1)) n ln �d�d ( f�ur �d!1):Genauer (siehe auch [AKS80, Gri83b]):Satz 14.3.1 (Shearer 1983) Sei G = (V;E) ein dreiecksfreier Graph mit Durchschnitts-grad d. De�niere eine Funktion f : IR+0 ! IR durchf(x) := d ln d� d+ 1(d� 1)2 ;f(0) = 1 und f(1) := 1=2. Dann gilt �(G) � nf(d).



380 EXTREMALE UND ASYMPTOTISCHE GRAPHENTHEORIEBeweis. Wir induzieren nach n. F�ur n = 1 ist die Aussage sicher richtig. Ebenso f�urrelativ dichte Graphen, denn f�ur n � d=f(d) stellen schon die Nachbarn eines Knotensvon maximalem Grad in G eine stabile Menge der Gr�o�e � d � nf(d) dar.Die Funktion f ist stetig und erf�ullt 0 < f(d) � 1. Sei v 2 V ein Knoten von G,d1 = j�(v)j sein Grad und d2 = 1d1 Pu2�(v) d(u) der Durchschnittsgrad seiner Nachbarn.Wir behaupten, da� v so gew�ahlt werden kann, da�(d1 + 1)f(d) � 1 + (dd1 + d� 2d1d2)f 0(d): (14.6)Hierzu wiederum gen�ugt es, zu zeigen, da� (14.6) im Mittel �uber alle Knoten von G gilt.f gen�ugt der Di�erentialgleichung(d+ 1) f(d) = 1 + (d� d2) f 0(d): (14.7)Der Mittelwert �uber alle Knoten v 2 V der linken Seite von (14.6) ist aber gleich derlinken Seite von (14.7). Der Mittelwert von d1d2 ist gleich dem Mittelwert �uber d21, wasnach der Jensenschen Ungleichung � d2 ist. Also ist der Mittelwert der rechten Seite von(14.6) wegen f 0(d) < 0 mindestens so gro� wie die rechte Seite von (14.7), womit (14.6)gezeigt ist.Sei nun v ein Knoten von G, der (14.6) erf�ullt, und G0 der Graph G� (v+�(v)). Dannist G0 ebenso dreiecksfrei, enth�alt n� d1� 1 Knoten und 12nd� d1d2 Kanten. Also hat G0Durchschnittsgrad d0 = nd� 2d1d2n � d1 � 1 :Nach Induktionsannahme enth�alt G0 eine stabile Knotenmenge der Gr�o�e (n�d1�1)f(d0).Wir f�ugen v hinzu und erhalten eine stabile Knotenmenge in G der Gr�o�e (wegen f 00(d) � 0ist f konvex und verl�auft oberhalb jeder Tangente)(n� d1 � 1)f(d0) + 1 � (n� d1 � 1)f(d) + (n� d1 � 1)(d0 � d)f 0(d) + 1= (n� d1 � 1)f(d) + (dd1 + d� 2d1d2)f 0(d) + 1� (n� d1 � 1)f(d) + (d1 + 1)f(d)= nf(d): 2Aus dem Beweis ergibt sich unmittelbar ein polynomieller Algorithmus, um eine stabileKnotenmenge der geforderten Gr�o�e zu konstruieren. Bis auf einen konstanten Faktor istdie Schranke aus obigem Satz bestm�oglich, da es Graphen von beliebig hoher Taillenweitegibt mit �(G) � (2 + o( �d)) n ln �d�d(dies ergibt sich durch Betrachtung zuf�alliger Graphen).Moon und Moser [MM65] bestimmten die maximale Anzahl MM(n) maxima-ler Cliquen (rsp. maximaler stabiler Mengen) in einem Graphen auf n Knoten: es giltMM(n) = �(3n=3) � �(1:44n). Sie bestimmten auch die (eindeutigen) extremalen Gra-phen; Es sind dies beispielsweise f�ur n � 0 (mod 3) die Tur�an-Graphen Tn(n=3).



14.3. MEHR �UBER DREIECKSFREIE GRAPHEN 381Satz 14.3.2 (Moon, Moser 1965) Sei G = (V;E) ein Graph auf n Knoten und MM(G)die Anzahl der (inklusions-) maximalen Cliquen in G. Dann gilt:MM(G) � 8><>: 3n3 falls n � 0 (mod 3);4 � 3n�43 falls n � 1 (mod 3);2 � 3n�23 falls n � 2 (mod 3):Beweis. F�ur einen Knoten x 2 V bezeichnen wir mit MM(x) die Anzahl maximalerCliquen in G, die x enthalten, und mit MM�(x) die Anzahl der Cliquen in �(x), diemaximale Cliquen in G� x sind.Seien nun x und y zwei Knoten, die in G nicht durch eine Kante verbunden sind. Dannde�nieren wir einen Graphen Gx!y wie folgt: zun�achst l�oschen wir alle Kanten, die von xausgehen und dann f�ugen wir neue Kanten von x zu allen Nachbarn von y hinzu.Wie verhalten sich nun MM(G) und MM(Gx!y) zueinander? O�enbar gehen allemaximalen Cliquen in G, die x enthalten (MM(x) viele), verloren. Neu hinzu kommenalle Cliquen in �(x), die in G � x maximal sind (MM�(x) viele), und "Kopien\ f�ur jedemaximale Clique, die y enth�alt (MM(y) viele). D.h., es giltMM(Gx!y) = MM(G)�MM(x) +MM�(x) +MM(y): (14.8)Zwei Knoten fx; yg 2 �V2 � n E m�ogen �aquivalent hei�en, falls �(x) = �(y) (beachte:dies ist eine �Aquivalenzrelation auf V ). Sei nun G = (V;E) ein Graph mit maximalemMM(G) unter allen Graphen auf n Knoten und unter allen solchen einer mit maximalvielen �aquivalenten Knotenpaaren. Wir behaupten, da� in G dann schon alle nicht benach-barten Knoten �aquivalent sind. Denn angenommen, G enthielte ein Paar fx; yg 2 �V2� nEmit �(x) 6= �(y). Sei o.B.d.A. MM(x) � MM(y), und sei X � V die Menge aller zu x�aquivalenten Knoten in V n �(x) vereinigt mit fxg. Dann gilt f�ur alle x0 2 X : fx0; yg 62 Eund MM(Gx0!y) � MM(G) nach (14:8). Mithin wird MM(GX!y) � MM(G) f�ur denGraphen GX!y, der entsteht, wenn man die Operation x0 ! y sukzessive f�ur alle x0 2 Xausf�uhrt. Der Graph GX!y enth�alt jedoch mehr �aquivalente Knoten als G: um dies ein-zusehen, gen�ugt es o�enbar, zu zeigen, da� keine �aquivalenten Knotenpaare "verloren\gegangen sind, d.h., da� es kein "schlechtes\ Paar fx0; y0g 2 �V2� n E gibt, das in G, nichtjedoch in GX!y �aquivalent ist. Weil x0 und y0 �aquivalent sind, stehen sie in demselbenNachbarschaftsverh�altnis zu x bzw. y, d.h. sie liegen beide in einer der folgenden 4 Men-gen: �(x) \ �(y), �(x) n �(y), �(y) n �(x), V n (�(x) [ �(y)). Es ist leicht einzusehen, da�f�ur ein schlechtes Paar keiner dieser F�alle in Frage kommt.Man �uberlegt sich nun weiter, da� ein Graph G mit fx; yg 62 E ) �(x) = �(y)ein vollst�andig r-partiter Graph ist. F�ur einen r-partiten Graphen mit PartitionsklassenV = V1 [ : : :[ Vr gilt andererseits o�enbarMM(G) = jV1j � : : : � jVrj:Es ist also nur noch zu zeigen, da�maxfn1 � : : : � nr j r 2 IIN; ni 2 IIN;Pri=1 ni = ng = 8><>: 3n3 falls n � 0 (mod 3);4 � 3n�43 falls n � 1 (mod 3);2 � 3n�23 falls n � 2 (mod 3):Dies rechnet man leicht nach. 2



382 EXTREMALE UND ASYMPTOTISCHE GRAPHENTHEORIEBemerkenswerterweise enthalten schon dreiecksfreie Graphen nur noch h�ochstens 2n=2 vielemaximale stabile Knotenmengen [HT93].



Anhang AA.1 Grundbegri�e der WahrscheinlichkeitstheorieWir betrachten hier nur sogenannte Laplacesche Wahrscheinlichkeitsr�aume. F�ur allge-meine Wahrscheinlichkeitsr�aume haben die meisten der folgenden De�nitionen und S�atzeeine weitaus kompliziertere Form.Ein Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum besteht aus einer endlichen Menge 
, derein sogenanntes Laplacesches Wahrscheinlichkeitsma� Prob : 2
 ! [0; 1] zugeordnet ist,das durch Prob (A) = jAjj
jf�ur alle A � 
 de�niert ist. Jede Menge A � 
 hei�t Ereignis, ein Ereignis A mit jAj = 1hei�t Elementarereignis. Ein Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum ist dadurch charak-terisiert, da� in ihm die Elementarereignisse alle gleich wahrscheinlich sind. Im folgendenbezeichnen wir einen Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsraum einfach nur als Wahrschein-lichkeitsraum oder sogar nur als Raum. F�ur k Ereignisse A1; : : : ; Ak gilt die folgende ein-fache, aber h�au�g benutzte Absch�atzung:Prob ( k[i=1Ai) � kXi=1 Prob (Ai):Eine (reelle) Zufallsvariable auf einem Raum 
 ist eine Funktion X : 
! IR. F�ur eineMenge C � IR bezeichnet X�1(C) das Ereignis f� 2 
 : X(�) 2 Cg. F�ur reelle Zahlena und b ist dann zum Beispiel jX � aj � b das Ereignis f� 2 
 : jX(�) � aj � bg. DerErwartungswert einer Zufallsvariablen X , in Zeichen E(X), ist der Mittelwert von X �uberalle � 2 
; das hei�tE(X) := 1j
j X�2
X(�) = X�2
Prob (f�g) �X(�) = Xx2X(
)Prob (X = x) � x:Der Erwartungswert hat einige o�ensichtliche Eigenschaften wie Monotonie:(8� 2 
 : X(�) � Y (�)) ) E(X) � E(Y )und Linearit�at, d.h. f�ur a; b 2 IR und zwei Zufallsvariablen X und Y giltE(aX + bY ) = aE(X) + bE(Y ):383



384 ANHANGEine Funktion f : C ! IR auf einem Intervall C � IR hei�t konvex, falls f�ur alle a; b 2 Cgilt, da� f im Intervall [a; b] unterhalb der Sekante durch die Punkte (a; f(a)) und (b; f(b))verl�auft, d.h. f�ur alle x 2 [a; b] gilt:f(x) � f(a) + x� ab� a � (f(b)� f(a)):F�ur di�erenzierbares f ist dies gleichbedeutend damit, da� die Funktion f f�ur alle a 2 Coberhalb ihrer Tangente durch (a; f(a)) verl�auft. Ist f sogar zweimal stetig di�erenzierbar,so ist f konvex genau dann, wenn f 00(x) > 0 f�ur alle x 2 C.Die folgende Proposition zeigt, wie sich der Erwartungswert von X unter Transforma-tion durch eine konvexe Funktion verh�alt.Proposition A.1.1 (Jensensche Ungleichung) Sei C � IR ein Intervall und f : C ! IReine konvexe Funktion auf C. Sei ferner X eine Zufallsvariable mit Werten in C.a) Dann gilt E(f(X)) � f(E(X)).b) Seien x1; : : : ; xk 2 C. Dann gilt1k kXi=1 f(xi) � f  1k kXi=1 xi! :Beweis. a)Weil f konvex ist, gibt es eine lineare Funktion h auf C mit h(y) = a+by � f(y)f�ur alle y 2 C und h(E(X)) = f(E(X)). Wenn f in E(X) di�erenzierbar ist, ist h geradedie Tangente an f an der Stelle E(X). Dann giltE(f(X))� E(h(X)) = a+ bE(X) = h(E(X)) = f(E(X)):Zum Beweis von b) de�niere eine Zufallsvariable X auf f1; : : :kg durch X(i) := xi. Danngilt E(X) = 1kPki=1 xi und mit a) folgt1k kXi=1 f(xi) = E(f(X))� f(E(X)) = f  Pki=1 xik ! : 2F�ur zwei Ereignisse A und B ist die bedingte Wahrscheinlichkeit Prob (AjB) de�niertals Prob (AjB) := Prob (A \ B)Prob (B) :Zwei Ereignisse A und B hei�en unabh�angig, falls Prob (A \ B) = Prob (A) � Prob (B).�Aquivalente Bedingungen sind Prob (AjB) = Prob (A) oder Prob (BjA) = Prob (B): SeiX eine Zufallsvariable auf 
 und A � 
 ein Ereignis. Dann ist der bedingte Erwartungs-wert von X bez�uglich A, in Zeichen E(X jA), de�niert als der Mittelwert von X �uber A,das hei�t E(X jA) := 1jAj X�2AX(�) = X�2
X(�)Prob (f�gjA):F�ur zwei Zufallsvariablen X und Y ist der bedingete Erwartungswert von X bez�uglich Yeine Zufallsvariable, die den Erwartungswert von X angibt unter der Annahme, da� Ybekannt ist; das hei�tE(X jY )(�) := E(X jY�1(Y (�))) = 1jf� : Y (�) = Y (�)gj X�:Y (�)=Y (�)X(�): (A.1)Mit Hilfe des bedingten Erwartungswertes kann der Erwartungswert eines Produktes vonZufallsvariablen folgenderma�en dargestellt werden.



A.1. GRUNDBEGRIFFE DER WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE 385Proposition A.1.2 Seien X und Y zwei Zufallsvariablen auf dem Raum 
. Dann gilta) E(X � Y ) = E(X �E(Y jX))b) E(X jX) = X.Beweis. a) Es giltE(X �E(Y jX)) = 1j
j X�2
0@X(�) 1jf� : X(�) = X(�)gj X�:X(�)=X(�)Y (�)1A= 1j
j X�2
X(�) � Y (�) = E(X � Y ):b) folgt direkt aus der De�nition von E(X jX). 2Die Varianz einer Zufallsvariablen X ist de�niert alsV ar(X) := E((X � E(X))2) = E(X2� 2XE(X)+ E(X)2) = E(X2)� E(X)2:Die beiden folgenden Propositionen zeigen, da� eine Zufallsvariable unter bestimmtenVoraussetzungen nicht zu weit von ihrem Erwartungswert abweichen kann.Proposition A.1.3 (Markoffsche Ungleichung) Sei X eine Zufallsvariable auf 
 und� > 0. Dann gilt Prob (X � �) � E(X)� :Beweis. Es giltE(X) = 1j
j X�2
X(�) � 1j
j X�2
:X(�)��� = Prob (X � �) � �: 2Proposition A.1.4 (Tschebyscheffsche Ungleichung) Sei X eine Zufallsvariable auf
 mit E(X) 6= 0 und � > 0. Dann gilta) Prob (jX � E(X)j � �E(X)) � V ar(X)�2E(X)2b) Prob (X = 0) � V ar(X)E(X)2 .Beweis. a) Sei Y := (X�E(X))2. Dann ist E(Y ) = V ar(X), und mit derMarkoffschenUngleichung folgtProb ((jX � E(X)j � �E(X)) = Prob (Y � �2E(X)2) � E(Y )�2E(X)2 = V ar(X)�2E(X)2 :b) folgt aus a) mit � = 1. 2Schlie�lich notieren wir noch ohne Beweis einige Beziehungen f�ur Fakult�aten und Bi-nomialkoe�zienten.n! = (1 + o(1))p2�n�ne�n f�ur n!1; (A.2) nk! � �enk �k ; (A.3) nk! = (1 + o(1)) (2�k)�1=2�enk �k (f�ur n >> k2 >> 1). (A.4)



386 ANHANGGleichung (A.2) hei�t die Stirlingsche Formel, f�ur einen Beweis siehe z.B. [GKP89,Slo91]. F�ur k � n erh�alt man alle k-elementigen Untermengen einer n-elementigen Menge,indem man eine k-elementige Menge festh�alt und f�ur alle j = 0; : : : ; k zuerst j Elementeaus dieser Menge und dann k � j Elemente von den �ubrigen n � k Elementen ausw�ahlt.Also gilt kXj=0 n� kk � j! kj! =  nk!: (A.5)A.2 Hinweise und L�osungen zu ausgew�ahlten �Ubungen1.1.1 Nach Gleichung (1.1) gilt Pd(vi)geraded(vi)+Pd(vi)ungeraded(vi) = 2m, und es wirdPd(vi)ungeraded(vi) � 0 mod 2.1.1.2 Falls ein innerer Knoten vi, 1 � i < `, doppelt auftritt, entferne das Zwischenst�uck(diese "Schleife\) aus dem u � v�Weg. Iteriere, bis alle inneren Knoten verschieden sind.1.1.7 a) Als Knotengrade kommen nur die Zahlen 0; : : : ; n� 1 in Frage. Die Grade 0 undn � 1 schlie�en sich aber gegenseitig aus.1.1.9Pv2V t(v) = Pe=fu;vg2E d(u)d(v)+ d(v)d(u) � 2m: Da die Knoten von G also im Mittel dieAbsch�atzung t(v) � 2m=n erf�ullen, mu� es insbesondere mindestens einen Knoten geben,der sie erf�ullt.1.1.13 Sei G unzusammenh�angend, A � V eine seiner Komponenten, B := V n A sowiea 2 A und b 2 B. Dann ist a in �G vollst�andig zu allen Knoten aus B verbunden und bvollst�andig zu allen Knoten aus A. Wegen fa; bg 2 E( �G) ist also �G zusammenh�angend.1.1.14 Angenommen, G besitzt eine Komponente ; 6= V1 6= V . Mit V2 := V n V1 ist alsoder Schnitt hV1; V2i leer. G hat daher h�ochstens n2!� jV1jjV2j � n(n � 1)=2� (n� 1) =  n� 12 !viele Kanten, Widerspruch.1.1.38 a) Trivial f�ur jT j = 1; 2. Sei also 3 � jT j � �(G)+1 und b ein Blatt von T . Dann istT � b nach Induktionsannahme gleich einem Subgraph H von G. Sei a0 der Knoten in H ,der dem Nachbarn a von b in T entspricht. Wegen jH � a0j � �(G)� 1 geh�ort mindestensein Nachbar von a0 in G nicht zu H . Identi�ziere diesen mit b. b) Klar.1.1.40 Weise jeder Kante fAi; Ajg 2 E die Marke Ai�Aj 2 S zu. Ein maximaler WaldW in G hat h�ochstens n � 1 Kanten, die folglich eine Marke x 2 S nicht enthalten.Angenommen, Ai [ fxg = Aj [ fxg f�ur ein Paar i 6= j. Wegen Ai 6= Aj gilt o.B.d.A.x 2 Aj , d.h. es ist Ai�Aj = fxg. Mithin existiert ein Pfad von Ai nach Aj in W , der eineKante mit Marke x enth�alt, Widerspruch.1.1.41 Betrachte zwei Knoten maximalen Abstandes und benutze Proposition 1.1.31 (iii).1.1.42 ")\: Sei F minimal trennend und e 2 F . Dann ist also der Graph H := G�(F�e)noch zusammenh�angend, d.h. e eine Br�ucke in H . Eine Br�ucke e in einem Graphen Hverbindet aber genau zwei Komponenten A und B von H�e. Da nun F die Komponenten



A.2. HINWEISE UND L �OSUNGEN ZU AUSGEW�AHLTEN �UBUNGEN 387A und B trennt, gilt o�ensichtlich hA;Bi � F . Die umgekehrte Inklusion folgt aus derMinimalit�at von F : angenommen, f 2 F aber f 62 hA;Bi. Dann ist f o.B.d.A. eine Kanteaus G[A]. Es folgt, da� F � f schon trennend w�are."(\: Da G[A] und G[B] zusammenh�angend sind, ist G� (F � e) noch zusammenh�angendf�ur jedes e 2 F .1.3.8 Von jedem Knoten aus eine Breitensuche, die nach der ersten Kante zwischen zweibekannten Knoten sucht.1.3.9 Z�ahle zun�achst die Kanten von G. Falls m < �n2��n2=4, so ist G nicht das Komple-ment eines bipartiten Graphen, andernfalls gilt m = 
(n2) und man "darf\ das Komple-ment G berechnen.1.4.22 c) Sei G eine Instanz von Node Cover. O.B.d.A. habe G keine isolierten Knoten.Verbinde f�ur alle e = fx; yg 2 E die Knoten x und y zus�atzlich durch einen Pfad (x; ve; y)der L�ange 2 und erhalte einen Graphen H . Eine Knoten�uberdeckung C � V in G stelltdann auch eine dominierende Menge in H dar, da jeder Knoten v 2 V (G) mit einer Kanteinzidiert, die von C �uberdeckt wird, und jeder Knoten ve, e 2 E(G), "parallel\ zu einerKante ist, die von C �uberdeckt wird. Also gilt �(H) � �(G).Sei umgekehrt D eine minimale dominierende Knotenmenge in H . Dann enth�alt D ausjedem Dreieck x; ve; y wie oben mindestens einen Knoten, um ve zu dominieren. Enth�altD zwei Knoten aus x; ve; y, dann genau die Knoten x und y. Aus D l�a�t sich wie folgt eineKnoten�uberdeckung C von G mit jCj = jDj gewinnen. Wir �ubernehmen alle Knoten ausD \ V (G) nach C, und zus�atzlich nehmen wir f�ur alle ve 2 D beliebig einen der Knotenx oder y zu C hinzu, falls ve im Dreieck x; ve; y liegt. Es folgt �(G) � �(H) und damitinsgesamt �(G) = �(H).1.5.10 b) Es gilt �(H) = �(G) +m(G) � t. Setze t = n(G) 2r1�r .2.1.5 Wir geben f�ur die ersten sechs augmentierenden Pfade an, welche der Kanten ei,i = 0; 1; 2; 3 sie in welcher Reihenfolge und Richtung durchlaufen; der �ubrige Verlauf derPfade ergibt sich daraus. Die Notation �ei bedeutet hierbei, da� die Kante ei = (xi; yi)in der Richtung yi ! xi durchlaufen wird.0. augmentierender Pfad: e01. augmentierender Pfad: e1 � e02. augmentierender Pfad: e2 � e1 � e03. augmentierender Pfad: e3 � e2 � e14. augmentierender Pfad: e0 � e3 � e25. augmentierender Pfad: e1 � e0 � e3 u.s.w.Nach der i-ten Augmentierung (i > 0) sind die Flu�werte auf den Kanten ei, i = 0; 1; 2; 3,also stets ci+1 = ci�1 � ci, ci, 0 und 0 in zyklischer Reihenfolge.2.2.7 Wegen d(v) � (n � 1)=2 hat jede Komponente von G mindestens (n + 1)=2 vie-len Knoten. Also gibt es nur eine. Falls G nun eine Artikulation v besitzt, so hat jedeKomponente von G� v mindestens (n� 1)=2 Knoten, d.h. G ist der Ausnahmegraph.2.2.9 a) Analog zum Beweis des F�achsatzes 2.2.5. F�ur "(\zeige zun�achst �(G) � k. b)Angenommen, es g�abe eine (2k� 2)�elementige trennende Knotenmenge S. PartitioniereS in zwei (k�1)�elementige Mengen und f�uge jeder einen Knoten aus je einer Komponentevon G� S hinzu.



388 ANHANG2.2.10 Analog zum Beweis von Satz 2.2.6.2.3.9 Die Notwendigkeit des zweifachen Kantenzusammenhangs ist o�ensichtlich (sonstg�abe es eine Br�ucke). Beachte: die beiden gerichteten u� v� und v� u�Pfade sind nichtnotwendig kantendisjunkt. Sei also G ein zweifach kantenzusammenh�angender Graph. Umzu zeigen, da� G stark orientierbar ist, beweise ein Analogon des Satzes 2.3.1 oder nimmindirekt die Existenz einer Menge S � V , S 6= V , an, die knotenmaximal mit der Eigen-schaft ist, da� G[S] eine stark zusammenh�angende Orientierung besitzt. Dann analog zumBeweis des Satzes 2.3.1. [Man �uberlege sich, an welchen Stellen ein konstruktiver Beweishier mehr Aufwand erfordert.]2.3.10 (i) ) (ii): O.B.d.A. sei fu; vg 2 E (sonst f�uge man sie noch ein). Nach Satz 2.3.3gibt es einen Kreis, der fu; vg und die weitere Kante enth�alt. (ii) ) (iii): trivial. (iii)) (i): Satz 2.3.3 (iii). (i) ) (iv): Wenn jeder u� v�Weg den Knoten w enthielte, w�arew nach 1.1.31(ii) eine Artikulation und G nicht 2-zusammenh�angend. (iv) ) (i): G istzusammenh�angend, enth�alt aber keine Artikulationen.2.4.3 Graphen Gn: zwei disjunkte Kopien des Kn, die beide vollst�andig mit einem (2n+1)-ten Knoten verbunden sind; Graphen G0n: zwei disjunkte Kopien des Kn+1, die durch eineKante verbunden sind.2.4.11 a) Nach �Ubung 1.1.42 hat G�F genau zwei Komponenten H1 und H2. Sei jH1j �jH2j und bezeichne di(v) die Anzahl Nachbarn von v in Hi.Fall 1: 9u 2 H1 : �(u) � H1.Dann gilt also jH1j � �(G) + 1. Wegen d(u; v) = 2 f�ur alle v 2 H2, ist jeder Knoten in H2mit einem Knoten in �(u) � V (H1) adjazent. Es folgt� = jF j = Xv2H2 d1(v) � jH2j � jH1j � �(G) + 1:Fall 2: d2(u) > 0 8u 2 H1.Sei u 2 H1. Dann gilt�(G) � d(u) = d1(u) + d2(u) � jH1 � uj+ d2(u) � Xv2H1�u d2(v) + d2(u) � jF j = �:2.4.13 Siehe [TS92, Seite 202] oder [BM76].3.1.5 Gruppiere die 2k Knoten ungeraden Grades in k Knotenpaare und verbinde dieKnoten eines jeden Paares durch eine neue Kante bzw. einen Pfad der L�ange 2. Derentstehende Graph ist Eulersch.3.1.7 ")\: Wenn man in u losl�auft und als n�achste Wegkante auf einem u � v�Weg inG� e jeweils beliebig eine der noch nicht benutzten inzidierenden Kanten w�ahlt, hat manstets ungerade viele M�oglichkeiten, den Weg fortzusetzen. Insbesondere erreicht man alsoschlie�lich den Knoten v. Die Menge aller u � v�Wege (die u und v nur als Endknotenenthalten) l�a�t sich also durch einen Baum mit Wurzel u darstellen, der in jedem Knotenx entsprechend der verschiedenen M�oglichkeiten, den u� x�Weg fortzusetzen, verzweigt.Da jeder Knoten in diesem Baum ungerade viele S�ohne hat und eine Summe aus ungeradevielen ungeraden Summanden ungerade ist, hat der Baum ungerade viele Bl�atter, die derMenge der u� v�Wege entsprechen. Die u� v�Wege, die keine u� v�Pfade sind, tretenaber in Paaren auf entsprechend der Umlaufrichtung des ersten Kreises, den sie enthalten.



A.2. HINWEISE UND L �OSUNGEN ZU AUSGEW�AHLTEN �UBUNGEN 389Also gibt es in G� e ungerade viele u� v�Pfade, und e liegt in ungerade vielen Kreisen."(\: Betrachte die mit einem Knoten u inzidierenden Kanten e. Jede von ihnen liegt inungerade vielen Kreisen, sei diese Anzahl k(e). Da die Summe �uber alle k(e), so da� e mitu inzidiert, gerade zweimal die Anzahl aller Kreise ist, in denen u enthalten ist, inzidierengerade viele Kanten mit u.3.2.1 a) Numeriere die Ecken eines regelm�a�igen 2p-Ecks im Uhrzeigersinn mit �p;�(p�1); : : : ;�1; 1; : : : ; p. Den ersten Hamiltonpfad bilden die Kanten ff�i; ig : 1 � i � pg undff�i; i+ 1g : 1 � i � p� 1g. Die �ubrigen p� 1 entstehen aus diesem durch Drehungen.b) Schlie�e die Hamiltonpfade im K2p �uber den (2p+ 1)-ten Knoten.3.2.17Durch Induktion nach d. Klar f�ur Q2 �= C4. Sei v1; : : : ; vn, n = 2d, ein Hamiltonkreisin Qd. Dann ist (0; v1); : : : ; (0; vn); (1; vn); : : : ; (1; v1) ein Hamiltonkreis im Qd+1.3.2.19 a) [PS82] F�uge zu G einen neuen Knoten w hinzu und verbinde ihn vollst�andigmit �(u). Hefte nun u und w ein Blatt an.b) Ersetze jede Kante durch einen Pfad der L�ange zwei.3.2.21 Nach �Ubung 2.2.7 ist G 2-zusammenh�angend. Nach Satz 3.2.13 besitzt G einenKreis C der L�ange � 2r. Falls jCj = 2r, so sei v 2 V nC, X := �(v) � C und Y := C nX ,d.h. es ist jX j = r = jY j. Wenn es zwei auf C aufeinanderfolgende Knoten in X gibt, kannman C sofort vergr�o�ern. Andernfalls wechseln sich die Knoten von X und Y auf C ab.Wegen v 2 �(x) f�ur alle x 2 X ist G[V � v] nicht der Kr;r, und es gibt benachbarte yi undyj in Y . Konstruiere daraus einen Hamiltonkreis wie in Beweis zu Satz 3.2.10.3.2.24 a) Die untere Schranke folgt aus�(G) � �(G) � hA; �Ai = �(G)jAjj �Aj � �(G)n2=4f�ur ein entsprechend gew�ahltes A. F�ur die obere sei S eine minimum trennende Knoten-menge, also s := jSj = �(G), und A die kleinste Komponente von G�S, so da� jAj � n�s2 .Dann gilt wegen jSjjAj � hA; �Ai � �(G)jAj(n� jAj)die Absch�atzung s � �(G)(n� jAj) � �(G)�n � n� s2 � = �(G)n+ s2 :b) Aus der oberen Schranke f�ur �(G) folgt �(G) � �(G)2��(G) � �(G), und Satz 3.2.10 liefertdie Behauptung.3.2.25 Wende Korollar 3.2.8 auf den Graphen G � K1 (einen neuen Knoten vollst�andigmit G verbinden) an.3.2.26 a) Wie in Proposition 3.2.12. b) und c): F�uge G einen neuen Knoten hinzu undverbinde ihn mit u und v.4.1.1 b) Keines oder genau eines. Denn sind M1 und M2 zwei perfekte Matchings ineinem Baum T , so hat jeder Knoten im Graph (V;M1�M2) den Grad 0 oder 2. Da Tkreisfrei ist, folgt M1�M2 = ;. c) Ordne die Knoten 1 bis 2p � 1 auf den Ecken einesregelm�a�igen (2p� 1)-Ecks mit dem Knoten 0 als Zentrum an. Jede der 2p� 1 "Speichen\f0; ig bildet mit den zu ihr orthogonalen Kanten ein perfektes Matching Mi in K2p, undes gilt S2p�1i=1 Mi = E mit Mi \Mj = ;.



390 ANHANG4.1.10 Verbinde jeweils beide Endknoten von k P4's mit zwei extra Knoten.4.1.13 Sei M� ein maximum Matching in G; es gilt also jM�j = �(G). Die symmetrischeDi�erenz M�M� der beiden Matchings ist ein Subgraph von G bestehend aus Pfaden undgeraden Kreisen. Wegen jM�j = jM j+k enth�alt er genau k mehr Kanten ausM� als ausM .Die Kreise und die Pfade gerader L�ange (beachte: sie haben ungerade Ordnung) enthaltengenauso viele Kanten aus M wie aus M�. Ein Pfad ungerader L�ange enth�alt genau eineKante mehr von dem Matching, das seine Endknoten �uberdeckt, als von dem anderen {entsprechend ist er entweder M - oder M�-augmentierend; da M� jedoch maximum ist, istjeder Pfad ungerader L�ange in M�M� schon M -augmentierend. Wegen jM�j = jM j+ kgibt es mithin genau k M -augmentierende Pfade in M�M�. Da die Pfade und Kreisein M�M� die Knotenmenge V partitionieren, ist die Summe der Knotenzahlen der kM -augmentierenden Pfade in M�M� h�ochstens gleich n. Also gibt es mindestens einenM -augmentierenden Pfad in M�M� auf h�ochstens bn=kc vielen Knoten.4.1.14 Proposition 4.1.4. Vergleiche auch �Ubung 3.2.25.4.2.7 Sei fP2i+2 : i = 1; : : : ; kg eine Menge von k knotendisjunkten Pfaden mit denungeraden L�angen 3; : : : ; 2k + 1, und sei fa; bg eine dazu disjunkte Kante. Bei jedem derPfade P2i+2, i = 1; : : : ; k, sei jeweils der eine Endknoten mit a, der andere Endknotenmit b durch eine Kante verbunden. Der so de�nierte Graph G ist o�enbar bipartit undzweifach zusammenh�angend. Die erste Phase des Hopcroft-Karp-Algorithmus konstru-iert nun u.U. in jedem der Pfade P2i+2, i = 1; : : : ; k, jeweils ein maximales Matchingder Kardinalit�at i und matcht a mit b. Die k�urzesten augmentierenden Pfade haben da-mit jeweils L�ange 3; 5; 7; : : : ; 2k + 1, d.h. es werden insgesamt k + 1 Phasen ben�otigt bein = 2 +Pki=1(2i+ 2) = k2 + 3k + 2 Knoten.4.2.22 Wegen 0 6= det A =P�2Sn sgn(�) Qni=1 ai;�(i) ist ein Summand ungleich Null.4.2.23 Da jeder Knoten einer Knoten�uberdeckung h�ochstens Grad n hat, gilt �(G)n �m > (k � 1)n, also wegen Satz 4.2.15 �(G) = �(G) � k.4.2.24 F�ur alle S � V1 sei also j�(S)j � jSj�d erf�ullt. F�uge V2 d Knoten hinzu und verbin-de sie vollst�andig zu V1. Der resultierende Graph G0 erf�ullt dann die Hall-Bedingung. InG0 existiert also ein Matching M , das alle Knoten von V1 �uberdeckt. Mindestens jM j � dKanten von M geh�oren aber zu G, so da� gilt: �(G) � jM j � d � jV1j � d: Wennumgekehrt S � V1 eine Knotenmenge ist mit j�(G)j = jSj� d, dann k�onnen mindestens dKnoten aus S nicht gematcht werden, und es folgt �(G) � jV1j � d.4.2.27 Konstruiere ein Matching in dem bipartiten Graphen, der die Menge der Variablenbzw. der Klauseln als Partitionsklassen hat, das alle Klauseln �uberdeckt.4.2.29 a) Verbinde s vollst�andig mit U und t vollst�andig mit V und erhalte einen Gra-phen Gst. Dann entsprechen Matchings in G kreuzungsfreien s � t�Pfaden in Gst undKnoten�uberdeckungen s� t�trennenden Knotenmengen.b) ")\: Es ist zu zeigen, da� die Hall-Bedingung (�) j�(X)j � jX j f�ur alle X � Uauch hinreichend ist f�ur die Existenz eines Matchings, das ganz U �uberdeckt. Sei T eineminimale Knoten�uberdeckung von G sowie TU := T \ U und TV := T \ V . Es gilt alsojT j = �(G), und (��) es gibt keine Kanten zwischen U n TU und V n TV . Es folgt�(G)� jTU j = jTV j (��)� j�(U n TU)j (�)� jU n TU j = jU j � jTU j;



A.2. HINWEISE UND L �OSUNGEN ZU AUSGEW�AHLTEN �UBUNGEN 391und mit dem Satz von K�onig �(G) = �(G) � jU j."(\: Hier ist nur noch �(G) � �(G) zu zeigen. Sei T eine Knoten�uberdeckung von G undTi wie oben. Dann erf�ullt der Graph GU := G[TU [ V n TV ] die Hall-Bedingung, denng�abe es ein X � TU mit j�GU (X)j < jX j, so w�are (T nX) [ �GU (X) = (T nX) [ �(X)eine kleinere Knoten�uberdeckung von G als T . Also gibt es nach dem Satz von Hallein Matching MU in GU , da� ganz TU �uberdeckt. Analog gibt es ein Matching MV inGV := G[TV [ U n TU ], da� ganz TV �uberdeckt. Mithin ist M := MU [MV ein Matchingin G mit jM j = jTU j+ jTV j = jT j � �(G).4.2.30 a) Satz 4.2.15 von K�onig in den Satz 4.1.9 von Gallai einsetzen;b) F�ur jeden dreiecksfreien Graphen G ohne isolierte Knoten gilt �(G) = �(G).4.2.31 Siehe [Lov79], �Ubung 7.7; [LP86], Theorem 4.1.1; oder [Aig93], �Ubung 7.20.4.2.32 Sei o : E ! V �V die Orientierung von E gem�a� einer Eulertour (vgl. Satz 3.1.2).Betrachte den bipartiten Graphen B = (U1; U2; F ) mit U (1) und U (2) Kopien von V undfu(1)i ; u(2)j g 2 F , (vi; vj) 2 o(E):Da sich 1-Faktoren in B und 2-Faktoren in G bijektiv entsprechen, ist die Aussage �aqui-valent zu Korollar 4.2.11.4.2.34 a) Angenommen, weder x noch y seien universal. Dann gibt es ein maximumMatching Mx, das x nicht tri�t, und ein maximum Matching My, das y nicht tri�t. Insbe-sondere gilt e := fx; yg 62Mx [My . Wegen jMxj = �(G) = jMy j besteht die symmetrischeDi�erenz Mx�My aus geraden Kreisen und geraden Pfaden. Da die Matchings Mx undMy maximal sind, wird y vonMx und x vonMy �uberdeckt; der Knoten x wie der Knoten yist folglich jeweils Endpunkt eines (geraden) Pfades Px bzw. Py in Mx�My . O�ensichtlichgilt Px 6= Py , denn sonst enthielte der bipartite Graph G einen ungeraden Kreis. DurchVertauschen der Kanten vonMx und My in einem der Pfade und Hinzunahme von e erh�altman nun aber ein �(G) + 1-Matching in G, Widerspruch.b) Falls �(G) = 1, so ist G ein Stern K1;�, und es gilt trivialerweise �(G) � �(G). Seiandernfalls v ein universaler Knoten in G. Dann gilt�(G) � jfvgj+ �(G� v) (IV )� 1 + �(G� v) = 1 + (�(G)� 1):4.3.11 ")\: Der Satz von Tutte liefert q(G� v) � 1. W�are q(G� v) = 0 f�ur ein v 2 V ,so w�are n ungerade."(\: F�ur alle v 2 V sei ev die Kante, die v mit der ungeraden Komponente von T � vverbindet. ev ist eindeutig bestimmt, da T kreisfrei. Wir zeigen, da� M := fev j v 2 V gnun ein perfektes Matching in T ist. M �uberdeckt sicher alle Knoten. Die Unabh�angigkeitder Kanten aus M sehen wir wie folgt ein. Sei ev = fv; wg 2 M . Die Komponente vonG� w, die v enth�alt ist ungerade, denn sie enth�alt die geraden Komponenten von G� vund v selbst. Also folgt ew = ev.4.3.13 a)M ist nur eindeutig, wenn es auch das Matching im Graphen B der Behauptung3 aus dem Beweis von Satz 4.3.1 ist. Nach �Ubung 4.3.12 gibt es eine Komponente Ci, vonder nur eine Kante nach S f�uhrt. b) G1 := K2. Gk+1 entsteht aus zwei Kopien von Gk,die jeweils vollst�andig zu einer zus�atzlichen Kante (der Br�ucke) verbunden werden.



392 ANHANG4.3.15 Zu zeigen ist: 2�(G) � n� d f�ur Defekt d � 1. De�niere H := G �Kd, d.h. f�uge Geine d-Clique C hinzu und verbinde sie vollst�andig zu V . Dann hat G ein Matching, dasalle bis auf d Knoten �uberdeckt genau dann, wenn H ein perfektes Matching besitzt. Umzu zeigen, da� H ein perfektes Matching besitzt, zeigen wir, da� H die Tutte-Bedingungerf�ullt. Wegen d � n (mod 2) folgt dies f�ur S = ;. Sei nun also S 6= ;. Fall 1: C�S 6= ;.Dann ist H � S noch zusammenh�angendund daher q(G � S) � 1 � jSj. Fall 2: C � S.Dann gilt nach De�nition von d: q(H � S) = q(G� (S n C)) � d+ jS n Cj = jSj.4.3.16 ")\ klar. F�ur "(\ ist nur noch �(G) � n�12 zu zeigen. Angenommen nun,�(G) < n�12 , d.h. ein maximum Matching in G �uberdeckt mindestens zwei Knotennicht. Seien M� wie im Hinweis und x und y zwei von M� nicht �uberdeckte Knoten mitdist(x; y) = dM�. Damit folgt dist(x; y) � 2, d.h. ein k�urzester x � y�Weg in G enth�alteinen Knoten z 62 fx; yg. Das Matching M� �uberdeckt z nach Wahl von x und y. Sei M 0ein maximum Matching in G�z. Nach Voraussetzung gilt jM�j = jM 0j. Die symmetrischeDi�erenz M��M 0 besteht also aus alternierenden geraden Pfaden und geraden Kreisen,vgl. Satz 4.1.6 von Berge. Da z von M�, nicht aber von M 0 �uberdeckt wird, beginnt inz ein alternierender gerader Pfad p. Vertauscht man im Matching M� nun Matching- undNicht-Matchingkanten entlang des Pfades p, gelang man also zu einem ebenfalls maximumMatching M , f�ur das jedoch dM < d�M gilt, da M nun z und mindestens einen der Knotenx und y nicht �uberdeckt.4.3.18 F�ur ; 6= R; S � V mit R \ S = ; bezeichne (R; S) := ffr; sg : r 2 R ^ s 2 Sg. SeiS � V , C eine ungerade Komponente von G� S und mC := m(G[C]). Dann giltj(C; S)j = rjCj � 2m(G[C]) � rjCj � r (mod 2):Da G (r�1)-kantenzusammenh�angend, gilt andererseits j(C; S)j � r�1, und wir erhalteninsgesamt, da� j(C; S)j � r. Es folgtr � q(G� S) � j(S; V n S)j � r � jSj;und G erf�ullt die Tutte-Bedingung (4.9).4.3.20 Spieler A hat eine Gewinnstrategie genau dann, wenn G kein perfektes Matchingbesitzt.5.1.3 a) �(G) � n=�(G) � n=�(G). b) Wir induzieren nach n. Sei jGj = n + 1 undv 2 V . Gilt �(G � v) = �(G) oder �(G� v) = �(G), so folgt die Aussage sofort aus derInduktionsvoraussetzung. Im Falle�(G� v) = �(G)� 1^ �(G� v) = �(G)� 1folgt dG(v) � �(G)� 1^ dG(v) � �(G)� 1;was sich summiert zu n� 1 � �(G) + �(G)� 2.5.1.5 Siehe [Har74], S�atze 12.16 und 12.17.5.1.6 Vergleiche Proposition 1.1.19.



A.2. HINWEISE UND L �OSUNGEN ZU AUSGEW�AHLTEN �UBUNGEN 3935.2.7Man f�uhrt doppelt verkettete Listen Grad[i], i = 1; : : : ;�(G), die jeweils die Knotenvom Grad i im Restgraphen f�uhren. Ein weiteres Feld Position gibt f�ur jeden Knoten vAuskunft �uber die Position von v in der Liste Grad[dGi(v)]. In jedem Schritt entferntman nun einen Knoten aus der nicht-leeren Liste mit kleinstem Index und aktualisiert dieKnotengrade im Restgraphen (ohne dabei den Restgraphen Gi+1 zu berechnen!). Dannmu� insgesamt h�ochstens (Pv2V dG(v))�mal ein Knoten die Liste wechseln, was jeweilsnur konstante Zeit kostet. Ebenso kostet die n-malige Berechnung des Index der erstennicht-leeren Liste h�ochstens Zeit O(n+Pv2V dG(v)) = O(n +m).5.3.2 Angenommen, Tk+1 w�are k-f�arbbar. Dann existiert nach dem Schubfachprinzip eineeinfarbige nk-elementige Teilmenge U � R. Die angeh�angte Kopie von Tk w�are mit k � 1Farben gef�arbt, Widerspruch.5.4.2 Reduktion von 3-Colorability durch Hinzuf�ugen einer (k � 3)-Clique.5.4.4 Nach dem Satz 5.2.9 von Brooks ist der einzige 4-chromatische Graph mit Maxi-malgrad 3 der K4. Auch 1- oder 2-chromatische Graphen sind in polynomieller Zeit zuerkennen.5.4.10 a) Zu einer Instanz G von 3-Colorability konstruiere einen Graphen G0 aufn0 := (k � 2) � n Knoten wie folgt. Setze V1 := V (G) und f�uge G (disjunkt) n � 3 stabileKnotenmengen V2; : : : ; Vk�2 jeweils der Kardinalit�at n hinzu. Verbinde die verschiedenenVi's, 1 � i � k� 2, jeweils vollst�andig untereinander. Dann gilt �(G0) = (k� 3)n = k�3k�2n0,und G0 ist k-f�arbbar genau dann, wenn G 3-f�arbbar ist.b) Verbinde jeden Knoten von G vollst�andig mit einem (eigenen) Kt;t f�ur ein t 2 IIN.Der entstehende Graph G0 ist o�enbar 3-f�arbbar genau dann, wenn es G ist. G0 hat n0 =(1 + 2t)n Knoten und Minimalgrad �(G0) > t. Um nun t � n01�� = [(1 + 2t)n]1�� zugew�ahrleisten, gen�ugt es, t 2 IIN mit t � [3tn]1��, t � �[3n]1���1=�zu w�ahlen. F�ur � fest ist t und damit die Konstruktion von G0 polynomiell in n.5.6.16 Proposition 5.6.1.5.6.17 Zusammen mit Gleichung (5.10) aus Satz 5.6.3.5.6.18 Die von M �uberdeckten Knoten C bilden eine Knoten�uberdeckung. Die MengeV n C ist also stabil. �Uberdeckt C alle Knoten vom Grad � in G, so besitzt G �M eineKantenf�arbung mit �(G �M) + 1 = �(G) Farben, andernfalls bilden die Knoten vomGrad �(G) in G�M eine stabile Menge und G�M kann nach Korollar 5.6.10 mit �(G)Farben gef�arbt werden. In jedem Fall verbleibt eine Farbe f�ur M .6.1.3 ")\: Angenommen, ein Gebiet eines ebenen Graphen wird nicht durch einen Kreisberandet. Dann tri�t man beim Abfahren des Randes dieses Gebietes auf einen Knotena 2 V ein zweites Mal. Die Knoten, denen man zwischen dem ersten und dem zweiten Auf-treten von a begegnet ist, hat man dabei "umfahren\ - sie werden von dem abgefahrenenGebietsrand in ein Gebiet der Ebene eingeschlossen, aus dem keine Kanten herausf�uhrenau�er bei a. Also w�are der Knoten a eine Artikulation von G."(\: Dies folgt unmittelbar aus dem Satz �uber die Ohrenzerlegung zweifach zusam-menh�angender Graphen (Satz 2.3.1).



394 ANHANG6.1.15 Korollar 5.2.6.6.1.21 Sei S eine �(G)-stabile Menge in G. Um Korollar 6.1.17 anwenden zu k�onnen,entferne alle Kanten in G[V nS]. Der entstehende Graph ist dann bipartit. F�ur die Anzahlm0 seiner Kanten gilt folglich m0 � 2n � 4. Da keine mit S inzidierende Kanten entferntwurden, gilt andererseits m0 � �(G) � �(G).6.1.32 a) Ein beliebiger Knoten v 2 V einer Triangulation G = (V;E) bildet mit seinenNachbarn Dreiecke. Seine Nachbarn bilden also einen Kreis. G n v ist daher nach Proposi-tion 6.1.3 stets ein 2-zusammenh�angender, ebener Graph.b) Jeder planare Graph ist Subgraph einer Triangulation, die nach Korollar 6.1.27 einegradlinige Einbettung besitzt.6.1.33 Der Petersen-Graph besitzt den K5 als Minor, den K3;3 als Unterteilung undhat nach �Ubung 6.1.20 zu viele Kanten f�ur seine Taillenweite.6.1.35 b) - d) Ein 2-zusammenh�angender kreisartig planarer Graph ist wegen �Ubung6.1.3 ein Kreis mit Sehnen. Also enth�alt er mindestens zwei Knoten vom Grad h�ochstens2. Nach Korollar 5.2.6 ist er deshalb 3-f�arbbar. Da weiter jedes Innengebiet mindestenseine Kreiskante enth�alt, gibt es h�ochstens n� 2 Innengebiete oder n � 3 Sehen.f) O.B.d.A. ist �(G) � 3 und G zweifach zusammenh�angend. Nach b) ist G Hamiltonsch.Falls G gerader Ordnung ist, besitzt G daher ein perfektes Matching M . Andernfalls - einkreisartig planarer Graph enth�alt mindestens einen Knoten vom Grad � 2 - besitzt G einfast perfektes Matching M , das einen Knoten vom Grad 2 < �(G) nicht �uberdeckt. Injedem Fall ist nach Annahme G�M Klasse 1, also auch G, Widerspruch.6.1.36 (Fisk 1978) Trianguliere den Polygonzug und benutze �Ubung 6.1.35c.6.4.15 Siehe [CL86], Theorem 4.28.6.6.1 a) �Ubung 6.1.20 liefert f�ur planare Graphen auf 10 Knoten mit Girth mindestens5: m � 13. Also sind aus dem P10 mindestens 2 Kanten zu entfernen, um einen planarenGraphen zu erhalten.b) Vervielfache im K5 alle Kanten bis auf eine.6.6.2 Einbettung: zwei Dreiecke ineinander;cr(K6) � 3 : angenommen, es g�abe Einbettung mit nur 2 Kreuzungen.(1) Dann gibt es einen Knoten, an dem zwei an Kreuzungen beteiligte Kanten inzidieren.Entferne diesen und erhalte Einbettung des K5 in die Ebene, Widerspruch.(2) Entferne die zwei �uberkreuzten Kanten und erhalten planaren Graphen. E(K6)� 2 =13 > 3jV j � 6, Widerspruch.(3) Ersetze die �Uberkreuzungen durch Knoten und erhalte planaren Graphen. 19 = 15 +2 + 2 � 3 � (6 + 2)� 6 = 18, Widerspruch.6.6.10 a) Benutze �Ubung 6.1.35d; b) Benutze a) bzw. �Ubung 3.2.1a; d) Folgt mit c) ausKorollar 5.2.6.6.3.6 a) F�ur n = 3, also G �= K3, ist die Behauptung trivial. Sei also n � 4. Falls derKreis C eine Sehne hat, so l�a�t sich der Graph G entlang der Sehne in zwei kleinere Semi-Triangulationen zerlegen und deren F�arbungen aus der Induktionsvoraussetzung zu einervon G zusammensetzen. Andernfalls ist G � vp eine Semi-Triangulation. Seien a und bzwei Farben aus L(vp) n f1g. Wende die Induktionsvoraussetzung auf G � vp an, wobei



A.2. HINWEISE UND L �OSUNGEN ZU AUSGEW�AHLTEN �UBUNGEN 395die Farben a und b aus den Listen L(u), u 2 �(vp) n C, entfernt wurden. Die erhalteneF�arbung l�a�t sich { je nach dem, welche Farbe vp�1 erhalten hat { mit a bzw. b auf vpfortsetzen.c) Vergleiche �Ubung 6.1.19b.6.3.9 Siehe [Lov79], �Ubung 9.52, oder [Aig84], Satz 3.1.6.3.20 Siehe [CL86], Abschnitt 6.2.6.5.1 a) Nach �Ubung 5.1.5b bildet die Vereinigung zweier Farbklassen in einem eindeutigf�arbbaren Graphen einen zusammenh�angenden Subgraphen. Daher z�ahlt man in einemeindeutig 4-chromatischen planaren Graphen mit pi, 1 � i � 4, Knoten in der i-tenFarbklasse mindestens P1�i<j�4(pi + pj � 1) = 3n� 6 Kanten.b) Vier Farbklassen in dieser 5-F�arbung induzieren einen eindeutig 4-f�arbbaren, planarenGraphen, dessen Einbettung nach a) eine Triangulation der Ebene ist. Es ist nun aberunm�oglich, die Knoten der f�unften Farbklasse der Einbettung hinzuzuf�ugen, da jeder dieserKnoten aufgrund der Eindeutigkeit der F�arbung mit mindestens einem Knoten aus jederanderen Farbklassen verbunden sein mu�.6.5.2 Angenommen, G sei in die Ebene eingebettet und enthalte ein Gebiet mit Randkreisv1; : : : ; vl, l � 4, vgl. Proposition 6.1.3. Dann gibt es zwei nicht benachbarte Knoten viund vj , 1 � i < j � l. Identi�ziere die beiden Knoten vi und vj im Graphen G. Derentstandene Graph G0 ist ebenfalls planar und hat einen Knoten weniger. Aufgrund derKnotenminimalit�at von G ist G0 4-f�arbbar. Eine entsprechende F�arbung � von G0 ist aberauch eine 4-F�arbung von G mit �(vi) = �(vj), Widerspruch.6.5.11 "(\: Nach Korollar 6.3.36 ist jede Eulersche Triangulation 3-f�arbbar. Also auchjeder ihrer Subgraphen. ")\: Sei G ein planarer Graph. G sei in die Ebene eingebettetund c : V ! f1; 2; 3g eine zul�assige 3-F�arbung seiner Knoten. Wieder nach Korollar6.3.36 gen�ugt es, zu zeigen, da� nun jedes Gebiet so trianguliert werden kann, da� dieF�arbung c zul�assig bleibt. Sei G zun�achst zweifach zusammenh�angend. Dann ist der Randeines jeden Gebietes R der Einbettung ein Kreis C in G. Wir induzieren nach jCj. OhneEinschr�ankung enthalte C mehr als drei Knoten.Fall 1. c ist eingeschr�ankt auf C eine Zweif�arbung, d.h. die Knoten von C sind alternierendin zwei Farben gef�arbt. Setze in das Innere des Gebietes R einen zus�atzlichen Knoten vC ,verbinde alle Knoten auf C mit vC und setze c auf V + vC fort mit der Farbe, die auf Cnicht auftritt.Fall 2. Es gibt auf C drei aufeinanderfolgende Knoten in den drei verschiedenen Farben.Verbinde den ersten und den dritten Knoten durch eine Kante. Der Randkreis des verblei-benden und noch zu triangulierenden Teils des Gebiets R enth�alt einen Knoten wenigerals C und kann daher nach Induktionsvoraussetzung wie gew�unscht trianguliert werden.Angenommen nun, G ist nicht zweifach zusammenh�angend. Falls G unzusammenh�angendist, kann man o�enbar solange Kanten zwischen verschiedenen Komponenten hinzuf�ugen(und ggf. die 3-F�arbung anpassen), bis man einen zusammenh�angenden 3-f�arbbaren pla-naren Supergraphen von G erh�alt. Sei G also o.B.d.A. 3-f�arbbar und planar mit Zusam-menhangszahl �(G) = 1. Falls G ein Baum ist, so verbinde man die Bl�atter durch einenKreis (wobei n�otigenfalls zwischen zwei Bl�attern ein neuer Knoten einzuf�ugen ist), umeinen zweifach zusammenh�angenden 3-f�arbbaren planaren Supergraphen von G zu erhal-ten, der wie oben trianguliert werden kann. Andernfalls bette zun�achst einen zweifach



396 ANHANGzusammenh�angenden Block B von G ein und trianguliere ihn. Nun bettet man schritt-weise auch die anderen Bl�ocke von G in Reihenfolge einer Breitensuche auf dem Block-Artikulations-Baum bc(G) mit Startknoten B ein, wobei die 3-F�arbung der Bl�ocke jeweilsam Artikulationsknoten aneinander anzupassen ist. Man sieht leicht ein, da� nach jedemSchritt trianguliert werden kann, so da� der eingebettete Graph stets eine Triangulationdarstellt.7.1.3 F�ur k � 2 ist �(C2k+1) = 3 > 2 = !(C2k+1) sowie �(C2k+1) = �(C2k+1) = k + 1 >k = �(C2k+1) = !(C2k+1).7.1.4 �(G) = maxf�(G1); �(G2)g = maxf!(G1); !(G2)g = !(G):7.2.14 Das Lemma 7.2.5 von Dirac garantiert f�ur jeden chordalen Graphen, der nichtvollst�andig ist (in welchem Fall wir fertig w�aren), zwei nicht benachbarte Simplizialknoten.Von diesen kann nur einer in der Clique liegen. Ein solches PES l�a�t sich also sukzessivekonstruieren.Maximum-Adjazenz-Suche beispielsweise tut genau das, wenn sie nur mitder Clique startet.7.2.18 Per Induktion nach n. F�ur n = 2 ist die Aussage trivial. Sei also T = fTi : i =1; : : : ; ng, n � 3. Nach Induktionsannahme gibt es ein u 2 Tn�1i=1 Ti. Falls nicht auchu 2 Tn, so sei v der eindeutig bestimmte erste Knoten in Tn auf einem u � Tn�Pfad inT . Wir behaupten, da� auch v 2 Ti f�ur alle i = 1; : : : ; n� 1. Nach Voraussetzung gibt eszu i 2 f1; : : : ; n � 1g einen Knoten si 2 Ti \ Tn. Da auch u 2 Ti ist, liegt der gesamteu � si�Pfad im Baum Ti. Wegen si 2 Tn liegt v auf diesem u� si�Pfad, und mithin giltv 2 Ti.9.1.16 Benutze Proposition 9.1.2.10.2.2 Da T durch eine Tiefensuche entsteht, ist jeder Nachbar eines Blattes b von T einVorfahr von b in T . Also ist die Menge der Bl�atter von T unabh�angig in G und NB somiteine Knoten�uberdeckung.Sei r der Startknoten der Tiefensuche gewesen. Ein Knoten u 2 �(v) hei�t ein Sohn vonv, falls v der erste Knoten auf dem eindeutigen u � r�Pfad in T ist. Jedes Nicht-Blattv 2 NB besitzt o�enbar einen Sohn. Mithin bildet die MengeM := ffu; vg 2 E(T ) : (v 2 S \NB) ^ (u ist ein Sohn von v)gein Matching in T , und mit �S := V n S folgt schlie�lich�(G) � jM j = jS \NBj = jNB n �Sj � jNBj � j �Sj = jNBj � �(G):10.3.3 W�ahle s1 als Blatt. Dann endet die Konstruktion von TZ in einem benachbartenBlatt sjSj. W�ahle s1 und sjSj so, da� der Abschnitt zwischen s1 und sjSj der "schwerste\unter allen b Abschnitten auf Z zwischen zwei Bl�attern ist (und damit Gewicht mindestensc(Z)=b hat).10.4.1 Sei G eine Instanz von Hamiltonian Circuit. Zu G de�niere eine �TSP-Instanz(Kn; c), n = jV (G)j, durch die folgende Gewichtung der Kanten e 2 �V (G)2 � des Kn:c(e) := ( 1 falls e 2 E(G),2 falls e 62 E(G).



A.2. HINWEISE UND L �OSUNGEN ZU AUSGEW�AHLTEN �UBUNGEN 397Dann gilt: G besitzt einen Hamiltonkreis genau dann, wenn (Kn; c) eine TSP-Tour derL�ange � n besitzt.10.4.4 Sei M ein Matching minimalen Gewichts zwischen den ungeraden Knoten in T undC� eine k�urzeste TSP-Tour in (Kn; c). Ferner seien vi1 ; : : : ; vi2k die Knoten ungeradenGrades in T in einer Reihenfolge, wie sie in C� auftreten. F�ur die Matchings M1 :=�fvi1 ; vi2g; fvi3; vi4g; : : : ; fvi2k�1 ; vi2kg	 undM2 := ffvi2 ; vi3g; fvi4; vi5g; : : : ; fvi2k ; vi1gg giltdann o�ensichtlich 2c(M) � c(M1) + c(M2) � c(C�);so da� f�ur die gem�a� Lemma 10.4.2 aus T [M erhaltenen TSP-Tour C in (Kn; c) folgtc(C) � c(T ) + c(M) < c(C�) + 12c(C�) = 32c(C�):10.7.2 Die Reduktion von Max-2-Sat auf Max Cut aus 10.6.1 zeigt, da� das Problem,eine maximum Bisektion zu �nden, NP-vollst�andig ist. Ein Graph der Ordnung n = 2` be-sitzt aber eine Bisektion der Gr�o�e � k genau dann, wenn sein Komplement eine Bisektionder Gr�o�e � `2 � k besitzt.10.9.20 F�ur k und r de�niert durch n = ka + r, 0 � r < a, hat S(n; a) o�enbarm(S(n; a)) = r�k+12 � + (a � r)�k2� viele Kanten. O�enbar ist S(n; a) kantenminimal mitder Eigenschaft, Stabilit�atszahl a zu haben. F�ur feste Kantenzahl m minimiert die Grad-sequenz von S(n; a) den TermPv2V 1d(v)+1 = a. Also hat jeder andere Graph mit derselbenAnzahl von Kanten, aber einer anderen Gradsequenz als S(n; a) nach Gleichung (i) ausProposition 1.5.6 eine echt gr�o�ere Stabilit�atszahl und insbesondere hat jeder Graph aufweniger Kanten eine gr�o�ere Stabilit�atszahl; also ist S(n; a) ein extremaler Graph.F�ur die Eindeutigkeit bleibt zu zeigen, da� jeder Graph G mit derselben Gradsequenzwie S(n; a) und �(G) = Pv2V 1d(v)+1 = a aus disjunkten Cliquen besteht, d.h. keinenK1;2 enth�alt. Wieder nach Gleichung (i) aus Proposition 1.5.6 gilt, da� Greedy Min aufjeder Anordnung der Knotenmenge eine maximum Clique liefert. Wenn ein Graph nunaber einen K1;2 enth�alt, sagen wir mit dem Knoten x in der einen und den Knoten y undz in der anderen Partitionsklasse, so liefert Greedy Min, angewandt auf die Ordnungx; y; z; v3; : : : ; vn eine kleinere stabile Menge als angewandt auf y; z; x; v3; : : : ; vn.12.2.2 Aus G = (V;E) konstruiere einen Graphen H wie folgt: f�uge zu V = fv1; : : : ; vngneue Knoten x; u1; : : : ; un hinzu und verbinde x mit allen anderen Knoten.14.1.2 Aus n � 1 � Pu2�(v) d(u) erh�alt man mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-schenUngleichung n(n� 1) � Xv2V Xu: fu;vg2E d(u) = Xu2V d(u)2� 1n  Xu d(u)!2 = 4n jEj2:



398 ANHANGA.3 Die Grenze zwischen P und NP-vollst�andigDie folgende kleine Auswahl von kombinatorischen Optimierungsproblemen mag illustrie-ren, welch unterschiedliche Ph�anomene Einu� darauf haben, ob ein Problem schwer(vermutlich unzug�anglich) oder polynomiell l�osbar ist; seien es Einschr�ankungen an dieStruktur der Problemeingaben, feste oder laufende Problemparameter, der Unterschiedzwischen dem Maximierungs- und Minimierungsproblem oder der Unterschied zwischenanalog formulierten Problemen einmal f�ur die Kanten, das andere Mal f�ur die Knoteneines Graphen. polynomiell l�osbar NP-schwer2-Sat 3-SatIndependent-Set (�(G) � 2) Independent-Set (�(G) � 3)Bipartite-Independent-Set Triangle-Free-Independent-Set2-Colorability Triangle-Free-3-Colorability3-Colorability (�(G) � 3) 3-Colorability (�(G) � 4)4-Conn.-Planar-Hamiltonian-Circuit 3-Conn.-Planar-Hamiltonian-CircuitClique (k fest) Clique (k Teil der Eingabe)Minimum k-Cut (k fest) Minimum k-Cut (k Teil der Eingabe)Planarity GenusMin Cut Max CutShortest Circuit (Girth) Longest Circuit (Circumference)Maximum Matching Minimum Maximal MatchingMaximum Matching Independent SetEdge-Cover Node-CoverEulerian Cycle Hamiltonian CircuitChinese-Postman-Problem Traveling-Salesman-ProblemBemerkung. Im Fall von Spanning Tree bzw. Bisection sind jedoch sowohlMinimierungs- wie Maximierungsproblem polynomiell l�osbar bzw. NP-vollst�andig.



A.4. �UBERSICHT �UBER GRAPHENPARAMETER 399A.4 �Ubersicht �uber GraphenparameterKnotenzahl n jV jKantenzahl m jEjmaximaler Grad �(G) maxv2V d(v)minimaler Grad �(G) minv2V d(v)# Zh.komponenten c(G)# ungerader Komponenten q(G)Taillenweite g(G) L�ange eines k�urzesten Kreises in GRadius rad(G) minv2V maxu2V�v d(u; v)Durchmesser diam(G) maxu;v2V d(u; v)Zusammenhangszahl �(G) maxfk : 8u 6= v 9k kreuzungsfreie u� v�PfadegKanten-Zhs.zahl �(G) maxfk : 8u 6= v 9k kantendisjunkte u� v�PfadegSchnittdichte �(G) min n hA; �AijAjj �Aj : A � V; ; 6= A 6= V oMatchingzahl �(G) maxfjM j : M � E ^ 8e; f 2M(e \ f = ;)gUnabh�angigkeitszahl �(G) maxfjSj : S � V stabil in GgCliquenzahl !(G) maxfjCj : C � V Clique in GgKnoten�uberdeckungszahl �(G) minfjCj : C � V ^ 8fu; vg 2 E(u 2 C _ v 2 C)gKanten�uberdeckungszahl �(G) minfjF j : F � E ^ 8v 2 V 9e 2 F (v 2 e)gDominanzzahl �(G) minfjDj : D � V ^ 8v 2 V nD (�(v) \D 6= ;)gchromatische Zahl �(G) minfkj 9f : V ! f1; : : : ; kg mitf(u) 6= f(v)8fu; vg 2 Egchromatischer Index �0(G) �(L(G))Cliquenpartitionszahl �(G) �(G)Cliquen�uberdeckungszahl �e(G) minfk : 9C1; : : : ; Ck mit Ci � V Cliqueund E � Ski=1E(G[Ci])gSchnittzahl �(G) minfjSv2V Sv j : (Sv)v2V Schnittgraph-Darstellung von Gg(orientierbares) Geschlecht (G) minfh : G ist in die Sh einbettbargnicht-orient. Geschlecht (G) minfh : G ist in die Nh einbettbargKreuzungszahl cr(G) minimal m�ogliche Anzahl von �Uberkreuzungen,wenn man G in die Ebene zeichnetDicke th(G) minfk : G = Ski=1 Pi ^ Pi planargArborizit�at a(G) minfk : G = Ski=1Wi ^ Wi Waldg



400 ANHANGA.5 Weiterf�uhrende LiteraturWo wir Forschungsergebnisse nur erw�ahnen konnten, haben wir an Ort und Stelle auf dieentsprechende Fachliteratur hingewiesen. Hier sind daher eher Monographien und �Uber-sichtsartikel zusammengetragen, die als Ausgangspunkt f�ur ein vertiefendes Studium derbehandelten Themen bzw. als Orientierung in angrenzenden Forschungsgebieten dienenm�ogen.Zur Einordnung der Graphentheorie in die Diskrete Mathematik siehe [Aig79, Jac83,Big85, GKP89, LW92a, Aig90, Aig93, Bry93, Cam94, GGL95].�Uber die Graphentheorie im allgemeinen sind nun schon viele B�ucher geschrieben wor-den. Besonders verweisen m�ochten wir hier nur auf [Die96] sowie [Bol78a, Bol79, Ber85,CL86, Hal89, Zyk90, Wes95] und [CM78]. St�arker auf die algorithmische Graphentheorieheben [Jun94, TS92] ab. Einen hervorragenden �Uberblick zu Graphenalgorithmen gibt[Lee90]. Eine st�andig aktualisierte �Ubersicht in Tabellenform zu Algorithmen f�ur verschie-dene Probleme auf speziellen Graphenklassen �ndet man auf der WWW-Seite [SX96].Die erste Adresse in Sachen Entwurf und Analyse e�zienter Algorithmen und Da-tenstrukturen ist [CLR90]. Empfehlenswert sind des weiteren die z.T. bereits klassischenTexte [Knu73, AHU74, PS82, SDK83, Tar83, Meh84, Meh88, GK90, Wil90, Kin90, Kuc90,OW93, LW92b, Koz92, HSA93, Wei95]. Eine C++-Bibliothek f�ur e�ziente Datenstruk-turen und (insbesondere Graphen-) Algorithmen, LEDA, erh�alt man �uber anonymous-ftpvon "ftp.mpi-sb.mpg.de\, Verzeichnis "/pub/LEDA\; vergleiche ebenso [Ski90, Knu93].Der Klassiker auf dem Gebiet der Komplexit�atstheorie ist [GJ79], aktualisiert durch[Joh90a]. Eine gelungene modernere Darstellung der Komplexit�atstheorie, wie sie f�ur diekombinatorische Optimierung relevant ist, ist [Pap94]. Umfassende Behandlungen vonKomplexit�atstheorie bzw. Berechenbarkeit �ndet man in [Rog67, HU79, DW83, WW86,BDG88, B�or92, Weg93], siehe auch [Joh90b, Rei90, Sch92, BC94].Zu speziellen Themenkreisen der Graphentheorie verweisen wir auf:� graphische Darstellung [BETT94]� Fl�usse in Netzwerken [FF62, PS82, SDK83, TS92, GTT90, Ruh91, Gus92, AMO93,KMN93, KN93], Zusammenhang [LLW88, LSS89, Fra95, HK95], Network Designund Network Reliability [Sto92, GMS95, AKR95, WN87, Fra92, FIN93, GSS93b,HR93, KT93, Fra94b, KV94, Jor95, DH95, Col87, BCP95], disjunkte Pfade [Fra90,RS85b, RS95, RWW95] und Distanz [BCN89, BH90, COS91]� Matching [LP86, Ger95, Pul95] sowie [Law76a, PS82, Sch83, SDK83, Avi83, Gal86,Der88, GGS89, GI89, Gab90, GH90, GT91, GW95, Plu93a, Blu90, DM91, Vaz94]und Transversaltheorie [Mir71b, Bru75, Jun82, Aig79, Rei84]� Eulersche Graphen [Fle83, LO86, Fle90], Hamiltonsche Graphen [Ber78, Chv85,Gou91, Vol96] und Kreise [WV74, AG85, Vos91, Bon95]� Knotenf�arbung [SDK83, HW89a, Kuc89, WN90, Wer90, SS89, Tuz92, PS92b, HS94,Pr�o94, Tof95], probabilistische Methode [ASE92], Kantenf�arbung [FW77, FW78,Yap86, HW89b, NZN95], Verallgemeinerungen [Che91, Rob91, Alo93, Yap96] sowieo�ene Probleme [JT95]



A.5. WEITERF�UHRENDE LITERATUR 401� Planare Graphen und Graphen h�oheren Geschlechts [NC88, Nis90, Rin74, WB78,Whi84, GT87,WB89, Tho94a, Arch95, Yan96,MT97] sowie Minoren [RS85a, RS85b,FL94, Tho95]� 4-Farben-Vermutung und -Satz [BLW76, Ore67, RT88, SK77, Kau90, WW78, AH78,Bar83b, Aig84, AH86, AH89, FF94] Hadwiger Vermutung [Tof96] und nirgends-verschwindende Fl�usse [Jae88, Sey95]� Perfekte Graphen [Gol80, BC84, Lov83, GLS88, Knu94, BP93, M�oh85, Fis85, GS93,Bog94, MP95]� Baumweite [PS90, Bod93b, Klo94, BL95]� randomisierte Algorithmen [Joh84b, Rag90, Kar91a, GSB94, MR95a, Lov95] undDerandomisierung [MNN94, MR95b, LW95a]� Approximationsalgorithmen [Hoc96] sowie [PS82, Mot92, CK95, ACP95, Shm95,KMSV95, BG96, Blu94, KMS94, MNR96, KT94b, KT95, PT95b, Rad95, Shm96,GW96] und Nicht-Approximierbarkeit [Gol93, HPS94, Pap94, Aro94, Bab94, BGS95,Sud95, AL96, Bel96]� Dominanz [HL90], Cliquen�uberdeckung/Schnittgraphen [Pul83a, Rob85, Sch85,Gol88] und Linegraphen [HB78]� Zuf�allige Graphen [Tin80, Bol85, Pal85, Bol91, ASE92, Kar95] und probabilistischeAlgorithmen [KLMR85, Rin87, Fri89, Fri90, KMN93, Mot94, FRS95, CL91b]� Extremale Graphentheorie [Bol78a, Sim83, Sim84, F�ur91, Bol95, PA95, KS96b]St�arker anwendungsbezogene Graphentheorie rechnet man meist der Operations Re-search [BM87, BM91, NM93, KL95, AMOR95, DD95] und der Kombinatorischen Opti-mierung [Law76a, PS82, SDK83, ELR85, LLRS85, LP86, Iba87, GLS88, PR88, HRW92,Lap92b, Ree93, GL95a, JRR95] zu.F�ur Anwendungen der Graphentheorie in den Natur-, Ingenieur- und Sozialwissen-schaften siehe [Kas67, Rob78, Rob93, CGM79,WB79, Wil82, MR84, Wal84, Vag85, JS89a,Len90, BR91a, Fou92, GSS93a].Weiterf�uhrende Literatur zu nur angeschittenen oder gar nicht behandelten, aber verwand-ten Themen:� parallele Graphenalgorithmen [GR88, KR90, May90, JaJ92, Cha92, Rei93, Smi93]� gerichtete Graphen [TS92, Har74, CL86]� (ganzzahlige) lineare Optimierung und polyedrische Kombinatorik [PS82, Pul83b,Sch86, NW88, GLS88, Kar91b, Zie95, Pad95, Pan95, JRT95, Sch95]� algebraische Graphentheorie, Eigenwerte [LW92a, TS92, Big74, SW78, CDS80,CDGT88, BR91b, MP93b, BCN89], Expander [Lub94, Lub95, Kah95] sowie Gra-phen und Gruppen [Whi84, Bab95]� Matroid-Theorie [Wel76, Aig79, Kun86, Whi87, Rec89, Ox92, BC95]



402 ANHANG� Erzeugen und Z�ahlen kombinatorischer Strukturen [Sin93, Wel93, AS95] und P�olya-Theorie [Rys63, HP73, Min78, Stan86, PR87, Slo91]� unendliche Graphen [Wag70, Tho84a, Hal89, Zem96]� Ramsey-Theorie [GRS80, Nes95]� Hypergraphen [Bol86, Ber89, F�ur88, F�ur91, Duch95, PA95]� Codes und Designs [BJL85, Hal67a, CL91a]� teilweise Ordnungen, Verbandstheorie [Bir67, Aig79, Riv85, Tro92]
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